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1 Rajoittamattomat kieliopit

1.1 Formaalit kieliopit

Formaalit kieliopit ovat merkkijonojen uudelleenkirjoitusjérjestelmii. Niiden sdan-
not kuvaavat, miten valitusta aakkostosta saadaan muodostettua kaikki ja vain sel-
laiset merkkijonot, jotka vastaavat sdintdjia. Rajoittamattomat kieliopit ovat for-
maaleita kielioppeja. Chomskyn hierarkiassa rajoittamattomat kieliopit ovat tyyp-
pid 0 — siis kaikista suurin luokka. Huomattavaa on, etta tyypin O kielioppien ku-
vaamat kielet ovat rekursiivisesti numeroituvia, siis Turing-tunnistettavia. Koska
Chomskyn luokittelu ei ole hienojakoisin mahdollinen, voidaan tyypin 0 kieliopit
vield jakaa kahteen luokkaan: rekursiivisiin (Turing-ratkeavat) ja rekursiivisesti nu-
meroituviin (Turing-tunnistettavat) kieliin. Rekursiivisten kielten joukko on rekur-

siivisesti numeroituvien kielten aito osajoukko.

1.2 Rajoittamattomat kieliopit

Formaali méérittely rajoittamattomille kieliopeille on seuraava:

G = (N,X P, S), jossa

e N = muuttujasymbolien joukko

) = paatesymbolien joukko

e P = sadantojen joukko

S = lahtosymboli

Huomionarvoista on, ettd N ja Y voivat sinéllddn olla myos sama joukko. Niiden
erillisyys johtuu vain siitd, ettd halutaan tietdé, milloin lausemuotojen generoiminen

lopetetaan.

1.3 Saannot

Sadnnot ovat muotoa a — [, jossa sekd oikean- ettd vasemmanpuoleiset sdan-
not voivat olla mitd tahansa merkkijonoja; niin paéte- kuin muuttujasymboleita.

Toisin kuin nimi antaa ymmaértaa, rajoittamattomat kieliopit eivat kuitenkaan ole
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taysin rajoittamattomia: niiden sddntdjoukkoa koskee yksi rajoite. Témén rajoit-
teen mukaan vasemmanpuoleinen symboli ei saa koostua pelkésté tyhjastd merkki-
jonosta. Mielenkiintoista on se, ettd sddnté o — ¢ on sallittu myos silloin kun aw = S
ja S esiintyy jossain sadnnossé oikealla puolella. Itse asiassa tdméa on merkittéava
piirre: jos kontekstiherkissé kieliopeissa sallittaisiin tdménkaltainen sdanto, myos ne

tuottaisivat kaikki Turing-tunnistettavat kielet.

2 Turing-tunnistettavuus

Kuten aiemmin mainittiin, Turing-tunnistettavien kielten ja rajoittamattomien kieliop-
pien tuottamien kielten joukko on sama. Siis: jos on olemassa rajoittamaton kielioppi
G, joka tuottaa kielen L, on my6s olemassa Turingin kone M, joka tunnistaa kielen L.
Tama luonnollisesti patee myos toiseen suuntaan. Kaikille Turing-tunnistettaville
kielille patee, ettd on olemassa jokin Turingin kone, joka tunnistaa sen kielen merkki-

jonot.

2.1 Ekvivalenssitodistus

Seuraavaksi hahmottelen, miten todistus Turingin koneiden ja rajoittamattomien
kielioppien ekvivalenssista etenee. Esittelen todistukset molempiin suuntiin, mutta
en kily kumpaakaan todistusta formaalisti 14pi. Sen sijaan molemmista kiyn lapi

idean.

2.1.1 Rajoittamattoman kieliopin tuottama kieli Turing-tunnistettava

Jos on olemassa rajoittamaton kielioppi G, joka tuottaa kielen L, niin L on Turing-
tunnistettava. Haluamme siis néyttad, ettd mille tahansa kielelle, jonka tuottaa
jokin rajoittamaton kielioppi, voidaan konstruoida Turingin kone, joka tuottaa tai
tunnistaa sen kielen merkkijonot. Jos oletamme, ettd Churchin-Turingin teesi pé-
tee, riittédd, ettd kuvaamme algoritmin, jolla kone toimii; itse konetta ei ole tarpeen
konstruoida. Alla esitén algoritmin, jonka avulla voidaan todeta, kuuluuko jokin

merkkijono kieleen L.

e Olkoon M kaksinauhainen epadeterministinen Turingin kone ja G miké tahansa

rajoittamaton kielioppi, joka tuottaa kielen L.



Turingin koneen nauhaa 1 kiytetddn syStemerkkijonon siilomiseen.

Nauhalle 2 generoidaan G:n lausemuotoja.

e (G:n sddnnot on koodattu Turingin koneen tiloihin

Kone aloittaa vasemmalta ja aina joko pysyy paikallaan tai siirtyy oikealle

1. Siirretdan lukupaé vasempaan laitaan, jos se ei ole jo siella
2. Valitaan epadeterministisesti jokin G:n sdantoé [ —

Jos [ tulee vastaan nauhalla 2, korvataan se ~:lla

> W

Verrrataan nauhan 2 sisaltéd nauhan 1 siséltoon: jos sama, sana kuuluu

G':n tuottamaan kieleen.

5. Palataan kohtaan 1.

e Ajon aikana generoidaan kaikki mahdolliset G:n lausemuodot.

2.1.2 Jokaiselle Turing-tunnistettavalle kielelle L on olemassa rajoittam-

aton kielioppi, joka tuottaa L:n

Jos L on Turing-tunnistettava kieli, niin jokin rajoittamaton kielioppi tuottaa L:n.
Todistus tdhén suuntaan on hyvin yksityiskohtainen ja tekninen. Sen voi lukea
kokonaisuudessaan lahteestd [1]. Oleellisin ajatus on, ettd kieliopin ja Turingin
koneen suorittaman laskennan vélille luodaan jonkinlainen yhteys. Tamé yhteys
saadaan aikaan, kun muistetaan, ettd Turingin koneen tilaa (configuration) voidaan
kuvata merkkijonolla. Kun valitaan sopivanlainen kuvaus, voidaan kieliopilla ikdan
kuin simuloida Turingin koneen toimintaa. Voidaan siis luoda kielioppi, joka generoi

Turingin koneen konfiguraatioita.

3 Tyypin 0 kieli

Koska tyypin 0 kielet ovat Chomskyn hierarkian laajin luokka, ja kaikki alempiin
luokkiin kuuluvat kielet kuuluvat siis my6s tyypin 0 kielten luokkaan, on olemassa
paljon kielid, jotka ovat tyyppid 0. Mutta minkélainen kieli sitten erottaa tyypin
1 kielet tyypin O kielistd? Jos haluamme 16ytaa tédllaisen kielen ja uskoa, etta se

todella edustaa vain tyyppid nolla, meiddn on pystyttava ndyttamadn, etta kieli on
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rekursiivisesti numeroituva ja ettd sitd ei voida tunnistaa lineaarisesti rajoitetulla

automaatilla. Eréds tallainen kieli on seuraava:

{M | M on LBA ja M ¢ L(M)}, siis
e M on jokin lineaarisesti rajoitettu automaatti
e ) tunnistaa kielen L

e M :n kuvaus el kuitenkaan kuulu kieleen L

Kieli on Turing-tunnistettava, jos jokin Turingin kone voi tuottaa kaikki kielen
merkkijonot. Jos oletetaan, ettd Churchin-Turingin teesi pétee, niin riittdd, etta
kuvataan algoritmi kielelle. Téssé vaiheessa on hyva muistaa, ettd lineaarisesti ra-
joitettujen automaattien tunnistamat kielet ovat Turing-ratkeavia. Taméa johtuu
siité, etté lineaarisesti rajoitetusta automaatista tiedetdén aina, milloin se on jaanyt

loopiin, eiké ole pysdhtymaéssa.

e Olkoon Turingin kone T'M , joka saa syotteekseen merkkijonon x ja lineaarisesti

rajoitetun automaatin M
e Syotteella M, x:

1. Simuloi M:n toimintaa syotteella x

2. Jos M hyvéksyy, hylkda; muutoin hyvéaksy
e Kohta 1 ei voi jaada loopiiin
Esimerkkikieli ei myoskéaan ole kontekstiherkka.

e Olk. L kieli, jonka tunnistaa LBA M
e Oletetaan, ettd M € L ja L = L(M)
— Nyt M hyvéksyy M:n
— M ¢ L

— Ja péinvastoin: jos M ¢ L ja L = L(M), niin M ei hyviksy M:44
— MelL

Kuten huomataan, téastd syntyy ristiriita — siis kielen tunnistaminen lineaarisesti
rajoitetulla automaatilla ei ole mahdollista. Né&in ollen kieli ei siis voi olla konteksti-
herkka.



4 Muuta

4.1 Thue

Rajoittamattomien kielioppien pohjalta on kehitetty esoteerinen ohjelmointikieli,
Thue. Sen avulla voidaan méaéritelld ja tunnistaa nollatyypin kielid. Se on Turing-
taydellinen, mutta myoskin ns. Turing tarpit — siis kieli jolla voidaan periaatteessa
laskea mitéa vain laskettavissa olevaa, mutta jolla mink&dnlaisen laskennan suorit-
taminen on yleensa hankalaa. Lisdksi téllaiset kielet pyrkivét toteuttamaan Turing-

taydellisyyden mahdollisimman pienillda méarilla komponentteja.

4.2 Semi-Thue-jarjestelméa

Tarkemmin sanottuna Thue perustuu semi-Thue-jarjestelmaélle, joka on nimetty
norjalaisen matemaatikon Axel Thuen mukaan. My0s semi-Thue-jarjestelma on
uudelleenkirjoitusjarjestelmé. Sen ero rajoittamattomiin kielioppeihin syntyy péaate-
ja muuttujasymbolijoukkojen samuudesta seka aloitussymbolin puuttumisesta. Chom-
skyn hierarkia taas perustuu sille, etta asetetaan rajoitteita sille, minkélaisissa paikoissa
minkéakin joukon jésenet voivat sdannoissa esiintya. Semi-Thue jarjestelmé kehitet-
tiin propositiologiikkaa varten, kun haluttiin hoitaa todistuksia automaattisesti.

Tamékin jérjestelmé on isomorfinen Turingin koneiden kanssa.

4.3 Esimerkki Thuesta

Thue-ohjelmointikieli koostuu uudelleenkirjoitussdannoistd. Koodi on siis muotoa

merkkijonol::=merkkijono2

e yksinkertainen esimerkki, Hello World

o a::= HelloWorld!

a
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