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Johdanto

Satunnaisalgoritmit ovat algoritmeja, jotka hydédyntévat satunnaisuutta osana
laskentaansa. Ensimmaéisen téllaisen algoritmin kehitti Michael O. Rabin vuonna
1976 ldhimmén parin ongelmaan (closest pair problem). Seuraavana vuonna
Robert M. Solovay ja Volker Strassen kehittdvét satunnaistetun alkulukutestin
(primality test), johon ei vield siihen aikaan tunnettu deterministista polynomista
algoritmia. Deterministinen algoritmi kyseiseen ongelmaan loydettiin vasta 2002
eikd sekdin vield peittoa satunnaistettua.

Satunnaisalgoritmeista puhuttaessa on syytd tehdéd ero satunnaistettujen ja
probabilististen algoritmien vélille. Satunnaistetut algoritmit hyédyntéavéit sa-
tunnaisuutta parantaakseen esimerkiksi pahimman tapauksen aikavaativuut-
taan (satunnaistettu quick sort), mutta tuottavat aina oikean lopputuloksen.
Probabilistiset algoritmit kéyttivit laskennassaan satunnaisuutta, mutta eivit
valttdmatta tuota oikeaa lopputulosta (Monte Carlo -algoritmit) tai eivéit tuota
lopputulosta ollenkaan (Las Vegas -algoritmit).

Saattaa tuntua oudolta, miten téllaisista algoritmeista voisi olla mitdan hyotya,
mutta kdytdnnossd virheen salliminen on perusteltua, silld laskenta tapahtuu
aina fyysisilld laitteilla. Esimerkiksi alfahiukkaset ja kosminen séteily aiheuttavat
virheité laitteiden muistissa.

Téamé tyo késittelee ainoastaan probabilistisia algoritmeja ja niihin liittyvaa
laskennallista mallia, probabilistista Turingin konetta.

Probabilistiset algoritmit

Probabilistisia algoritmeja on kahta perustyyppia: Las Vegas ja Monte Carlo -
algoritmit. Las Vegas -algoritmit eivét valttadméatta pysdhdy, mutta pysdhtyessidan
antavat aina oikean lopputuloksen. Monte Carlo -algoritmit puolestaan pysdhty-
vat aina, mutta niiden tuottama tulos on oikea vain jollain ennalta tiedetylla
todennékdisyydella.



Motivoivana esimerkkiné esitetddn alkion etsiminen listasta.

Alkion etsiminen listasta

Olkoon A eksponentiaalisen pitka lista, jossa on 2™ alkiota. Puolet listan alkiosta
on nollia ja puolet ykkosid. Ongelmana on, kuinka 1yddmme listasta ykkosen (tai
nollan)? Miké tahansa deterministinen algoritmi toimii pahimassa tapauksessa
ajassa O(2"/2) = O(2"~1), silld saatamme joutua kiyméin lipi kaikki virit
alkiot ennen haluamamme alkion 16ytamista.

Ratkaisun nopeuttamiseksi kehitdmme probabilistisen algoritmin.

Las Vegas -algoritmi

Kehitetaan Las Vegas -algoritmi alkion ¢ 16ymiseksi listasta A. Se saa syotteenaén
listan A ja halutun alkion c.

las-vegas-search(A, c):
while True:
i = random(0, len(A) - 1)
if A[i]l ==
return i

Algoritmilla ei ole mitaéin yksittdista pahinta syotetté, koska alkioita kidydaan lapi
satunnaisessa jarjestyksessé, ja aikavaativuus on listan pituudesta riippumaton.
Hyvalla lykylla 16yddmme haluamme alkion jo ensimmaéisella kierroksella, mutta
voi kéyda niin, ettd kdymme loputtomasti lapi vaaria alkioita, ja pahimman
tapauksen aikavaativuus onkin O(c0).

Las Vegas -algoritmi voidaan maéaritelld my6s niin, ettd se pysdhtyy aina, muttei
valttamétta tuota lopputulosta. Annetaan algoritmille aiempien parametrien
lisdksi jokin vakio k, joka kertoo, montako hakua listaan enimmaélldan tehdaan.

las-vegas-search2(A, c, k):

while k > O:
i = random(0, len(A) - 1)
if A[i] == c:
return i
k=k -1

Nyt algoritmimme pysédhtyy aina ja algoritmin tuottama vastaus on aina oikea,
jos se tuottaa vastauksen. Jos vastaus jid saamatta, laskentaan kéytetty aika on
heitetty hukkaan.



Monte Carlo -algoritmi

Monte Carlo -algoritmi samaiseen ongelmaan saa syOtteendén samat parametrit,
kuin edellinen Las Vegas -algoritmi.

monte-carlo-search(A, c, k):

while k > O:
i = random(0, len(A) - 1)
if A[i] == c:
break
k=k-1
return i

Algoritmi toimii syotteen pituudesta riippumattomassa ajassa, muttei valtta-
méttd anna oikeaa vastausta. Sallimalla virhemarginaalin saamme stokastisia
tuloksia. Virhemarginaali e = 27, koska jokaisella haulla todennikoisyys osua
oikeaan on % Todennakoisyys 16ytad annettu alkio P[loydetdén c] = 1 — ¢, joten
varsin varsin vahéiselld hakujen méaralla padstadn jo kdytannossa luotettaviin
tuloksiin. Todenn&koisyys saada vidra tulos vield 48 toiston jalkeen on pienempi,

kuin saada Loton péévoitto kahdesti:

=274 ~3.6x10"1

-2
Plosua péadvoittoon kahdesti] = (379> ~4.3x 1071

Seuraavaksi formuloimme mallin tutkia probabilistisia algoritmeja.

Probabilistinen Turingin kone

Probabilistinen Turingin kone (PTM) on epideterministinen Turingin kone,
jolla voidaan mallintaa satunnaisalgoritmien laskentaa. Toisin kuin tavallinen
epadeterministinen Turingin kone (NTM), joka kéy lapi kaikki laskentapuun
haarat, PTM valitsee jokaisella epadeterministisella askeleella satunnaisesti
(“kolikkoa heittdmélld”) toisen kahdesta mahdollisesti konfiguraatiosta, mikéa
tekee siitd mahdollisen toteuttaa kaytdnnossa.

PTM voidaan ndhdd deterministisen Turingin koneen (DTM) varianttina, jolla
on kaytossadan loputon nauha tasaisesti jakautuneita satunnaisbittejé, josta se
lukee valitessaan seuraavaa konfiguraatiotaan.

Probabilistisen Turingin koneen M jokaiseen laskennan haaraan b sidotaan toden-
ndkoisyys P[b] = 27", missd n on epddeterminististen askelten méira haarassa



b, jolla M valitsee kyseisen haaran. Ndin voimme maéaritelld todennakoisyyden
sille, ettd M hyvéiksyy tai hylkda syotteen w.

P[M hyviksyy sydtteen w] = Z P[b] ja
b hyvaksyy
P[M hylkaa syotteen w] = 1 — P[M hyvéksyy syotteen w].

Toisin sanoen todennékoisyys hyvéiksyé syote on summa yli kaikkien hyviksyvien
haarojen todennékoisyyksien ja todennédkoisyys hylatd tdmén komplementti.

Kuten deterministisetkin Turingin koneet, PTM tunnistaa kielen, jos se hyvak-
syy kieleen kuuluvat syotteet ja hylkda sithen kuulumattomat. Probabististen
koneiden kohdalla kuitenkin sallitaan virhemarginaali 0 < e < % ja sanotaan,
ettd M tunnistaa kielen A virhemarginaalilla €, jos

w € A = P[M hyviksyy syotteen w] >1—¢ ja
w¢ A = P[M hylkda syotteen w] >1—e.

Miariteltyimme laskinnallisen mallin satunnaisalgoritmeille on mielekésté puhua
aikavaativuusluokista.

Probabilistiset vaativuusluokat

Rajallisen virheen probabilistinen polynomiaalinen aikavaa-
tivuus

Rajallisen virheen probabilistinen polynomiaalinen aikavaativuus (bounded-error

probabilistic polynomial time eli BPP) on niiden kielten luokka, jotka PTM

tunnistaa pahimman tapauksen polynomiaalisessa ajassa virhemarginaalilla
1

Ezg.

Virhemarginaalin valinta on mielivaltainen, kunhan 0 < ¢ < %, mika tullaan

osoittamaan vahvistuslemman (amplification lemma) késittelyn yhteydessa.

BPP on laajimpia kiytdnnossa hyodyllisia vaativuusluokkia. Suurimmalle osalle
taméan luokan ongelmista on olemassa probabilistinen algoritmi, joka voidaan
toteuttaa tehokkaasti nykyisilla tietokoneilla.

Monte Carlo -algoritmit kuuluvat tdhén luokkaan.



Satunnaistettu polynominen aikavaativuus

Satunnaistettu polymoninen aikavaativuusluokka (randomized polynomial time,
RP ja co-RP) poikkeaa luokasta BPP silld, etté siind sallitaan virhe ainoas-
taan yhteen suuntaan. Toisin sanoen, jos oikea ratkaisu on hyvéiksya syote, se
hyvéksytddn virhemarginaallilla 0 < e < %, mutta jos oikea ratkaisu on hylata
syote, se hyldtaan aina (ja toisinpain luokassa co-RP).

Virheeton probabilistinen polynomiaalinen aikavaativuus

Virheeton probabilistinen polynomiaalinen aikavaativuus (zero-error probabilistic
polynomial time, ZPP) on luokkien RP ja co-RP leikkaus.

Jos Las Vegas -algoritmit maaritelladn, kuten jalkimmaéinen esimerkkimme, ne
kuuluvat tdhén luokkaan.

Probabilististen vaativuusluokkien suhteet

Vaativuusluokka ZPP on P:n laajennus, joten P on ZPP:n osajoukko. Toisaalta
ZPP on luokkien RP ja co-RP leikkauksena selvistikin molempien osajoukko,
jotka puolestaan ovat BPP:n erikoistapauksina sen osajoukkoja. Saadaan siis
seuraavat yhteydet:

PCZPPC RP C BPP
P C ZPP C co-RP C BPP

Mielenkiintoista onkin, onko P # BPP. Téta ei ole toistaiseksi onnistuttu
todistamaan, ja yleisesti uskotaankin, ettei néin ole. Luultavasti siis kaikki
esitellyt luokat ovat keskendan samoja.

Eikd satunnaisuus tuokaan lisdé laskentavoimaa? Ehké pystymme simuloimaan
satunnaisuutta riittdvan hyvin deterministisilld pseudosatunnaisgeneraattoreilla,
joiden tuottamia arvoja polynomiaikainen DTM ei pysty erottamaan aidosta
satunnaisesta.

Luokkien BPP ja NP suhdetta ei tunneta.
Vahvistuslemma

Vahvistuslemman avulla minké tahansa BPP-kielen virhemarginaali ¢ saadaan
kutistettua mielivaltaisen pieneksi ilman, ettd aikavaativuus kasvaa.



Olkoon 0 < e < % Kaikilla polynomisesti syotteen pituudesta n riippuvilla ar-
voilla poly(n) voidaan polynomiselle probabilistiselle Turingin koneelle M; virhe-
marginaalilla € muodostaa ekvivalentti polynominen PTM M, virhemarginaalilla
0<e =2Plu(n) < ¢

Vahvistuslemman todistus sivuutetaan. Ideana on suorittaa algoritmia polynomi-
aalisen monta kertaa ja katsoa, hylatadnko vai hyviksytaanko syote suurimmalla
osalla kerroista. Virhemarginaali pienenee eksponentiaalisessa suhteessa suori-
tusten méardan ndhden, mika voidaan osoittaa Chernoffin rajaa kayttamalla.
Tarvittavien toistojen méaara riippuu virhemarginaaleista ¢ ja €', mutta pysyy
polynomisessa suhteessa syotteen pituuteen ndhden.

Yhteenveto

Vaikka satunnaistetut laskennalliset mallit eivit todennékoisesti tarjoakaan
teoreettisia hyotyja, kdytdnnossa niilld voidaan saada huomattavia nopeutuksia.
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