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1 Johdanto

Téssd esityksessi esittelen yhtdlo- ja toisinkirjoituslogiikkaa (equational and rewrit-
ing logic) ja silld ohjelmointia erityisesti Maude-kielen ja -jarjestelmén nakokulmasta.
Kuvaan ensin yhtélo- ja toisinkirjoituslogiikan yleisié periaatteita keskittyen kuitenkin
yksinkertaisempaan yhtéalologiikkaan. Sen jalkeen esittelen Maude-kielen ominaisuuk-
sia osittain esimerkkien kautta.

Yhtalo- ja toisinkirjoituslogiikkaa voi ajatella toisaalta mallintamis- ja maarit-
telyvélineend, toisaalta deklaratiivisena ohjelmointina. Toisinkirjoituslogiikka kuvaa
muutosta, mutta sen sisdltdma yhtalologiikka on funktionaalista.

Yhtalo- ja toisinkirjoituslogiikoille on tehty useita toteutuksia, tassa kasittele-
méni Mauden (Maude, Clavel et al. 2002) lisaksi mm. ELAN (Elan, Borovansky et al.
2002) ja CafeOBJ (CafeOBJ, Nagakawa et al. 1999).

2 Yhtalo- ja toisinkirjoituslogiikka

Toisinkirjoituslogiikan perusaksioomat ovat muotoa t — ' olevia toisinkirjoitussadinto-
ja (rewrite rule), missé ¢ ja t’ ovat termejd (term). Téllaisen toisinkirjoitussdannon voi
tulkita laskennallisesti, siirtyméana tilasta ¢ tilaan ¢/, tai loogisesti, paittelysaantona,
jonka perusteella kaavasta t voi paatella kaavan t’. Tietty aksioomajoukko muodostaa
toisinkirjoitusteorian (rewrite theory).

Toisinkirjoituslogiikka sisaltda yhtélologiikan osajoukkonaan (osalogiikkanaan).

2.1 Termien toisinkirjoitus

Termien toisinkirjoituksessa késiteltdvat termit muodostuvat operaatiosymbolista
(funktorista) ja sen argumenteista, jotka ovat termeja: esimerkiksi f(a,b,c) tai si-
samerkintainen a + b. Tietylla operaatiolla on aina kiinted méaré argumentteja. Argu-
mentiton termi on vakio.

Toisinkirjoituksessa termejéa kirjoitetaan toisin sddntGjen perusteella: esimerkik-
si toisinkirjoitussdannon f(a,b,c) — g(a,b) perusteella termi f(a,b,c) kirjoitetaan
termiksi g(a, b). Toisinkirjoitusjarjestelmé koostuu yleensé useista toisinkirjoitussain-
noista.

Tyypillisesti toisinkirjoitussdannot sisdltdvat muuttujia, jolloin ne soveltuvat
moniin eri termeihin. Merkitsen seuraavassa muuttujia suuraakkosilla. Esimerkiksi toi-
sinkirjoitussaant6 f(A, B,c) — g(A, B) toimii termille f(a,b, ¢) samoin kuin edellinen
sddnto, mutta se soveltuu myds termiin f(c,d, c), jonka se toisinkirjoittaa termiksi
g(c,d). Koska termin argumentit ovat termejé ja muuttujat voivat vastata rakenteisia

termeja, sadnté soveltuu myos termiin f(a, f(b,d, c), c), josta se tuottaa yhden vali-



vaiheen jélkeen termin g(a, g(b, d)). S&&nnon soveltamisjérjestys riippuu kiytettavasta
toisinkirjoitusstrategiasta.

Toisinkirjoitus voi olla pdadttyva (terminating) tai paattyméton. Jos jarjestelma
sisaltdéd esimerkiksi toisinkirjoitussddnnén g(A, B) — ¢(B, A), termin g(c, d) toisin-
kirjoitus on selvésti padttyméton: siitd tulee ensin g(d, ¢), josta jilleen g(c,d), ja niin
edelleen loputtomasti.

Jos toisinkirjoitussdannot toisinkirjoittavat jokaisen termin aina yhdeksi tietyksi
termiksi sdantdjen soveltamisjarjestyksesta riippumatta, toisinkirjoitusjarjestelméa on
konfluentti (confluent). Jos toisinkirjoitus on padttyva ja konfluentti, kullakin termilla
on normaalimuoto (normal form), jonka toisinkirjoitussdannot tuottavat. Toisinkirjoi-
tus on talloin deterministista.

Termien toisinkirjoitusta kasittelevéit esimerkiksi Dershowitz and Jouannaud

(1990) ja Klop (1992).

2.2 Yhtalologiikka

Yhtalologiikka esittaa termien yhtéloita, jotka voi kuvata toisinkirjoitussdantoina. Voi

ajatella, ettd toisinkirjoitussdannon kumpikin puoli tarkoittaa samaa asiaa.
Yhtalologiikan yhtaloiden taytyy muodostaa paittyva ja konfluentti toisinkirjoi-

tusjarjestelma. Témaéan vuoksi yhtélologiikka on funktionaalista: tietty termi sieventyy

(toisinkirjoitetaan) aina tietyksi toiseksi termiksi.

2.3 Toisinkirjoituslogiikka

Toisinkirjoituslogiikka on ensisijaisesti muutoksen logiikkaa, jolla voi kuvata jarjestel-
man tilassa rinnakkaisesti tapahtuvia muutoksia. Toisinkirjoituslogiikassa termeja voi
ajatella tiloina ja toisinkirjoitussdéntoja siirtymaésiantoing tilasta toiseen.
Toisinkirjoituslogiikan toisinkirjoitussaantojen ei tarvitse olla paattyvia eika
konfluentteja. Kaytannon toteutuksissa voi tyypillisesti méaritelld sovellettavan toi-
sinkirjoitusstrategian eli miten ja missa jarjestyksessa sdantoja sovelletaan termeihin.
Toisinkirjoituslogiikka on reflektiivista: silla pystyy esittaméén toisinkirjoituslo-
giikan teorian ja paittelysadnnot metatasona. Téméa mahdollistaa esimerkiksi toisin-

kirjoitusstrategioihin vaikuttamisen.

2.4 Toisinkirjoituslogiikan sovelluksia

Toisinkirjoituslogiikkaa on sovellettu moniin eri tehtaviin (Marti-Oliet and Meseguer
2002: 7-15). Toisinkirjoituslogiikkaa voi kdyttdd semanttisena kehyksend (semantic

framework) erilaisten laskennan mallien ja kielten esittdmiseen tai loogisena kehyksend



(logical framework) erilaisten logiikoiden ja paéttelyjarjestelmien esittdmiseen ja niiden
ominaisuuksien paattelyyn.

Toisinkirjoituslogiikka on vahva laskennan malli: toisinkirjoitusteorioina voi ku-
vata monia erilaisia laskennan malleja neuroverkoista ja tosiaikajérjestelmista lambda-
kalkyyliin ja Turingin koneeseen asti. Ohjelmointikielten semantiikkaakin voi kuvata
toisinkirjoitusteorioina. Toisinkirjoituslogiikkaa on kéytetty myos ohjelmien ja tieto-

liikkenneprotokollien formaaliin méaarittelyyn ja analysointiin.

3 Maude

Téama luku perustuu padasiassa Maude-jarjestelmén kayttéoppaaseen (Clavel et al.
2004) ja alkeisoppaaseen (McCombs 2003) seké pieneltd osin Mauden vanhempaa ver-

siota kuvaavaan oppaaseen (Clavel et al. 2000).

3.1 Maude-jarjestelma

Maude on yksi toisinkirjoituslogiikan toteutuksista: se on seka kieli ettd kielen to-
teuttava jarjestelma. Mauden nykyinen toteutus perustuu valikielikdantajadan. Maude
on GNU GPL-lisensoitu, ja se toimii useissa Unix-tyyppisissa jarjestelmissa. Mauden
tuorein versio on 2.1, joka on saatavilla Mauden kotisivulta (Maude).
Maude-jarjestelméan toteutus koostuu kahdesta osasta: Core Maude sisaltaa
C++-kielella toteutetun ydinosan ja Full Maude Maudella itsellddn toteutettuja laa-
jennuksia. Tassa kasittelen 1ahinna Core Maudea ja erityisesti sen yhtélologiikkapuol-

ta.

3.2 Mauden perusrakenteet

Maude-ohjelman perusyksikké on moduuli, joka kuvaa yhtélo- tai toisinkirjoitusteorian
eli tietyille operaattoreille (termeille) méériteltyjen yhtéldiden tai toisinkirjoitussdin-
t6jen (tai molempien) joukon. Pelkkia yhtéloité sisdltava moduuli on funktionaalinen
moduuli, joka maarittelee funktioita sievennyssdantoina kéytettyjen yhtaloiden avulla.
Toisinkirjoitussaantoja sisaltdva moduuli on jdrjestelmdmoduuli (system module).
Mauden funktionaalinen moduuli on muotoa fmod moduuli is ... endfm. Mo-
duuli voi siséltda toisten moduulien kayttoonottoja seka tyyppien, alityyppisuhteiden,
operaattorien, muuttujien, tyyppien jasenyyksien ja yhtaloiden maarittelyitéd. Jérjes-
telmamoduulin méarittelyn avainsanat ovat mod ja endm, ja se voi sisaltaa funktionaa-

lisessa moduulissa sallittujen osien lisdksi varsinaisia toisinkirjoitussaantoja.



3.3 Tyyppijarjestelma

Maude on vahvasti tyypitetty jarjestelma: kullakin operaattorilla ja sen operandeil-
la on maaratty tyyppi. Tyypit muodostavat alityyppihierarkian, jossa alityypin alkiot
kuuluvat ylityyppiin. Operaattori soveltuu méaéaritellyn tyypin lisdksi myo6s sen alityy-
peille.

Tyyppi méaaritellaan lauseella sort tai sorts, alityypit lauseella subsort tai
subsorts:

sorts Elt List

subsort E1t < List .
Tama maarittelee tyypit E1t ja List seka sen, ettd E1t on tyypin List alityyppi.

Tietyn tyypin sisdltamét arvot (termit) voi madritelld joko tyypinmuodostimi-
na (constructor) toimivien operaattorien avulla tai jasenyyslauseella, jolla voi kuvata

alityypin sisaltdvan maaratyt ylityypin arvot.

3.4 Operaattorit

Operaattorien (termien) muoto (signature) eli niiden nimi ja operandien ja tuloksen
(eli koko termin) tyypit mééritelldén op tai ops-lauseilla. Lisdksi tdssa yhteydessa voi
madritella operaattoreille tiettyja algebrallisia ominaisuuksia, kuten liitdnnaisyyden
tai vaihdannaisuuden. Esimerkiksi

op nil : -> List [ctor]

op __ : List List -> List [ctor assoc id: nil]
maarittelee nollapaikkaisen operaattorin nil, jonka tuloksena on tyyppid List oleva
termi, ja kaksipaikkaisen operaation, joka tuottaa kahdesta listasta yhden listan.

Maude sallii operaattorien nimille ja niiden operandien sijoittelulle varsin vapaan
sisé- tai sekamerkintdisen (mizfiz) syntaksin. Operaattorin nimessé alaviiva _ kuvaa
yhta operandipaikkaa. Téssé kahden listan yhdistaminen tapahtuu perékkéisyydella,
ilman erityistd operaattorisymbolia, mita kuvaa operaattorin méaarittelyssa __. Jos
operandeja saavan operaattorin maaritelmassa ei kayteta operandipaikkojen merkkeja,
operaattori kayttda tavallista termien suljesyntaksia: esimerkiksi kun on méaritelty

op 0 : -> Nat [ctor]
op s : Nat -> Nat [ctor]
on mahdollista muodostaa termi s(s(s(0))).

Hakasulkeissa oleva lista kuvaa operaattorin attribuutteja tai ominaisuuksia.
Téssa ctor tarkoittaa tyypinmuodostinta. Kaksioperandisen sisimerkintaisen operaat-
torin voi méaritella liitdnndiseksi (associative) (assoc), vaihdannaiseksi (commutat-
ive) (comm) tai idempotentiksi (idem). Liséksi operaattorille voi mééritelld identiteet-

tialkion (id), joka edelld olevassa esimerkissi on nil.



Namaé operaattorien ominaisuudet vastaavat periaatteessa vastaavien yhtaloiden
madrittelya. Niiden maéarittely yhtaloina tuottaisi kuitenkin helposti paattymattomia
sievennyksié.

Attribuuttien avulla operaattoreille voi méaritelld myds yksinkertaisen toisin-
kirjoitusstrategian: operaattorin operandeihin (termin alitermeihin) voi soveltaa yhté-
l6iden toisinkirjoitusta halutussa jarjestyksessa tai jattaa jotkin operandit kokonaan
toisinkirjoittamatta. Oletuksena Maude kéyttaa soveltavaa laskentajarjestysta, eli se
toisinkirjoittaa alitermit ennen termin itsensé toisinkirjoittamista.

Alityyppihierarkiaan perustuvan operaattorien nimien kuormittamisen lisdksi

Maude sallii nimien vapaan kuormittamisen myds muille tyypeille.

3.5 Muuttujat

Maudessa muuttujat ovat aina yhtalo- tai sdantokohtaisia: muuttuja kiinnitetdan yh-
talon tai sdannon tietylla soveltamiskerralla tiettyyn termiin. Tama muistuttaa jossain
maarin Prologin tapaa késitelld muuttujia, vaikka Maudessa ei olekaan unifikaatiota.

Tietynnimisen muuttujan tyypin voi maéritelld moduulikohtaisesti var- tai

vars-lauseella:

var L : List
vars N M : Nat

T&ll6in kaikilla moduulissa olevilla tdménnimisilld muuttujilla on tdma tyyppi. Muut-
tujan tyypin voi méaaritelld myos muuttujan kayton yhteydessd, mutta silloin tyyppi
taytyy mainita erikseen muuttujan jokaisen kayton yhteydessa. Muuttujan tyyppia ei

voi maaritella suoraan yhdelle sadnnolle.

3.6 Yhtalot

Yhtalot kuvaavat Mauden funktionaalisten moduulien operaattoreista muodostettujen
termien yhtalaisyyksia eli miten niita voi toisinkirjoittaa moduulin kuvaaman teorian
sisalld. Yhtalo maaritellian eg-lauseella. Esimerkiksi Peanon kokonaislukujen yhteen-

lasku voidaan maaritella seuraavasti:

op _t+_ : Nat Nat -> Nat .

vars N M : Nat

eq N+ 0=N.

eqN+sM=gs (N +M
Yhdelle operaattorille on tyypillisesti useita yhtaloita, joissa operanditermeilld on eri
rakenne.

Yhtélo voi olla my6s ehdollinen, jolloin kdytetddn avainsanaa ceq. Esimerkiksi

luku voidaan jakaa toisella, jos jakaja ei ole nolla (toteutus jatetty pois):



op _/_ : Nat Nat -> Nat .
ceqg N/ M= ... if not (M == 0)
Funktionaalisen moduulin yhtaloiden taytyy kuvata toisinkirjoituksen kannalta
paattyva ja konfluentti teoria. Maude ei kuitenkaan mitenkéén tarkista naitd ominai-

suuksia, joten laskenta voi jadda paattymattomaan silmukkaan.

3.7 Toisinkirjoitussaannot

Varsinaisia toisinkirjoitussdantéja voi kayttaa vain Mauden jarjestelmamoduuleissa.

Toisinkirjoitussaanté kuvaa paikallisen rinnakkaisen siirtyméan jossakin jarjestelméassa:

sort weathercondition .

op sunnyday : -> weathercondition .

op rainyday : -> weathercondition .

rl [raincloud] : sunnyday => rainyday .
rl [sun] : rainyday => sunnyday .

3.8 Muita ominaisuuksia

Maude sisaltaa kirjastomoduuleina perustietotyyppien maéarittelyt: totuusarvot, luon-
nolliset luvut, kokonais-, rationaali- ja liukuluvut sekd merkkijonot. Luonnolliset,
kokonais- ja rationaaliluvut kuvaavat Peanon kokonaislukuihin pohjautuvan seman-
tiikan, mutta niiden operaatiot ovat tehokkuussyisté sisdanrakennettuja.

Full Maude sisaltaa tuen olio-ohjelmoinnin késitteille: luokille, olioille, viestille
ja moniperinnélle. Ne kaikki on toteutettu toisinkirjoituslogiikan sisalla. Full Maude
sisaltdd myos monipuolisen parametrisen polymorfismin. Moduulin voi parametreja
voi rajoittaa vaatimalla niilté tietyt operaatiot ja yht&lot.

Maude on refleksiivinen kieli: Maude-ohjelmat voi esittdd datana, jota ohjelma
voi kasitella. Full Maude kayttda tata hyvaksi erityisesti moduulien parametroinnin
toteuttamisessa.

Mauden nykyinen versio ei mahdollista vuorovaikutusta ulkoisten olioiden kans-
sa: Maudella ei voi kasitelld esimerkiksi tiedostoja tai muuta syOte- tai tulostevirtaa,
joskin tamé on ilmeisesti suunnitteilla (Clavel et al. 2004: 7). Maude-jarjestelmaé kay-
tetdan Maude-tulkin komentorivilta, jossa voi antaa termin funktionaalisen moduulin

yvhtaloilla sievennettavaksi tai jarjestelmamoduulin sdannoéilla toisinkirjoitettavaksi.

3.9 Esimerkki

Seuraava esimerkki esittad yksinkertaisen kokonaisen Mauden funktionaalisen moduu-

lin, joka kuvaa Peanon kokonaisluvut (McCombs 2003: 15):



fmod PEANO-NAT is
sort Nat .
op 0 : -> Nat [ctor]
op s : Nat -> Nat [ctor iter]
op _+_ : Nat Nat -> Nat .
vars M N : Nat .
eq 0O+ N=N.
eq s(M) + N =sM + N)
endfm

Maude-jarjestelmalla sieventdminen onnistuu seuraavasti:

Maude> reduce s(s(s(0))) + s(s(s(s(s(0))))) .

reduce in PEANO-NAT-EXTRA : s73(0) + s°5(0)

rewrites: 4 in Oms cpu (Oms real) (~ rewrites/second)
result Nat: s°8(0)

Operaattorin s attribuutti iter sallii termien potenssiesitysmuodon.

4 Yhteenveto

Yhtalo- ja toisinkirjoituslogiikka ovat deklaratiivisia logiikoita, mutta ne voi toteut-
taa myos laskennallisesti termien toisinkirjoittamisena. Toisinkirjoituslogiikka siséltéa
yhtalologiikan, jossa kullakin termilla taytyy olla yksi normaalimuoto. Toisinkirjoitus-
logiikka on yhtaaikaisen muutoksen logiikkaa, jossa toisinkirjoitussaannot ovat paikal-
lisia tilasiirtymié.

Toisinkirjoituslogiikalla voi kuvata monia erilaisia logiikoita ja laskennan malleja.
Laskentamallina se itse on Turingin koneen vahvuinen.

Yksi yhtalo- ja toisinkirjoituslogiikan toteutus on Maude, joka on kieli ja sen

toteutus.
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