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Esimerkkiratkaisuja, Sandra Luhtaniemi ja Titti Malmivirta

1.

a) Esita kaaviona dérellinen epddeterministinen automaatti aakkoston 3 = {a, b, ¢} kielelle, joka koostuu
sanoista, joissa seitsemanneksi viimeinen merkki on a.

b) Esitd kontekstiton(yhteydeton) kielioppi kielelle {170¥1™ | n, k,m € Ny ja k = n + m}.

Ratkaisu (a).
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Ratkaisu (b).
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2.
a) Muunna seuraava epideterministinen dérellinen automaatti deterministiseksi (1 piste) soveltaen kurssilla

esitettyd menetelmaéd (2 pistettd):

start —( @1 a @ qs3 b

b) Kéytd kurssilla kuvailtua menetelmééd ja muunna olla oleva automaatti sddnnolliseksi ilmaukseksi
(1 piste). Esitd alkuperiisestd automaatista muokattu yleistetty &érellinen automaatti (GNFA) ja
vélivaiheet muunnoksessa (2 pisteta).

Ratkaisu (a).

Uuden automaatin aloitustila on tila, joka vastaa sitd tilojen potenssijoukon joukkoa, joka sisaltda aloi-
tustilan seka kaikki ne tilat, joihin aloitustilasta paasee e-siirtymalla. Hyvaksyvia tiloja ovat alkuperéisen
automaatin hyvaksyvaa tilaa vastaava tila, seka ne tilat, jotka sisaltavét hyvaksyvéan tilan.
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Ratkaisu (b).

Lisdtaan kaksi uutta tilaa uusi alkutila s ja uusi hyvéksyva tila acc. Lisatadn uudesta aloitustilasta e-
siirtyma alkuperéaiseen aloitustilaan, ja alkuperiisistd hyvaksyvisté tiloista e-siirtymét uuteen hyvéksyvaan
tilaan. Muutetaan alkuperaiset hyvéksyvat tilat ei-hyvéksyviksi. Eliminoidaan alkuperéisen automaatin
tilat yksitellen, ja korvataan niiden valiset siirtymat sdannollisilla lausekkeilla kurssilla esitettyjen saantojen
mukaisesti.

Eliminoidaan aluksi tila q;:

ba™b

Eliminoidaan seuraavaksi tila gs:

eU (aUb)a*b(ba*b)*
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(aUb)a™b(ba™b)*a

Eliminoidaan lopuksi viela tila qq.

it @ ((aUb)a™b(ba™b)*a)* (e U (a Ub)a*b(ba*b)*) »

Saatiin sddnnollinen lauseke ((a Ub)a * b(ba * b) * a) * (¢ U (a U b)a * b(ba * b)*). Tilat voidaan eliminoida
myo0s toisessa jarjestyksessd, mutta lopullisesta sdannollisestd lausekkeesta voi talléin tulla erilainen.

3.
a) Todista, etti kieli A = {dda™b"ck | m,n,k € Ny ja n = k} ei ole siiinnéllinen kieli kun ¥ = {a, b, c}.




b) Todista, ettéd jos A ja B ovat kontekstittomia kielid niin AU B ja A o B ovat kontekstittomia kieli.

Ratkaisu (a) (Tapa 1).

Tehd#in vastaoletus: kieli A = {dda™b"c* | m,n,k € Nog,n = k} on sidannéllinen. TAlloin pumppauslem-
man nojalla on olemassa sellainen p € N, etté jokainen s € A, jolle |s| > p, voidaan jakaa kolmeen osaan
s = xyz, siten, ettd seuraavat ehdot ovat voimassa:

1. Kaikille 7 > O,chiz cA
2. ly| >0
3. Jzyl <p

Olkoon s = dda’bPcP = ddbPcP. Nyt s € A ja |s| > p. Nyt s halutaan jakaa kaikilla mahdollisilla tavoilla
osiin xyz ja todeta, etti kaikilla mahdollisilla jaoilla xy’z ¢ A jollakin i € N. Koska vaaditaan, etti
|zy| < p, tavat jakaa s jakautuvat kolmeen eri tapaukseen:

1. y sisaltaa pelkastaan merkkeja d, y = d™, missa n =1 tai n = 2.

2. y sisaltaa sekd merkkeja d ettd b, y = d™0™, missa 0 < n <2, 0 < m <p—2

3. y sisaltda pelkastaan merkkejd b, y = b", missd n < p — 2, kuitenkin n > 1.
Tarkastellaan tapausta, missa ¢ = 2. Nyt

1.y =d®. Josn=1,s=dddbPc? ¢ A. Josn =2, s =d*bPcP ¢ A.

2.yt = (d"b™)? = d"b™d"b™, jolloin xy'z ¢ A, siis kielen merkkijonoissa ei voi olla kyseistid muotoa
olevia osamerkkijonoja.

3. y' = b*". Tilléin s = ddb*"bP~") P = ddb"P)cP ¢ A.

On osoitettu, etta kielelld A ei ole pumppausominaisuutta, miké on ristiriita sen oletuksen kanssa, etta
A on sddnnollinen. Vastaoletuksen on siis oltava véara, joten A ei ole saannollinen.

Ratkaisu (a) (Tapa 2). Kurssilla on osoitettu, etti siénéllisen kielen L kiiéinteiskieli LT on myés siéinnollinen.
Kielen L kaanteiskieli koostuu merkkijonoista, jotka ovat L:n merkkijonot kdanteisessa jarjestyksessa.
Edelleen koska kiinteiskielen kisinteiskieli (L)% = L, niin my®6s siit#i, ettd L® on sdinndllinen, seuraa,
ettid L on sdinnollinen, joten L on siinnollinen tismélleen silloin, kun L? on sdfinnéllinen..

Oletetaan siis, ettd A® on saannosllinen. Tallsin silld on jokin pumppauspituus p. Olkoon s = cPbPadd €
AR Koska vaaditaan, etti |zy| < p, tiedetiidin, ettd y = ¢™, jollakin 0 < m < p.

Merkitéén p = n +m + k, missa n,m,k € N, jam # 0. Nyt z =", y =™ ja z = cfbPadd, ja
esimerkiksi tapauksessa, etti i = 0, ry'z = c"cFbPadd = c"T*bPadd ¢ AT, silla n + k # p.

Nyt on osoitettu, ettd kielelli AT ei ole pumppausominaisuutta, joten se ei voi olla saénnéllinen, mika
on ristiriidassa vastaoletuksen kanssa. Siisp# vastaoletus on viirs, joten kieli AT ei voi olla séannollinen,
ja néin ollen mytskéan A ei voi olla sdannollinen.

Arvostelusta. Taysiin pisteisiin ei vaadittu eksplisiittisié laskuja siité, ettd merkkijonon s muoto rikkoon-
tuisi pumpattaessa, vaan riitti todeta, ettd jotakin tai joitakin merkkeja tulee liikaa/lilan vahén, jos
alimerkkijonoa y toistetaan tai se poistetaan eli pumpataan alaspédin. Kaikki tapaukset oli kuitenkin
kasiteltava. Siitéd, etta oli tarkastellut ylim&aréisia tai mahdottomia tapauksia, ei otettu pisteita.

Kaksi pistetta sai, jos ymmarsi, ettd merkkijono s on valittava siten, etté sen pituus on vahintdan p, silla
pumppauslemma ei ota kantaa pumppauspituutta lyhyempiin merkkijonoihin. Lisaksi oli ymmarrettava,
ettd jakoa xyz ei voida valita, vaan on naytettava, etta kaikilla mahdollisilla jaoilla lauseen ensimmainen
ehto menee rikki.

Yhden pisteen sai, jos muisti pumppauslemman muotoilun tai oli valinnut sanan s siten, etta sen avulla
olisi voinut nayttaa, etta kielelld ei ole pumppausominaisuutta, ja aloittanut tapailemaan todistusta.



Ratkaisu (b).

Kontekstittoman kielen maaritelman mukaisesti kieli on kontekstiton, mikali jokin kontekstiton kielioppi
tuottaa sen. Koska A ja B ovat konstekstittomia, niille on olemassa kontekstittomat kieliopit siten, etta
A=L(Ga) ja B=L(Gg), missi G4 = (Va, X, Ra,54) ja Ggp = (Vg,X, Ra,S4). Tarvittaessa voidaan
vaihtaa kieliopin muuttuja symboleita niin, ettd V4 N Vp = @. Valitaan muuttuja S s.e. S ¢ V4 U Vp.
Kontruoidaan uudet kieliopit G aup ja Gaop seuraavaan tapaan:

Gaup = {VaUVpU{S}, 3, R, S}, missi R= R4URpU{S — S4 | Sp}. Siis uuden kieliopin muuttujien
joukko on yhdiste alkuperaisten kielten muuttujien joukoista, mihin on lisétty uusi symboli S, ja tdméa
on my6s uuden kieliopin aloitussymboli. Sadéntéjen joukkoon lisidtddn yksi uusi séanto, S — S4 | Sp.
On selvéd, ettd AU B = L(Gaup)

Gaop = {VaUVE U{S},X,R,S}, missi R = Ry URpU{S — SaSp}. Saantdjen joukkoon lisdtddn
yksi uusi sdénto, S — S4Sp. On selvai, ettd Ao B = L(GaoB)

Kielille A U B ja A o B saatiin konstruoitua kieliopit, jotka tuottavat ndmé kielet. Koska A ja B
olivat mielivaltaisia, niin vaite patee kaikille konstekstittomille kielille A ja B.

Arvostelusta. Téysiin pisteisiin riitti, ettd oli konstruoinut uuden kieliopin, lisinnyt sithen uuden aloi-
tusmuuttujan, ja ratkaisussa mainitut uudet sdannoét. My6s huolellisesti konstruoidut pinoautomaatit
hyvaksyttiin. Kaksi pistetta sai, jos oli osannut esittdd todistuksen vain jommallekummalle joukko-
operaatiolle ja toiselle osittain. Kaksi pistettd sai myos huolellisesta luonnostelmasta ja sanallisesta
perustelusta. Yhden pisteen sai luonnostelmasta, josta kévi ilmi todistuksen idea.



