hyvéksymispéaiva arvosana

arvostelija

Yksinkertaisen monikulmion kolmiointialgoritmit

Teppo Niiniméaki

Helsinki 25.4.2008
Tieteellisen kirjoittamisen kurssin tutkielma

HELSINGIN YLIOPISTO

Tietojenkésittelytieteen laitos



HELSINGIN YLIOPISTO — HELSINGFORS UNIVERSITET — UNIVERSITY OF HELSINKI

Tiedekunta — Fakultet — Faculty Laitos Institution Department

Matemaattis-luonnontieteellinen tiedekunta Tietojenkésittelytieteen laitos

Tekija — Forfattare — Author

Teppo Niinimaki

Tyodn nimi — Arbetets titel — Title

Yksinkertaisen monikulmion kolmiointialgoritmit

Oppiaine — Laroamne — Subject

Tietojenkasittelytiede

Tyon laji — Arbetets art — Level Aika — Datum — Month and year Sivumasrs — Sidoantal — Number of pages
Tutkielma 25.4.2008 21 sivua

Tiivistelmd — Referat — Abstract

Tutustumme erilaisiin yksinkertaisen monikulmion kolmiointialgoritmeihin. Esitdmme tavan kol-
mioida yksinkertainen monikulmio O(n logn)-ajassa. Algoritmissa jaetaan monikulmio aluksi mon-
otonisiin osiin ja kolmioidaan tdmén jédlkeen saadut osat lineaarisessa ajassa. Lisdksi tutustumme
monikulmion puolisuunnikashajotelmaan, ja esittelemme kolmiointiin sitd hyodyntévat aikavaati-
vuuden O(nlog” n) satunnaisalgoritmin seké aikavaativuuden O(nloglogn) deterministisen algo-

ritmin. Lopuksi luomme katsauksen kolmiointiin lineaarisessa ajassa.

ACM Computing Classification System (CCS):
1.3.5 [Computer Graphics|: Computational Geometry and Object Modeling
F.2.2 [Analysis of Algorithms and Problem Complexity]: Nonnumerical Algorithms and Problems—

Geometrical problems and computations

Avainsanat — Nyckelord — Keywords
monikulmion kolmiointi, puolisuunnikashajotelma

Sailytyspaikka Forvaringsstille Where deposited

Muita tietoja — 6vriga uppgifter — Additional information




Sisdlto

1 Johdanto

2 Yksinkertainen kolmiointialgoritmi

2.1 Monikulmion jakaminen monotonisiin osiin . . . . . . . . .. ... ..

2.2 Monotonisen monikulmion kolmiointi . . . . . . . . . . . .. .. ...

3 Puolisuunnikashajotelma

4 Nopea satunnaisalgoritmi kolmiointiin

4.1  Yksinkertainen O(nlogn)-aikainen algoritmi . . . . . . ... ... ..

4.2 O(nlog®n)-aikainen laajennus . . . . . ... ... ...

5 Nopea deterministinen kolmiointi

6 Kolmiointi lineaarisessa ajassa

6.1 Deterministinen algoritmi . . . . . .. ... ... ... ...

6.2 Satunnaisalgoritmi

7 Yhteenveto

Lahteet

il

10
11
13

14

18
18
19

19

20



1 Johdanto

Monikulmion kolmioinnilla tarkoitetaan n-kulmaisen monikulmion sisdosan pilkko-
mista erillisiin kolmioihin halkaisemalla se kulmien vélille vedettévilla lavistajilla.

Lavistajia tarvitaan n — 3 kappaletta, ja téalloin syntyy n — 2 kolmiota.

Yleisesti kdytetty esimerkki monikulmion kolmioinnin kéyttékohteista on ns. taide-
gallerian vartiointiongelma [dBvKOSO00, Jos94], jossa pddmédrani on kattaa valvon-
takameroilla useasta huoneesta koostuva taidegalleria kokonaan. Ongelmana on va-
lita kameroille sellaiset sijainnit, ettd niitd tarvitaan mahdollisimman vah&n, mut-
ta kuitenkin niin, ettd jokaiseen gallerian kolkkaan on nédkoyhteys vahintdan yh-
destéd kamerasta. Galleria pohjapiirros muodostaa monikulmion. Jos monikulmion
kolmiointi on tiedossa, voidaan lineaarisessa ajassa laskea |n/3] kameran ratkaisu

[dBvKOS00]. Tém& on pahimman tapauksen optimi.

Muita kolmioinnin mahdollisia kédyttokohteita ovat esimerkiksi monikulmion sisall&
kulkevan lyhimmaén reitin laskeminen eri pisteiden viélilla seké pisteiden nakyvyyson-
gelmat monikulmion sisélld [GHL'87]. Tietokonegrafiikassa myos erilaisten pintojen
nopea renderdinti tapahtuu usein jakamalla pinta kolmioiksi, joiden piirtdminen voi-
daan laitteiston avulla hoitaa tehokkaasti [HelO1].

Monikulmiota sanotaan yksinkertaiseksi, jos sitd rajaa yksi itseddn leikkaamaton
reunapolku. Néin ollen se koostuu yhtenéisesté alueesta eiké sisalla reikia. Yksinker-
tainen monikulmio P = {p1,pa, ..., p,} méiritelldén luettelemalla sen reunapolun
kulmapisteet pq, po, ..., p, polun mukaisessa jérjestyksessa vasta- tai myotapaivaan.

Téssé keskitymme yksinkertaisen monikulmion kolmiointiin erilaisilla algoritmeilla.

Luvussa 2 esitamme yksinkertaisen O(n logn)-aikaisen algoritmin kolmioinnin muo-
dostamiseksi. Algoritmin koostuu monikulmion jakamisesta monononisiin osiin ja
néiden osien lineaariaikaisesta kolmioinnista. Luvussa 3 esittelemme monikulmion
puolisuunnikashajotelman ja monotonisiin osiin jakamisen sen avulla. Luvuissa 4 ja 5
kidymme ldpi O(nlog® n)-ajan satunnaismenetelmén ja O(nloglogn)-ajan determi-
nistisen menetelmén kolmiointiin. Lopuksi luvussa 6 luomme katsauksen kolmiointiin

lineaarisessa ajassa.



(a) (b)

Kuva 1: (a) Kolme perékkiistd reunapistettd muodostavat korvan. (b) Kolme perik-
kédistéd reunapistetti eivit muodosta korvaa, jolloin voidaan liséta lavistaja korvaeh-
dokkaan keskimmaéisen kulmapisteen ja sitd lahimmén korvan sisilld olevan pisteen

vélille. (Pohjautuu de Bergin ja kumppaneiden [dBvKOS00] kuviin.)

2 Yksinkertainen kolmiointialgoritmi

Suoraviivainen ldhestymistapa suorittaa monikulmion kolmiointi on leikata kolmioi-
ta irti korva kerrallaan [HelO1]. Téssd korvalla tarkoitetaan sellaista kolmen perik-
kéisen kulmapisteen muodostamaa kolmiota, joka sisdosa on kokonaan monikulmion
sisépuolella (kuva 1a). Korvia taytyy poistaa O(n) kappaletta, kullakin poistolla on
O(n) korvachdokasta testattavana ja yhden ehdokkaan testaamiseen kuluu O(n)-
aika. Néin ollen tdmé triviaali algoritmi johtaa pahimman tapauksen aikavaativuu-
teen O(n?).

Edellisen algoritmin aikavaativuus voidaan pudottaa luokkaan O(n?) muuntamal-
la sitd hieman [dBvKOS00]. Muunnoksessa riittdé testata vain yhtd korvaehdokas-
ta. Ehdokkaaksi valitaan vasemmanpuoleisimman kulmapisteen ja sen naapureiden
muodostama kolmio. Jos ehdokas on korva, voidaan se leikata irti ja jatkaa jéljella
olevalla osalla (kuva 1a). Jos ehdokas ei ole korva, pystytiaéan lineaarisessa ajassa loy-
tamédn lavistdji, joka jakaa monikulmion kahteen osaan (kuva 1b). Tdmén jélkeen

algoritmia kutsutaan rekursiivisesti kummallekin osalla.

Neliollisen aikavaativuuden alapuolelle padsivit ensimmaéisind Garey ja kumppanit
[GJPTT78]. Esittelemme tdmén ajan O(nlogn) vaativan kolmiointialgoritmin yksin-
kertaisille monikulmioille. Algoritmissa monikulmio jaetaan ensin helpommin kési-
teltdviksi alimonikulmioiksi, joita sanotaan monotonisiksi. Tamén jalkeen kolmioi-

daan syntyneet monotoniset monikulmiot.



2.1 Monikulmion jakaminen monotonisiin osiin

Yksinkertainen monikulmio P on monotoninen suoran £ suhteen, jos minka tahansa
¢:n kanssa kohtisuorassa olevan suoran ja monikulmion P leikkaus on yhtendinen.
Leikkaus on siis jana, piste tai tyhjd joukko. Monikulmio on y-monotoninen, jos
se on monotoninen y-akselin suhteen. Talloin jos ldhdetddan monikulmion ylimmés-
td kulmapisteestid etenemédn kumpaa tahansa reunaa pitkin ja edetdén alimpaan

kulmapisteeseen, ei missadan vaiheessa kuljeta ylospéin.

Ajassa O(nlogn) toimivan algoritmin tasoverkon jakamiseen monotonisiin osiin esit-
telivit Lee ja Preparata [LP77], ja sitd hyodynsivéit monikulmioiden kolmioinnissa
Garey ja kumppanit [GJPTT78|. Téssd esitettdvéd versio monikulmion jakamisesta
monotonisiin osiin perustuu de Bergin ja kumppaneiden [dBvKOS00] nidkemykseen

Leen ja Preparatan algoritmista.

Oletetaan, ettd kaikilla monikulmion kulmapisteilld on eri y-koordinaatti. TAmé vaa-
timus ei todellisuudessa tuota ongelmia, silld voimme kuvitella monikulmiota kier-
retyksi minimaalisesti myotéapéivadn, jolloin kahdesta samalla korkeudella olevasta
pisteestd ajatellaan vasemmanpuoleisen olevan ylempéna. Kuvitelkaamme polkua
monikulmion ylimmaéastd kulmapisteestd alimpaan joko vasenta tai oikeaa reunaa
pitkin. Kulmapisteitd, joissa polku vaihtaa suuntaa alaspédin kulkevasta ylospéin
kulkevaksi tai toisin péain, kutsumme kddnndspisteiksi. Ongelmana on hankkiutua

monotonisuuden rikkovista kddnnospisteistd eroon.

Luokittelemme monikulmion kulmapisteet viiteen tyyppiin kuten kuvassa 2. Naista
nelja ovat kddnnospisteitd: Kulmapiste p on alkupiste, jos sen kummatkin naapu-
rit sijaitsevat sen alapuolella ja monikulmion sisus on sen alapuolella. Vastaavasti
jos monikulmion sisus on p:n ylapuolella, on p jakopiste. Samaan tapaan méaéritel-
laan loppupiste ja liitospiste vaihtamalla ylapuoli ja alapuoli toisin péin. Viidennen
tyypin pisteet eli kulmapisteet, jotka eivét ole kddnnoOspisteitd, ovat peruspisteitd.
Monikulmio on y-monotoninen, jos siiné ei yhtédin jako- eiki liitospistetté. Tarkoi-
tuksena on pédstd néistd eroon lisddmaélla monikulmioon jakopisteistd ylospéin ja

vastaavasti liitospisteistéd alaspdin kulkevia lavistajia.

Algoritmi perustuu tasoa pitkin ylhééltéd alas kulkevaan pyyhkéisyviivaan, joka py-
siahtyy kunkin kulmapisteen kohdalla. Olkoon nyt pq,ps,...,p, lista monikulmion
kulmapisteistd reunaviivan mukaan vastapaivddn lueteltuna. Merkitddn vastaavia

reunajanoja listalla ey, es, ... e,, missid e; = V;0;11, kun 1 < i < n, ja e, = v,0;.

Oletetaan, ettéd pyyhkéisyviiva on jakopisteen p; kohdalla. Olkoon e; reunajana,



o = alkupiste
m — loppupiste
® — peruspiste
A — jakopiste

v = liitospiste

Kuva 2: Kulmapisteiden luokittely viiteen tyyppiin. (Pohjautuu de Bergin ja kump-
paneiden [dBvKOSO00] kuvaan 3.3.)

joka kohdataan ensimmaéisenéd kun ldhdetdén kulkemaan pisteestd p; pyyhkaisyvii-
vaa pitkin vasemmalle. Kéytdmme merkintda a(e;) viittaamaan alimpaan sellaiseen
pyyhkéisyviivan ylédpuolella ja janan e; oikealla puolella olevaan pisteeseen, josta
vaakatasossa vasemmalle janaan e; piirretty jana kulkee kokonaan monikulmion si-
sdalld. Jos téllaista pistettd ei ole, viittaa a(e;) janan e; ylempéén péétepisteeseen.

Nyt voidaan vetdd lavistdjén pisteiden a(e;) ja p; vilille (kuva 3a).

Vastaavasti halutaan yhdistéa liitospisteet alapuolella olevaan pisteeseen. Olkoon p;
liitospiste ja e; sen vasemmalla puolella oleva reunajana. Kun pyyhkéisyviiva kohtaa
pisteen p;, tulee siitéd a(e;). Olkoon nyt pj, piste, joka myohemmin korvaa pisteen p;
janan e; alimpana pisteend a(e;). Tassd tapauksessa pisteet p; ja py, voidaan yhdistaa
lavistdjalla (kuva 3b). Jos téllaista pistettd py ei ole, vaan p; on janan e; viimeinen

alin piste a(e;), voidaan p; yhdistéa lavistdjalld e;:n alempaan péétepisteeseen.

Kulmapisteiden ylhaaltd alas ldpikdymiseksi sijoitetaan ne y-koordinaatin mukai-
seen maksimikekoon S. Huipulle tulee siis monikulmion ylin kulmapiste. Algorit-
min aikana taytyy pystya selvittdméan kohdattujen pisteiden vasemmalla puolella
olevia reunajanoja. Tdhén tarkoitukseen ylldpidetdén binddrihakupuuta R, joka si-
saltaa kullakin hetkelld pyyhkéisyviivan leikkaamat vasemmanpuoleiset reunajanat
vasemmalta oikealle jérjestettyné. Liséksi kunkin puussa olevan janan e; yhteydessé

pidetéén tietoa pisteestd a(e;).

Algoritmi toimii nyt seuraavasti: Aluksi muodostetaan kulmapistekeko S ja aluste-



Kuva 3: Lavistdjien lisdédminen jako- ja liitospisteiden yhteyteen: (a) Jakopiste p; ja
alin sen ylédpuolella oleva piste a(e;) voidaan yhdistad lévistdjélla. (b) Edellinen alin
piste p;, joka on liitospiste voidaan yhdistédé lavistajalla tulevaan liitospisteeseen py..
(Pohjautuu de Bergin ja kumppaneiden [dBvKOS00] kuviin.)

taan tyhja janojen hakupuu R. Tamén jédlkeen poimitaan kulmapisteet yksitellen

keosta S, ja riippuen poimitun pisteen p; tyypistd suoritetaan jokin seuraavista:

e Jos p; on alkupiste, lisdtddn e; puuhun R ja asetetaan a(e;) < p;. Kuvan 2

tapauksessa lisidmme alkupisteessd p; reunajanan e; puuhun.

e Jos p; on loppupiste, tarkistetaan onko a(e;_1) liitospiste ja myonteisessi ta-
pauksessa lisdtadn lavistdja sen ja pisteen p; vélille. Lopuksi poistetaan e;
puusta R. Esimerkin pisteessi p1g on sité vastaava alin piste a(eg) = py. Koska

Pg €l ole liitospiste, lavistajad ei tarvitse liséta.

e Jos p; on jakopiste, etsitddn puusta R ldhin vasemmanpuoleinen jana e; ja
lisatadn lavistdjé pisteiden p; ja a(e;) vilille. Tamén jélkeen lisdtédén e; puuhun
R sekéd asetetaan a(e;) < p; ja a(e;) < p;. Esimerkkikuvan pisteessd p; on
vasemmanpuoleinen reunajana es. Vastaava alin piste on a(es) = py4, joten

lisidamme lavistajan pisteiden p7 ja py vilille.

e Jos p; on liitospiste, tarkistetaan, onko a(e;_1) liitospiste, ja myoOnteisessé ta-
pauksessa lisdtdan lavistdja sen ja pisteen p; vélille. Sitten poistetaan e;
puusta R, ja etsitddn pistettd p; ldhin vasemmanpuoleinen jana e;. Jos a(e;)
on liitospiste, lisdtadn lavistdja sen ja pisteen p; vilille. Lopuksi asetetaan
a(e;) < p;. Esimerkissé pisteen ps kohdalla vasemmanpuoleinen reunajana
on es. Kumpikaan pisteistd a(es) = po ja a(es) = ps ei ole liitospiste, joten

lavistéjia ei tarvitse lisaté.
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e Jos p; on peruspiste ja monikulmion sisus on sen ozkealla puolella, tarkistetaan
onko a(e;_1) liitospiste ja myonteisessd tapauksessa lisdtadn lavistdja sen ja
pisteen p; vilille. Tamén jélkeen poistetaan e; ; puusta R, lisdtddn e; puuhun
R ja asetetaan a(e;) < p;. Esimerkin pisteessé p, on a(e;) = py4 liitospiste,

joten lisdtédan lavistaja pisteestéd po pisteeseen piy.

e Jos p; on peruspiste ja monikulmion sisus on sen vasemmalla puolella, etsitdan
puusta R ldhin vasemmanpuoleinen jana e;. Jos a(e;) on liitospiste, lisétaéan
ldvistdja sen ja pisteen p; vilille. Lopuksi asetetaan a(e;) < p;. Esimerkkiku-
van pisteessé pio on vasemmanpuoleinen reunajana ez. Koska a(es) = p3 ei ole

liitospiste, ei lavistdjaa tarvitse liséta.

Kun kaikki pisteet on késitelty, ovat muodostuneet osat monotonisia. Lapikdyntia
varten kulmapisteet taytyy aluksi jéarjestdd y-koordinaatin mukaan ylh&alta alas.
Tama sujuu ajassa O(nlogn). Keon S muodostaminen onnistuu lineaarisessa ajas-
sa, ja hakupuun R alustaminen vie vakioajan. Pisteen poimiminen keosta S ja kaikki
puulle R tehtévit operaatiot vievit ajan O(logn). Niita tehdédédn korkeintaan vakio-
mééréd kierrosta kohden, joten yhden pisteen kisittelyn aikavaativuus on O(logn).
Pisteitd taytyy kasitelld n kappaletta, joten koko algoritmi suoriutuu siis ajassa
O(nlogn).

2.2 Monotonisen monikulmion kolmiointi

Osaamme nyt jakaa monikulmion monotonisiin alimonikulmioihin O(n logn)-ajassa,
ja jaljella on nédiden alimonikulmioiden kolmioiminen. Lineaarisen algoritmin mono-
tonisen monikulmioin kolmiointiin esitteliviat ensimméisen kerran Garey ja kumppa-
nit [GJPT78]. Esitimme version, joka perustuu seké kyseiseen Gareyn ja kumppa-
neiden artikkeliin ettd de Bergin ja kumppaneiden [dBvKOS00] kuvaukseen samasta
algoritmista. Olkoon P = {pi,pa,...,pn} aidosti y-monotoninen monikulmio, jon-
ka kulmapisteet on lueteltu jérjestyksesséd. Aidolla y-monotonisuudella tarkoitam-
me, ettd P ei sisélld vaakasuoria reunaviivoja. Téatd voimme kaytdnnossa simuloida
kuten aiemminkin, ajattelemalla samalla korkeudella olevista pisteistd aina vasem-

manpuoleinen ylemmaéksi.

Yhdistetdén aluksi P:n vasemman ja oikean laidan kulmapisteet y-koordinaatin mu-
kaan laskevaan jarjestykseen. Mikéli kahdella pisteelld on sama y-koordinaatti, tu-

lee ensin siis vasemmanpuoleinen. Jérjestdminen onnistuu lineaarisessa ajassa, sil-



pois
leikatut
kolmiot

yli 180°

Kuva 4: Jaljella olevan monikulmion késitteleméton osa on suppilon muotoinen.

(Pohjautuu de Bergin ja kumppaneiden [dBvKOS00] kuvaan.)

14 se sisédltdd vain kahden jo jarjestyksesséd olevan listan yhdistdmisen. Olkoon nyt

Uy, Uz, . . ., U, tAMA jéirjestetty lista kulmapisteité.

Kaésittelemme kulmapisteet wi,us,...,u, jarjestyksessd ylhéaltd alas, ja jokaisen
kulmapisteen késittelyn yhteydesséd lisidmme mahdollisesti yhden tai useamman
lavistdjan monikulmioon. Kukin lisatty lavistdja leikkaa yhden kolmion — ja sen

mukana yhden kulmapisteen — pois monikulmiosta.

Tarvitsemme lisiksi kulmapisteiden véliaikaiseen séilytykseen pinoa S. Pino S si-
saltdd kullakin hetkelld ne késitellyt kulmapisteet, joita ei ole vield leikattu pois
monikulmioista. Kulmapisteet ovat pinossa késittelyjérjestyksessé, paallimmaisené

on néistd viimeisimmaéksi kohdattu eli alin kulmapiste.

Olkoon pinon S sisaltoé vy, vs, . . ., vk, Missd v, on pinon pédlla. Koko algoritmin ajan
seuraavaksi kasiteltdvin kulmapisteen yldpuolinen osa jéljelld olevasta monikulmios-
ta on erddnlaisen ylosalaisin kddnnetyn suppilon muotoinen; toinen laita koostuu
pisteestd v, alaspéin ldhtevédn reunajanan yldosasta, ja toinen laita kulmapisteiden
vy, Vg, . . ., U muodostamasta ketjusta. Lisdksi néista pisteiden v, . .., v;_1; monikul-
mion sisuksen puoleinen kulma on véhintddn 180° (kuva 4). Seuraavaksi késiteltdava
piste on joko samalla laidalla kuin pinon S ketju, eli seuraava vy:n jélkeen, tai toisella

laidalla, eli seuraava v;:n jélkeen.

Algoritmi toimii nyt seuraavalla tavalla:



poistetaan
pinosta

poistetaan
pinosta

uz\ lisataan \ K lisatééin/ U;

lopuksi ' lopuksi
pinoon pinoon
(a) (b)

Kuva 5: Pisteen u; késittelyn yhteydessé suoritettava kolmiointi: (a) Piste u; on eri
laidalla kuin pinon paallimmaéinen piste. (b) Piste u; on samalla laidalla kuin pinon

padllimméinen piste. (Pohjautuu de Bergin ja kumppaneiden [dBvKOS00] kuviin.)

1. Alustetaan tyhjd pino S ja lisdtédédn kaksi ensimméista kulmapistettd uy ja uo

pinoon.

2. Kéydaan lapi jarjestyksessa kulmapisteet wug, ..., u,_1. Olkoon kullakin kier-
roksella wu; késiteltdava kulmapiste ja vy, vs, ..., v pinon S sisdlto kierroksen
alussa.

(a) Jos u; on eri laidalla kuin pinon S p#éllimméinen kulmapiste vy, tyhjen-
netddn pino S ja lisdtadn lavistédjat kulmapisteesti u; pisteisiin vg, . . ., vg.

Lopuksi lisétédén vy ja u; pinoon (kuva 5a).

(b) Jos u; on samalla laidalla kuin pinon S pé#éllimméinen kulmapiste vy,
poistetaan pinon padllimmaisin kulmapiste. Témén jéalkeen poimitaan pi-
non paalta pisteitd ja lisdtadn lisdtaan lavistéjid pisteestd u; poimittuihin
pisteisiin niin kauan, kun lavistdjat pysyvét monikulmion sisépuolella ja
pinossa riittédd pisteitd. Lopuksi lisdtddn pinosta viimeiseksi poistettu pis-
te (siis joko aluksi poistettu vy tai viimeisin tdmén jilkeen poimittu) ja

w; pinon péélle (kuva 5b).

3. Kun muut kulmapisteet on kéasitelty, vedetdan lavistajat viimeisestd kulmapis-

teesté pinon pisteisiin vy, ..., Vg_1.

Ensimmaéinen askel eli pinon alustaminen vie vakioajan. Kierroksia suoritetaan n — 3

kappaletta, ja yksi kierros voi viedé lineaarisen ajan. Kuitenkin koska kullakin kier-
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roksella lisdtédn korkeintaan kaksi kulmapistettd pinoon, tulee lisdyksid yhteensé
enintddn O(n). Niin ollen pinosta poistojakin téytyy olla korkeintaan O(n), joten

silmukka ja siten koko algoritmi suoriutuu lineaarisessa ajassa.

Olemme nyt esittdneet monikulmion kolmiointiin menetelmén, jonka aikavaativuus
on O(nlogn). Menetelmé jakautui kahteen vaiheeseen; ensin jaetaan monikulmio
monotonisiksi alimonikulmioiksi ja sen jédlkeen kolmioidaan lineaarisessa ajassa syn-
tyneet alimonikulmiot. Tamé& algoritmi toimii itse asiassa myo0s reikiéd sisaltavilla
monikulmioilla, joille saavutettu aikavaativuus O(nlogn) on yleisessd tapauksessa
optimaalinen [dBvKOS00]. Seuraavaksi esittelemme uuden vilivaiheen, jolla yksin-

kertaisten monikulmioiden kolmiointia voidaan kuitenkin vield nopeuttaa.

3 Puolisuunnikashajotelma

Aikavaativuusluokkaa O(nlogn) nopeammat kolmiointialgoritmit perustuvat tyy-
pillisesti puolisuunnikashajotelman tai sen muunnelman rakentamiseen kolmioita-
vasta monikulmiosta [Sei91, Cha91, KKT92, AGRO01]. Periaatteena on jakaa moni-
kulmion siséosa puolisuunnikkaan muotoisiin osiin. Kun jako osiin on muodostettu,
on sen perusteella helppo jakaa monikulmio monotonisiin osiin ja edelleen laskea
lopullinen kolmiointi. Kaikki téstd eteenpéin esittdmémme algoritmit ovatkin eri-
laisia menetelmié puolisuunnikashajotelman laskemiseen. Ennen néitd tutustumme
kuitenkin tarkemmin puolisuunnikashajotelmaan ja siihen, miten sen avulla voidaan

jakaa monikulmio monotonisiin osiin.

Madéritelladn puolisuunnikashajotelma (trapezoidal decomposition, visibility map)
seuraavalla tavalla [Sei9l]: Oletetaan, ettd monikulmion reuna muodostuu joukos-
ta S = {s1,52,...,5,} toisiaan leikkaamattomia ei-vaakasuoria janoja. Lahetetdéin
jokaisesta janan padtepisteesté vaakasuorat séteet sekd vasemmalle etté oikealle ja
jatketaan jokaista sddetté, kunnes se kohtaa ensimmaéisen janan joukosta S. Sateet ja
janat jakavat tason osiin, jotka ovat (mahdollisesti toisesta tai kummastakin péaéstéi
avoimen) puolisuunnikkaan muotoisia (kuva 6a). Kolmion muotoiset osat ajatellaan
puolisuunnikkaiksi, joiden ylé- tai alareunan pituus on nolla. Jos liséksi oletetaan,
ettd eri kulmapisteilld ei voi olla samaa y-koordinaattia (kuten aiemminkin, tdma
rajoitus on helppo kiertdd toteutuksen yhteydessi), koskettaa kukin puolisuunnikas
enintdédn kahta naapuria yldpuolella ja enintdén kahta naapuria alapuolella. M&ari-
telldéin puolisuunnikashajotelma 7 (.S) tarkoittamaan syntyneiden puolisuunnikkai-

den joukkoa. Liséksi yleistetddn méaritelmé koskemaan mitéd tahansa toisiaan leik-
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()

Kuva 6: Puolisuunnikashajotelman kolmiointi: (a) Alkuperédinen puolisuunnikasha-
jotelma. (b) Ulkopuolelle jadvét puolisuunnikkaat poistettu ja diagonaalit lisétty.
(¢) Lopullinen y-monotonisten alimonikulmioiden kolmiointi. (Pohjautuu Seidelin
[Sei91] kuvaan 3.)

kaamattomien janojen joukkoa ja néin ollen erityisesti mité tahansa monikulmion

reunaviivan muodostavien janojen osajoukkoa S’ C S.

Monikulmio P voidaan siitd muodostetun puolisuunnikashajotelman 7(S) avulla
kolmioida ajassa O(n) seuraavasti: Aluksi poistetaan hajotelmasta 7 (S) monikul-
mion ulkopuolelle jaavit osat. Kustakin jéljelle jadneestd puolisuunnikkaasta tar-
kastetaan, sisdltdviatko sen sivut kaksi kulmapistettd, jotka eivit kuitenkaan si-
jaitse samalla sivulla. Myonteisessa tapauksessa pisteiden vilille vedetdan lavistaja
(kuva 6b). Nain lisdtyt lavistdjd jakavat P:n monikulmioihin, joiden toinen laita
koostuu yhdesté janasta ja toinen y-monotonisesta janaketjusta. Syntyneet alimoni-
kulmiot ovat siis y-monotonisia ja ne voidaan néin ollen kolmioida edelld mainitul-
la tavalla lineaarisessa ajassa (kuva 6¢). Ongelmaksi jad puolisuunnikashajotelman

muodostaminen tarpeeksi nopeasti.

4 Nopea satunnaisalgoritmi kolmiointiin

Esittelemme puolisuunnikashajotelman laskemiseen Seidelin julkaiseman algoritmin
[Sei91], jonka odotusarvoinen suoritusaika on O(nlog®n). Aluksi kuvaamme yksin-
kertaistetun, odotusarvoisesti ajassa O(nlogn) suoriutuvan version. Tamén jialkeen
muunnamme algoritmia hieman, jotta padsemme haluuttuun luokan O(nlog” n) ai-

kavaativuuteen.
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Kuva 7: (a) Kahdesta janasta muodostettu puolisuunnikashajotelma. (b) Vastaava
hakurakenne. (Pohjautuu Seidelin [Sei91] kuvaan 4.)

4.1 Yksinkertainen O(nlogn)-aikainen algoritmi

Olkoon S monikulmion reunajanojen joukko kuten edelld. Tallennamme janajoukon
S puolisuunnikashajotelman 7 (S) tietorakenteeseen, josta jokaiselle puolisuunnik-
kaalle 7 € 7(5) voidaan vakioajassa selvittdd seké sitd oikealta ja vasemmalta ra-
joittavat janat ettéd yla- ja alapuoliset naapuripuolisuunnikkaat. Méaaritellasn lisak-
si pisteen sijainnin hakurakenne Q(S) hajotelmalle 7(S) olemaan seuraavanlainen
suunnattu sykliton verkko: Verkon Q(S) solmut jakautuvat padtossolmuiksi ja lehti-
solmuiksi, joista jalkimmaéisia on tasmélleen yksi jokaista joukon 7 (S) puolisuunni-
kasta kohti. Pdatossolmut ovat joko X- tai Y-solmuja ja kummassakin tapauksessa
niistéd lahtee aina kaksi kaarta. Paatossolmuista X-solmut vastaavat joukon S jano-
ja, ja Y-solmut vastaavat janojen paitepisteiden y-koordinaatteja (tai paatepisteista
lahetettyja séteitd). Yhteen pédtossolmuun ei tule kaaria, ja se toimii lahtosolmu-
na. Verkko Q(S) muistuttaa siis bindérihakupuuta: ldhtésolmu vastaa juurisolmua
ja lehtisolmut lehtid. Binddripuista poiketen solmuilla voi kuitenkin olla useita (jopa
eri tasoilla olevia) vanhempia. Esimerkki kahden janan puolisuunnikashajotelmasta

ja sitd vastaavasta hakurakenteesta on kuvassa 7.

Kun tiedetaén tason pisteen p koordinaatit, voidaan hakurakenteen Q(S) avulla
selvittdd pisteen p siséltédvéd puolisuunnikas 7, € 7(S) seuraavalla tavalla: Lahde-

tadn liikkeelle 1ahtosolmusta ja edetddn suunnatuista kaarista muodostuvaa polkua
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|:| = Y-solmu
Q: X-solmu
alapuolella
O = lehtisolmu

(= bs)

alapuolella

vasemmalla
oikealla

vasemmalla

(a) (b)

Kuva 8: (a) Kuvan 7 tilanteesta uusi jana lisddmalld muodostettu uusi puolisuun-
nikashajotelma. (b) Vastaava péivitetty hakurakenne. (Pohjautuu Seidelin [Sei91]

kuvaan 4.)

pitkin. Kussakin X-solmussa tutkitaan, onko p vasemmalla vai oikealla puolella sol-
muun liittyvad janaa, ja padtetddn sen perusteella, kumpaa ldhtevad kaarta seura-
taan. Vastaavasti Y-solmuissa verrataan y-koordinaattia. Nain paadytéaén lehtisol-
muun, joka vastaa haettua puolisuunnikasta 7,. Oletetaan lisdksi, ettd puolisuunnik-
kaan 7 € 7 (S) perusteella voidaan selvittdd vastaava lehtisolmu rakenteesta Q(.5)

vakioajassa ja toisin péin.

Algoritmi kokonaisen monikulmion puolisuunnikashajotelman muodostamiseksi on
seuraavanlainen: Aloitetaan tyhjistd janajoukosta S = ) ja lisdtdén monikulmion
reunajanat satunnaisessa jérjestyksessé yksitellen joukkoon S. Jokaisen lisdyksen
yhteydessé péivitetdin sekéd puolisuunnikashajotelmaa 7°(S) ettd hakurakennetta
Q(S). Olkoon nyt S joukko janoja ja S" = S U {s} vastaava joukko, johon on li-
sitty jana s ¢ S. Haluamme muodostaa hajotelman 7 (S’) ja hakurakenteen Q(S’),
kun meilld on olemassa hajotelma 7 (S) ja hakurakenne Q(S). Kuvassa 8 on esi-
merkki hajotelmasta ja hakurakenteesta, jotka on saatu lisiamalld uusi jana kuvan

7 tilanteeseen.

Jos janan s ylempi péitepiste a ei ole mink&én toisen joukossa S jo olevan janan
péitepiste, selvitetdén aluksi hakurakenteen Q(S) avulla puolisuunnikas 7, € 7(.5),
joka siséltda padtepisteen a. Loydetty puolisuunnikas 7, jaetaan kahdeksi puolisuun-

nikkaaksi pisteen a kautta kulkevalla vaakasuoralla séteella. Liséksi puolisuunnikasta
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7, vastaava lehtisolmu hakurakenteessa Q(S) muutetaan Y-solmuksi, jonka seuraa-
jiksi luodaan kahta uutta puolisuunnikasta vastaavat lehtisolmut. Jos taas a on jo
jonkin joukon S janan paéitepiste, ei rakenteille tehdd mitéén. Samaan tapaan ké-
sitellddn myos janan s alempi pédtepiste b. Kuvassa 8 ylempéa paatepistetta az ei
ollut edellisessé vaiheessa, kun taas alempi pédtepiste bs oli jo aiemmin lisétyn janan

péitepiste (by).

Seuraavaksi kuljetaan puolisuunnikashajotelman lapi janaa s pitkin ja jaetaan jokai-
nen janan leikkaama puolisuunnikas kahtia. Samalla yhdistetdédn mahdolliset synty-
vat padllekkéiset samojen janojen rajoittamat puolisuunnikkaat. Liséksi péivitetdan
hakurakenne liséamaélla uusia puolisuunnikkaita vastaavat lehtisolmut ja muuttamal-
la halkaistuja puolisuunnikkaita vastaavat lehtisolmut X-solmuiksi. N&in olemme
muodostaneet halutut 7(S’) ja Q(5’). Kuvan 8 esimerkissé leikkasi uusi jana kol-
me puolisuunnikasta kahtia, ja syntyneistd kuudesta puolisuunnikkaasta yhdistettiin

kummaltakin puolelta janaa kaksi.

Kun jérjestys, jossa monikulmion reunajanat lisétdén joukkoon .S, on satunnainen
(jokainen permutaatio on yhtd todennékdinen), kuluu yhden janan péaitepisteet si-
saltdvien puolisuunnikkaiden etsimiseen hakurakenteen Q(S) avulla odotusarvoises-
ti aikaa O(logn). Liséksi puolisuunnikashajotelman ldpikulkeminen janaa pitkin se-
ké puolisuunnikkaiden halkaiseminen kahtia onnistuu télloin odotusarvoisesti va-
kioajassa. Néin ollen monikulmion koko puolisuunnikashajotelman muodostamisen

odotusarvoinen aikavaatimus on O(nlogn), missé n on monikulmion kulmien méaara.

4.2 O(nlog" n)-aikainen laajennus

Esitellylld algoritmilla pullonkaulaksi muodostuvaa hakurakenteen Q(S) kiyttoa
voidaan nopeuttaa muodostamalla hajotelma useassa syklissd ja laskemalla osit-
taisia pisteiden sijaintitietoja kullekin syklille. Seuraavassa merkinté log(i) n tarkoit-
taa i. kertaluvun iteroitua logaritmia (eli log® n = n ja log®n = log(log® " n),
kun i > 0). Vastaavasti merkitééin log*n = max{i € N|log" Y n > 1}. Muun-
netussa algoritmissa sykleja tarvitaan yhteensd N = log"n + 1. Kussakin syklis-
s i € {1,...,N — 1} laajennetaan puolisuunnikashajotelmaa, kunnes se sisiltdi

[n/log™n] janaa. Viimeiselld syklilld lisitézn hajotelmaan jiljells jésineet janat.

Jokaisen syklin lopussa selvitetdéan kaikkien vield jéljella olevien janojen pédtepis-
teiden sijainnit (puolisuunnikkaat, joissa ne sijaitsevat) sen hetkisessd puolisuunni-

kashajotelmassa. Pisteiden sijaintien selvittdminen onnistuu yhteensé lineaarisessa
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ajassa kulkemalla kaikki monikulmion kulmapisteet lapi jarjestyksessd monikulmion
reunaviivaa pitkin ja edeten samalla hajotelmassa puolisuunnikkaasta toiseen. Sel-
vitetyt sijainnit tallennetaan pisteiden yhteyteen, ja niitd kaytetdédn seuraavassa
syklissd hyodyksi: Nyt pisteen sijaintia etsittéessé ei tarvitse kidydé koko polkua 1&-
pi hakurakenteessa Q(S), vaan eteneminen voidaan aloittaa aiemmin selvitettyja

sijainteja vastaavista solmuista.

Polun loppuosan lépikdynti syklissi i vaatii ajan O(logWn), joten yhden syklin kai-
kista hauista selvitdan n:n suhteen lineaarisessa ajassa. Télloin siis suoritusaika yh-
den syklin osalta on O(n). Koska syklejé tehtiin yhteenséd O(log™ n) kappaletta, saa-

daan algoritmin odotusarvoinen aikavaativuus pudotettua luokkaan O(nlog" n).

Olemme nyt esitelleet odotusarvoisesti ajassa O(nlogn) suoriutuvan algoritmin mo-
nikulmion puolisuunnikashajotelman muodostamiseen sekd muokatun version, jonka
odotusarvoinen aikavaativuus on O(nlog®n). Algoritmi on suhteellisen yksinkertai-
nen ja siten sen avulla on toteutettavissa kaytédnnoéllinen algoritmi monikulmion kol-
mioimiseen [NM95]. Esimerkiksi log* 10000 = 4, joten 10000-kulmaisen monikulmion
tapauksessa O(nlog” n)-aikaisella algoritmilla sykleja tarvittaisiin viisi. Kdytannos-
si 2-kantainen log™ ei kasva suuremmaksi kuin 5, joten saavutettua aikavaativuut-
ta voidaan pitdd ldhes lineaarisena. Toisaalta kun n muuttuu vaikkapa arvosta 10
arvoon 107, kasvaa log, n alle 10-kertaiseksi (3.3 — 29.9) samalla kun 2-kantainen
log™ n hieman yli puolitoistakertaistuu (3 — 5). Ero hitaampaan O(n log n)-aikaiseen
versioonkaan ei siten vield miljardikulmaisella monikulmiollakaan vaikuta kovin suu-

relta.

5 Nopea deterministinen kolmiointi

Téasséd luvussa esittelemme suhteellisen karkealla tasolla Kirkpatrickin ja kump-
paneiden [KKT92] deterministisen O(nloglogn)-aikavaativuuden algoritmin puo-
lisuunnikashajotelman muodostamiseen. Algoritmi kéiyttdd puolisuunnikashajotel-
man muunnosta, jota kutsumme pyordhdyshajotelmaksi, ja perustuu hajota ja hal-
litse -menetelméén. Ideana on jakaa monikulmion reunapolku sopivan pituisiin osa-
polkuihin, joille kullekin muodostetaan pyordhdyshajotelma kutsumalla algoritmia
rekursiivisesti. Osapolkujen pyordhdyshajotelmien avulla jaetaan taso osiin, joiden
sisdosille lasketaan yhdistetyt hajotelmat. Osien hajotelmat yhdistaméalla rakenne-

taan lopuksi koko reunapolun hajotelma.

Jos s on suunnattu reunajana, sanotaan sen kulkusuunnassa oikeaa puolta positiivi-
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(a) (b) ()

Kuva 9: Suunnatun reunajanaketjun (a) kaksipuolinen pyoérédhdyshajotelma, (b) yk-
sipuolinen pyériahdyshajotelma ja (c) kahdennus. Harmaa véri tarkoittaa ketjun po-

sitiivista puolta. (Pohjautuu Kirkpatrickin ja kumppaneiden [KKT92| kuvaan 2.)

seksi ja vasenta puolta negatiiviseksi. Vastaavasti médritelldédn suunnatun reunaja-
naketjun positiivinen ja negatiivinen puoli. Pyordhdyshajotelmaa muodostettaessa
ajatellaan janaketju pystysuuntaiseen loputtoman korkean sylinterin ulkopinnalle.
Téasta saavutetaan se etu, ettd monikulmioiden ulkopuolista aluetta voidaan kasitel-

& samaan tapaan kuin sisdpuolta.

Kaksipuolinen pyorahdyshajotelma mééritelladn nyt samaan ldhes tapaan kuin ta-
vallinen puolisuunnikashajotelma: Kustakin janaketjun kulmapisteesta (paatepisteet
mukaanlukien) ldhetetéién vaakasuorat siteet vasemmalle seké oikealle ja siteité jat-
ketaan ensimmaéiseen kohdattuun reunajanaan saakka. Aiemmasta poiketen kuiten-
kin sylinterin reunan kohtaavat séteet pyoérahtavétkin sylinterin takapuolelta ympa-
ri, ilmestyvét sylinterin toiselta reunalta takaisin ja jatkavat matkaa ensimmaéiseen
kohtaamaansa reunaviivaan. Muodostuvien osien ajatellaan samaan tapaan sylinte-
rin reunan kohdattuaan jatkuvan toisella puolella (kuva 9a). Janaketjun yksipuo-
linen pyorahdyshajotelma saadaan ottamalla kaksipuolisesta hajotelmasta mukaan
vain janaketjun positiiviselle puolelle ldhetetyt sédteet. Péadtepisteistd otetaan kum-

paankin suuntaan lihetetty side mukaan (kuva 9b).

Suunnattu reunajanaketju voidaan kahdentaa kopioimalla se, siirtdmélld kopion kul-
mapisteitd hieman alkuperdisen ketjun negatiiviselle puolelle, vaihtamalla kopion
kulkusuunta péinvastaiseksi seké liittdmalla sen alkupiste alkuperdisen ketjun pai-
tepisteeseen. Nain saadun kahdennuksen positiivinen puoli kattaa ldhes koko sylin-

terin pinnan lukuunottamatta mielivaltaisen kapeaa aluetta alkuperéisen ketjun ja
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O aliketjun paatepiste

® jakopiste

Kuva 10: Aliketjuista koostuvan janaketjun positiivisen puolen jako alueisiin ja-
kopisteistéd lahtevilld séteilld. (Pohjautuu Kirkpatrickin ja kumppaneiden [KKT92]

kuvaan 3.)

sen kopion vilisséd. Erityisesti huomataan, etté ketjun kahdennuksen yksipuolisesta
pyorahdyshajotelmasta padstdaan alkuperéisen ketjun kaksipuoliseen pyorahdyshajo-
telmaan siirtdamalla ketjun kopio takaisin alkuperdisen ketjun péélle. Kahdennusta
kéytetddnkin nimenomaan siirtymiseen yksipuolisen ja kaksipuolisen pyordhdysha-

jotelman vélilla. Esimerkki kahdennuksesta on kuvassa 9c.

Algoritmi monikulmion kaksipuolisen pyoérahdyshajotelman muodostamiseksi toimii
nyt padpiirteittdin seuraavalla tavalla: Aluksi algoritmi saa sy6tteend monikulmion
reunajanaketjun jostain kulmapisteestd aloitettuna. Olkoon S syttteend saatu ketju
jar =|S| ketjun pituus (janojen lukuméird). Ensimmaéisessé vaiheessa pétkitddn ja-
naketju perdkksisiksi aliketjuiksi, joiden pituus on luokkaa O(r?/?). Aliketjuja muo-
dostuu télloin siis O(/r) kappaletta. Kullekin aliketjulle lasketaan kaksipuolinen
puolisuunnikashajotelma kutsumalla algoritmia rekursiivisesti. Tamén jélkeen ketju
S kahdennetaan ketjuksi S’ ja alkuperéiisen ketjun S aliketjujen pyorahdyshajotel-
mista muodostetaan kahdennuksen S’ vastaavien aliketjujen pyorahdyshajotelmat.
Téssé vaiheessa kiytossd on siis kahdennettu ketju S’, jonka aliketjuille on tiedossa

pyordahdyshajotelmat.

Seuraavaksi kustakin aliketjusta etsitddn tietyt ominaisuudet tayttdvi piste, joka
jakaa ketjun kahteen osaan. Jokaisesta téllaisesta jakopisteestd lahetetdédn yksi vaa-
kasuora sidde janaketjun S’ positiiviselle puolelle samaan tapaan kuin yksipuolista
pyorahdyshajotelmaa muodostettaessa, ja jatketaan sddettd kunnes se torméa jo-
honkin toiseen osaan ketjua S’. Lahetetyt siteet jakavat ketjun S’ positiivisen puo-
len alueisiin (kuva 10). Sopivien jakopisteiden etsiminen, siteiden ldahettdminen ja

jako alueisiin voidaan aliketjujen pyorahdyshajotelmien avulla tehdd ajassa O(r).
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Taman jilkeen tavoitteena on muodostaa ketjun S’ yksipuolinen pyoérahdyshajo-
telma alue kerrallaan. Kutakin aluetta rajaava reunaviiva koostuu nyt ketjun S’
péatkista seké vaakasuorista jakoséteistd. Osalle alueista — niille, joita rajoittaa kor-
keintaan kaksi vaakasuoraa jakosddettd — voidaan muodostaa pycrahdyshajotelma
lineaarisessa ajassa pilkkomalla ja yhdistdmaélla alueelle osuvia aliketjujen hajotel-
mia. Loppujen alueiden kanssa joudutaan toimimaan hieman monimutkaisemmin:
Ensin kunkin alueen reunaviiva jaetaan O(r*?) pitkiin ja alueelle osuvien aliketju-
jen hajotelmia pilkkomalla ja yhdistdmailld muodostetaan lineaarisessa ajassa néille
pétkille kaksipuoliset pyorahdyshajotelmat. Témén jialkeen olemme kunkin alueen
reunaviivan osalta saman tyyppisessé tilanteessa kuin algoritmin alussa rekursioas-
keleen ja kahdentamisen jialkeen — tavoitteena on muodostaa alueen sisélle yksi-
puolinen pyoridhdyshajotelma. Alueiden sisdiset pyoridhdyshajotelmat voidaan siis
rakentaa ajattelemalla kunkin alueen sisdpuoli aluetta rajoittavan reunajanaketjun
positiiviseksi puoleksi ja suorittamalla algoritmin loppuosa rekursiivisesti kunkin

alueen reunajanaketjulle.

Kun hajotelma on saatu muodostettua kullekin alueelle, yhdistetddn ndmé palaset
kokonaiseksi ketjun S’ yksipuoliseksi pyorahdyshajotelmaksi. Koska ketju S’ oli ket-
jun S kahdennus, vastaa muodostettu S’:n yksipuolinen hajotelma (pienté siirtoa
lukuunottamatta) S:n kaksipuolinen hajotelmaa. Nédin olemme saaneet muodostet-
tua S:n kaksipuolisen hajotelman. Algoritmin yksi edelld kuvatun kaltainen kierros
vie alun aliketjuja koskevaa rekursiota lukuunottamatta lineaarisen ajan syottee-
né saadun ketjun pituuden suhteen. Téstd seuraa, ettd algoritmin aikavaativuus on

O(nloglogn).

Olemme esitelleet aikavaativuuden O(nloglogn) deterministisen algoritmin moni-
kulmion pyoridhdyshajotelman muodostamiseen. Algoritmista on mahdollista muo-
kata myos versio, joka laskee pyorahdyshajotelman ajassa O(nlog” n) monikulmioil-
le, joiden kulmapisteilld on kokonaislukukoordinaatit. Koko monikulmion kaksipuo-
linen pyorahdyshajotelma vastaa monikulmion sisédpuolella tédysin tavallista puoli-
suunnikashajotelmaa, joten kun se on muodostettu, voidaan monikulmio kolmioida
lineaarisessa ajassa aiemmin mainitulla menetelmélla. Esitetty algoritmi on kuiten-
kin monimutkainen ja hankalasti toteutettava verrattuna edelld esitettyihin aikavaa-
tivuuden O(nlogn) deterministiseen algoritmiin ja O(nlog™ n)-ajan satunnaisalgo-

ritmiin, joten sen kaytdnnon merkitystd voidaan pitédé kyseenalaisena.
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6 Kolmiointi lineaarisessa ajassa

Edella olemme esitelleet yksinkertaisen monikulmion kolmioimiseen ldhelle lineaaris-
ta nopeutta padsevid algoritmeja. Chazelle [Cha91] osoitti, ettd kolmiointi on mah-
dollista suorittaa myds lineaarisessa ajassa. Téssa tutustumme lyhyesti sekd Chazel-
len deterministiseen algoritmiin ettd Amaton ja kumppaneiden [AGRO1] satunnai-
salgoritmiin, jotka kumpikin toimivat lineaarisessa ajassa. Kuten kaksi edellistikin
algoritmia, myos ndmé perustuvat puolisuunnikashajotelman laskemiseen kolmioi-
tavalle monikulmiolle. Kummastakin esitdmme vain korkean tason hahmotelma al-

goritmin toiminnasta.

6.1 Deterministinen algoritmi

Kuten edelld mainitsimme, Chazellen [Cha91] deterministinen algoritmi perustuu
puolisuunnikashajotelman laskemiseen kolmioitavalle monikulmiolle. Téssé tapauk-
sessa monikulmio ajatellaan pallon pinnalle, jolloin — samoin kuin edellisessé koh-
dan 5 algoritmissa sylinterin tapauksessa — puolisuunnikashajotelmaa muodostet-
taessa kulmapisteisté lahetettéavit vaakasuorat sédteet monikulmion lahettyvilta pois

pyrkiessdian kierdhtéavét pallon ympéri ja ilmestyvét toiselta puolelta takaisin.

Kuten kohdassa 5 esitetyssid algoritmissa, myos Chazellen versiossa on keskeisené
ajatuksena muodostaa hajotelma ensin lyhyille monikulmion reunajanaketjun pét-
kille, ja péatkien hajotelmia yhdistamalla rakentaa yhdistettyjen pidempien patkien
hajotelmia ja lopulta koko reunan (ja siis monikulmion) hajotelma. Normaalisti pét-
kien hajotelmien yhdistdmiseen kuluisi lineaarinen aika, jolloin useita rekursioaske-
leita suoritettaessa aikavaativuus kasvaa yli lineaarisen. Merkittdvana erona koko
prosessi jaetaankin kahteen vaiheeseen: yhdistdmisvaiheeseen, jossa téydellisten ha-
jotelmien sijaan yhdistetainkin erdénlaisia approksimaatioita niisté, seké tarkennus-
vaiheeseen, jossa edellisesté vaiheesta saatu approksimaatiohajotelma tarkennetaan

lopulliseksi hajotelmaksi.

Ensin tehtédvéssa yhdistdmisvaiheessa yhdistettdvit approksimaatiohajotelmat ovat
kéaytannossa hajotelmia, joista on poistettu osa vaakasuorista siteistd. Kun approk-
simaatiohajotelmat pidetdén algoritmin edetessi sopivan kokoisina (niin, ettd ne
sisaltdvit tarpeeksi vahén séteitd) ja tietyt muut ehdot tdyttdvini, saadaan kahden
hajotelman yhdistdminen tehty& sublineaarisessa ajassa. Télloin koko yhdistdmis-

vaihe kuluttaa vain lineaarisen ajan.



19

Lopuksi suoritettava tarkennusvaihe etenee vastakkaiseen suuntaan kuin yhdisté-
misvaihe koko monikulmion reunaketjusta yhé pienempiin osaketjuihin ja tarkentaa
matkan varrella hajotelmaa vaiheittain lisédmaélla puuttuvia séteitd paédtyen lopulta
monikulmion tdydelliseen hajotelmaan. My6s tarkennusvaihe saadaan tehtyé line-

aarisessa ajassa, joten algoritmin aikavaativuus on O(n).

6.2 Satunnaisalgoritmi

Amaton ja kumppaneiden [AGRO01] lineaarinen satunnaisalgoritmi puolisuunnikas-
hajotelman laskemiseksi voidaan ndhda erdénlaisena yhdistelméané kohdassa 4 esi-
tetystd O(nlog” n)-ajan satunnaisalgoritmista ja edellisen kohdan 6.1 lineaarisesta
algoritmista. Kuten kohdan 4 versiossa, myds Amaton ja kumppaneiden algoritmis-
sa hajotelma rakennetaan O(log” n) syklissa tdydentdmélld aina edellisessd syklilla
saavutettua osahajotelmaa satunnaisesti valitulla otoksella jéljelld olevista reuna-
viivoista. Monikulmion reunajanoja ei kuitenkaan késitelld yksitellen, vaan vaihte-
levan pituisina reunan osaketjuina (pituus riippuu syklistd). Kussakin syklissd ha-
jotelmaan lisdtddn siis satunnaisesti valittu joukko osaketjuja yksittdisten janojen
sijaan.

Toisaalta kuten kohdan 6.1 algoritmi, myos tdmé jakautuu kahteen vaiheeseen: kar-
kean approksimaation rakentamiseen puolisuunnikashajotelmasta seké approksimaa-
tion tarkentamiseen lopulliseksi puolisuunnikashajotelmaksi. Syklien sisélla approk-
simaatiohajotelmaa ei kuitenkaan lasketa koko monikulmion reunajanalle vaan edel-

14 mainitulle osaketjujen satunnaisotannalle.

Kehitetyt lineaarisen ajan kolmiointialgoritmit ovat suhteellisen monimutkaisia. Eri-
tyisesti kohdassa 6.1 esitettyd Chazellen algoritmia on monimutkaisuutensa vuoksi
arvosteltu mahdottomaksi toteuttaa onnistuneesti [Hel01]. Vaikka kohdan 6.2 sa-
tunnaisalgoritmi on huomattavasti kohdan 6.1 determinististd algoritmia yksinker-
taisempi, on se kuitenkin vastaavasti selvisti monimutkaisempi kuin kohdassa 4 esi-
tetty epdoptimaalinen satunnaisalgoritmi. Tésté syysta silldkdéan ei liene merkitystéa
kéytdnnon sovelluksissa [AGRO1].

7 Yhteenveto

Monikulmion kolmioinnille on olemassa useita kdyttotarkoituksia. Tutustuimme eri-

laisiin menetelmiin yksinkertaisen monikulmion kolmioimiseen. Aluksi esittelimme
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O(nlogn)-aikaisen algoritmin yksinkertaisen monikulmion jakamiseen monotonisiin
osiin, seké lineaarisen algoritmin monotonisten monikulmioiden kolmiointiin. N&-
mé yhdistamalld saimme yksinkertaisen deterministisen menetelmén monikulmion
kolmiointiin. Seuraavaksi tutustuimme monikulmion puolisuunnikashajotelmaan ja
monotonisiin osiin jakamiseen sen avulla. Témén jélkeen kdavimme ldpi O(nlog” n)-
aikavaativuuden satunnaisalgoritmin sekd O(nloglogn)-ajan vaativan determinis-
tisen algoritmin puolisuunnikashajotelman muodostamiseen. Lopuksi tutustuimme
lyhyesti kahteen algoritmiin, jotka muodostavat puolisuunnikashajotelman lineaari-

sessa ajassa.

Esitellyisté algoritmeista kaksi ensimmaéisté, kohdassa 2 esitelty O(n logn)-aikainen
algoritmi seké kohdassa 4 esitelty O(nlog” n)-ajan satunnaisalgoritmi ovat kohtuul-
lisen nopeita, mutta siitd huolimatta suhteellisen yksinkertaisia ja siten toteutet-
tavissa olevia. Sen sijaan néiden jilkeen kohdassa 5 lapikdyty O(nloglogn)-ajan
algoritmi, kohdan 6.2 lineaarinen satunnaisalgoritmi seké erityisesti kohdan 6.1 li-
neaarinen algoritmi ovat sen verran monimutkaisia ja hankalasti toteutettavia, et-
td alun yksinkertaisemmat mutta asymptoottisesti hieman hitaammat algoritmit
lienevit todellisuudessa nopeampia kaikilla kdytannollisen kokoisilla monikulmioil-
la. Tosielamén sovelluksissa esitettyjen teoreettisesti nopeiden kolmiointialgoritmien
sijaan saatetaan kuitenkin kayttdid periaatteessa hitaampia, esimerkiksi neliollisen
ajan vaativia algoritmeja [Hel01]. Kdytannon kolmiointiongelmissa ndmé voivatkin
osoittautua vahintdédn yhtd nopeiksi, ellei jopa nopeammiksi kuin téssé esitetyt al-

goritmit.
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