13 EPAVARMUUS

Kéytanndssa agentilla ei ole koskaan taytta tietamysta Looginen tietdmyksen esitys vaatii poikkeuksettomia
toimintaymparistostaan, vaan se joutuu toimimaan saantoja.

epévarmuuden vallitessa. Usein kaytanndssa voimme taata vain jonkin uskomuksen
Logiikkaan perustuva agentti voi joutua tilanteeseen, jossa asteen esitetylle vaittamalle.

se ei saa varmuudella tarvitsemiaan tietoja. Uskomusten kasittelyssa turvaudumme

Jos agentti ei voi todeta jonkin toimintasuunnitelman todennékdisyysteoriaan.

toteuttavan sen tavoitetta, niin se ei voi toimia. Todennakaisyys 0 tarkoittaa varmuutta lauseen
Ehdollinen suunnittelu voi helpottaa tilannetta, mutta ei epatotuudesta ja 1 varmaa uskoa sen totuuteen.

ratkaise sita. Valiin jaavat arvot kertovat uskomme lujuudesta lauseen
Yksinomaan logiikkaan perustuva agentti ei kykene totuuteen, eivét lauseen totuuden suhteellisuudesta.
valitsemaan rationaalisia toimintoja epavarmassa Todennakdisyydella tissa subjektivistinen tai bayesildinen
toimintaymparistossa. tulkinta. Muita tulkintoja ovat esim. frekventistinen ja

objektivistinen tulkinta.

Todennakdisyyksilla painotetut hydtyarviot (utility) antavat
agentille mahdollisuuden rationaaliseen toimintaan hyédyn
odotusarvon maksimoinnin kautta.

luku13.tex — 58066-7 Tekodly (4 ov /8 op) ~ Raul Hakli - 1/12/2005 - 12:02 - p.1/31 uku13.tex - 58066-7 Tokodly (4 ov /8 op) ~ Raul Hakli - 1/12/2005 ~ 12:02 - p.2/3

TODENNAKOISYYSTEORIA

Satunnaismuuttuja (random variable) viittaa maailman Atomisia propositioita kootaan loogisin konnektiivein
osaan, jonka tilannetta ei tunneta ennalta. monimutkaisemmiksi lauseiksi: reikd A ~hammassérky
Satunnaismuuttujat vastaavat propositiosymboleita. Atominen tapahtuma (atomic event) on kaikkien muuttujien
Esim. satunnaismuuttuja Reikd voisi viitata siihen onko (téssa reikd ja hammassarky) taydellinen arvoasetus.
vasemmassa alaleuan viisaudenhampaassani reiké. Atomisille tapahtumille patee, ettd

Satunnaismuuttujan arvoalue (domain) voi olla ne ovat toisensa poissulkevia,

niiden joukko on kattava — ainakin yksi niista on tosi,
mika tahansa atominen tapahtuma méaaraa kaikkien
propositioiden totuuden ja

mik& tahansa propositio on loogisesti ekvivalentti
kaikkien niiden atomisten tapahtumien disjunktion
kanssa, joista sen totuus seuraa.

totuusarvoinen: merk. Reikd = true lyhyemmin reikd ja
Reikd = false lyhyemmin —reiké&;

diskreetti: esim. sm.:n S&étila arvoalue voisi olla
(aurinkoa, sadetta, pilved, lunta);

Jjatkuva: talléin tarkastellaan useimmiten
kertyméafunktiota, esim. X < 4.02

reikd = (reikd N hammassérky) v
(reikd N ~hammassdérky)
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Uskomuksen aste kohdistetaan propositionaalisiin Kahden muuttujan yhteistodennékdisyysjakauma (joint
lauseisiin. probability distribution) on niiden arvoalueiden tulo.
Prioritodennédkdisyys P(a) antaa proposition a uskomuksen Esim. P(Sadtila, Reikd) on 4 x 2 -taulukko

asteen muun tiedon puuttuessa. todennakaisyyksia.

P(reikd) = 0.1 Téysi yhteistodennékdisyysjakauma on kaikkien maailman
Erityisesti siis prioritodennakdisyys on agentin alkuperainen kuvaamiseen kaytettyjen satunnaismuuttujien

uskomus, ennen omia havaintoja. yhteistodennakdisyysjakauma.

Jatkuva-arvoisille muuttujille ei voida kirjoittaa
jakaumataulukkoa, vaan sen sijaan on tarkasteltava
todennakdisyyden tiheysfunktiota.

Muuttujan X todennédkdisyysjakauma P(X ) on sen
(jarjestetyn) arvoalueen alkioiden todennakdisyyksien
vektori.

Esim. kun P(aurinkoa) = 0.02, P(sadetta) = 0.2,

P(pilved) = 0.7 ja P(lunta) = 0.08,

niin P(Séatila) = (0.02,0.2,0.7,0.08) Tarkastglemme e:nimmékseen diskreetteja
satunnaismuuttujia.

Pistetodenn&kdisyyksien (joiden arvo on 0) sijaan
tarkastellaan osavélien todennakdisyyksia.

Iuku13.tex — 58066-7 Tekodly (4 ov /8 0p) ~ Raul Hakli - 1/12/2005 — 12:02 - /31 Tuku13.tex ~ 58066-7 Tokodly (4 ov /8 0p) ~ Raul Hakli - 1/12/2005 ~ 12:02 - p.&/3

TODENNAKOISYYDEN KOLMOGOROV-AKSIOOMAT

Kun agentti saa tietoa ymparistdn satunnaismuuttujien Todennakdisyysteorian aksiomatisointi (1933) kolmen
arvoista, niin prioritodennakdisyyksien sijaan on siirryttava yksinkertaisen aksiooman pohjalta.
ehdollisiin (posteriori)todennakdisyyksiin.

P(a | b) on proposition a tn., kun kaikki mita tieddmme on b. 1. Minkd tahansa proposition a tn. on valilld 0 ja 1:

P(reikd | hammassérky) = 0.8 0< Pa) <1
P(reiké) = P(reiké | ) 2. Loogisesti toden (validin) proposition tn. on 1 ja loogisesti
Kun P(b) > 0, niin epatoden (ristiriitaisen) proposition tn. on 0:
P(anb) P(true) =1 P(false) =0
P =——_
(o 19) = =55

3. Disjunktion todennakdisyys on

joka voidaan kirjoittaa myds tulosddnténdé:
P(aNb) = P(a]|b)P(b).

Saanto voidaan toki myds kaantaa: P(a Ab) = P(b | a)P(a).
PX|Y)=P(X = |Y =y;) Vi, j

P(aVb)=P(a)+ P(b)— PlaAb)
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Aksioomien perusteella voimme paatella mm. seuraavaa: Yksittdisen muuttujan todennakdisyysjakauman on siis
summauduttava 1:een.
P(aV-a) = P(a)+ P(-a)— P(aA—a)

Samoin kaikkien yhteistodennakdisyysjakaumien.
P(true) = P(a)+ P(—a) — P(false)

Propositio a on ekvivalentti kaikkien niiden

1 = P(a)+P(a) atomitapahtumien disjunktion kanssa, joiden looginen
P(-a) = 1-P(a) seuraus se on.

Kolmannen rivin s&antd yleistyy diskreetille muuttujalle D, Merk. naiden atomitapahtumien joukkoa e(a).
jonka arvoalue on (dy, ..., d,): Aksiooman 3 perusteella

SN P(D=d)=1 P(a)= Y Ple)

i=1 e;€e(a)
fJatkuva—‘_alrvoisella muuttujalla X summa on korvattava Jos taysi yhteistodennékdisyysjakauma on tunnettu, niin
integraalilla: voimme tdmén perusteella laskea minka tahansa

/"C PX —2)dr—1 proposition todennakdisyyden.
—00
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PAATTELY TAYDESTA YHTEISJAKAUMASTA

sérky —sérky Ehdollisen todennékdisyyden laskeminen:
- osuma \ —osuma | osuma | —osuma Preika | sirky) P(reiké A sérky)
reikd | 0.108 } 0.012 ‘ 0.072 ‘ 0.008 ‘ V)=~ plsarky)
Voimme laskea esim. lauseen reikd v hammassdrky tn.:n 0-108+0.012 + 0.016 +0.064
0.108 4 0.012 4+ 0.072 + 0.008 + 0.016 + 0.064 = 0.28.
Muuttujan (tai muuttujajoukon) arvon Vastaavasti P(-reiké | sarky) = “0G20% = G5 = 0.4
marginaalitodenndkdisyys saadaan laskemalla vastaavien 1/P(sérky) = 0.2 on normalisointitekija, joka varmistaa, etta

rivien tai sarakkeiden summat.
Esim. P(reikd) = 0.108 + 0.012 4+ 0.072 4 0.008 = 0.2.

jakauma P(Reika | sérky) summautuu 1:een.

Merkitdan normalisointivakiota a:lla

Yleisesti mille tahansa muuttujajoukoille ¥ ja Z patee L L

marginalisointisaanto P(Reikd | sdrky) = aP(Reikd, sarky)
o o o o = o|P(Reiké, sérky, osuma) + P(Reikd, sarky, ~osuma)]
BY)=) P(Y.5) (& P(Y)=) P(Y[9)F() = a[(0.108,0.016) + (0.012,0.064)] = a(0.12,0.08) = (0.6, 0.4)
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MUUTTUJIEN RIIPPUMATTOMUUS

Yleisemmin: meidan tulee selvittda kyselymuuttujan X Jos esimerkkiin lisdtdan muuttuja S&dtila, jolla on nelja
jakauma, kun todistemuuttujien £ havaitut arvot ovat € ja mahdollista arvoa, kasvaa yhteisjakauman taulukko
loput havaitsemattomat muuttujat ovat Y. nelinkertaiseksi (8 x 4 = 32 alkiota).

Kyselyn 13( X | &) evaluointi: Koska hammasongelmat eivat vaikuta saéatilaan, patee:

. - . P(Saéd=pilved | sdrky,osuma,reikd) = P(Sdd=pilved)
P(X|&)=aP(X,&)=a) P(X,&9), (¥
! Tulosd&nnon ja yo. havainnon perusteella

missa gt kdyvat yli havaitsemattomien muuttujien kaikkien . o ems
mahdollisten arvokombinaatioiden. P(sdrky,0suma,reikd, Saé=pilved) =

P(X,é,7) on osajoukko kaikkien muuttujien X ,E ja Y P(Saa=pilved) P(sérky,osuma,reiké)
yhteistodennakdisyysjakaumasta.

Taulukon koko on O(2") ja sen lapikéymisen aikavaativuus Sama patee myds muille muuttujan Sétila arvoille, joten
on O(2"), joten yleisesti ottaen menetelma ei ole P(Sérky,Osuma, Reik, Sadatila) =

kayttdkelpoinen. P(Sdtila) P(Sarky, Osuma, Reikd)
Lisaksi koko jakauman maérittdminen vaikeaa.
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BAYESIN SAANTS

Siis 32-alkioinen yhteisjakaumataulukko saadaankin Tulos&énnén perusteella P(a A b) = P(a | b)P(b) ja
konstruoitua 8- ja 4-alkioisten taulukoiden perusteella. konjunktion kommutatiivisuuden perusteella
Propositiot a ja b ovat rijppumattomia jos Planb)=P(b|a)P(a)

P(a|b) = P(a)tai P(b| a) = P(b) tai P(a A b) = P(a)P(b). Merkitsemalla oikeat puolet yhtasuuriksi ja jakamalla
(Ehdot ovat keskenaan ekvivalentteja.) P(a):lla saadaan Bayesin sdéntd:

Vastaavasti muuttujat X ja Y ovat toisistaan riippumattomia B P(a| b)P(b)

jos P(b|a)

B(X|Y)=PX) tai Pla)

ﬁ(Y | X) = ﬁ(Y) tai Yleisemmasséa muodossa, muuttujille X ja Y ja

P(X,Y) = P(X)P(Y). taustatietamykselle &

Riippumattomuus helpottaa huomattavasti yhteisjakauman L P(X |Y,e)P(Y | ©)
madrittamista. Esimerkiksi jos C1, ..., C,, ovat PY[X,8) = B(X |2

riippumattomia kolikonheittoja, niin i

P(Cy,...,Cy)n sijaan tarkasteltava n:n P(C;):n tuloa. Normalisointia kayttden saanté voidaan kirjoittaa muotoon

PY | X)=aP(X |YV)P(Y)
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Esimerkki:

Puolella aivokalvontulehduspotilaista on jaykka niska.
Aivokalvontulehdusta esiintyy 1/50 000 tapauksessa.
Jaykkaa niskaa valittaa joka 20:s potilas.

Mik& on todennakaisyys, etta jaykk&a niskaansa valittavalla
potilaalla on aivokalvontulehdus?

PGla) = 05
P(a) = 1/50000
P(j) = 1/20
. P(jla)P(a)  1/2 x 1/50000
) R Vo
20
= ——— =0.0002
2 % 50000 0.000
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Enta jos probabilistinen kysely on ehdollistettu useammalle
kuin yhdelle havainnolle

P(Reiké | sarky n osuma)?
Jos taysi yhteisjakauma tunnetaan, niin saadaan helposti
P(Reiké | sarky A osuma) = «(0.108,0.016) ~ (0.871,0.129)

mutta tayteen yhteisjakaumaan perustuva menetelma on
liian raskas jos muuttujia on useita.

Bayesin saanndllé kysely saataisiin muotoon
aP(sdrky A osuma | Reikd) P(Reika)

mutta sd&nndn soveltaminenkaan ei yleisesti ottaen
lievennd eksponentiaalista vaativuutta.
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Nyt siis tarvitsee enada kasitellda kolmea erillistd jakaumaa.
Muuttujien X ja Y ehdollinen riippumattomuus annettuna Z
on tarkkaan ottaen P(X,Y | Z) = P(X | Z)P(Y | Z)
Ekvivalentisti P(X | Y, Z) = P(X | Z) tai

P(Y | X,2)=P(Y | Z).

Jos kaikki havaintomuuttujat ovat ehdollisesti
riippumattomia annettuna kyselymuuttuja, niin

tietdmyksenesityksen eksponentiaalinen kasvuvauhti
putoaa lineaariseksi.

Taman seikan hyddyntaminen on ollut merkittava
kehitysaskel viimeaikaisessa tekodlyssa.
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Konstruoidaan sitten todennakdisyysmalli. Taysi
yhteistodennakdisyysjakauma on
P(Py,...,Pya.B11,B12,B21)

Saadaan tulosaénnélla muotoon:

ﬁ(Bl,l«, Bio.Boy|Pry,... -,P4,4)ﬁ(P1,1, oy Pya)
Ensimmainen tekija: arvo 1 jos kuoppa on viereisessé
ruudussa, 0 muuten.

Toinen tekija saadaan mérkdmaailman sadnnoista:
kussakin ruudussa on kuoppa todennakéisyydella 0,2
muista ruuduista riippumatta, joten saadaan:

44
P(Pyy,...,Puy) = H B(P,;) =02" x 0.816~"
,j=1,1

kun kuoppien lukumaéra on n.
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Bayesin s&anté on kaikkien modernien probabilististen
paattelyjarjestelmien pohjana.

Sinédnsa yksinkertainen saanto ei pintapuolisesti katsoen
ndyttaisi antavan paljon paattelymahdollisuuksia, mutta
kuten edellinen esimerkki osoittaa kyse on
mahdollisuudesta soveltaa olemassaolevaa tietoa.

Usein tdma olemassaoleva tieto on kausaalista tietoa ja
kyselyissa halutaan vastaukseksi diagnostista tietoa.
Nimittdjassa olevan ehdon todennakdisyyden laskemisesta

voidaan paasta laskemalla kyselymuuttujan
posterioritodennakéisyys kaikilla sen mahdollisilla arvoilla.

Esim. P(A | j) = a(P(j | a)P(a), P(j | ~a)P(=a)).

Nyt siis P(j):n arvioinnin sijaan voidaan kayttaa
P(j | —a):ta, jonka arviointi voi joskus olla helpompaa.
(Joskus se ei ole.)
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Tarvittaisiin muuttujien riippumattomuutta, mutta havaintoja
sdrky ja osuma vastaavat muuttujat ovat selvasti
yhteydessa toisiinsa.

Molempien muuttujien suora vaikuttaja on reikd hampaassa,
mutta ilman muuttujaa Reikd ne ovat ehdollisesti
rijppumattomia (conditionally independent): Sarky ja
Osuma eivét ole suoraan toisistaan riippuvia.

Ehdollinen riippumattomuus:
P(sérky A osuma | Reikd)
= P(sdrky | Reikd)P(osuma | Reikd)
Yhdessa Bayesin sadnnén kanssa saamme lopulta
P(Reikd | sarky A osuma) = o.P(Reika)
P(sérky | Reikd)P(osuma | Reik&)
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ESIMERKKI: MORKOMAAILMA

Palataan vield kerran mérkdmaailmaan. Seuraavassa
tilanteessa mik&an suunta ei ole varmuudella turvallinen,
joten looginen agentti joutuisi etenem&an satunnaisesti:

T4 27 34 77
13 23 33 43
T2 22 32 77
B

OK

T Al 37 a1
B
OK OK

P; j = true joss ruudussa [¢, j] on kuoppa.

B; j = true joss ruudussa [i, j] on viimaa. Tarkastellaan
mallissa vain muuttujia B,1, B 2, B21, jotka tunnetaan.
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Seuraavat tiedetaén:
b= “’)111 A })1,2 A })211

known = —p11 A —p12 A —p21
Olkoon kysely nyt 13(P1,3|kn0um7 b)

Méaéritelladn Unknown = kaikki muut arvot P;; paitsi P; 3 ja
Known

Kyselyn evaluointi tapahtuu kaavan (x) perusteella jolloin
saadaan:

P*(Plyg\k'nown,b)za Z ﬁ(Plyg,unknown,known,b)

unknown

Summa kasvaa eksponentiaalisesti ruutujen lukumaéaran
suhteen! (Tasséa 2'2 = 4096 termia.)
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Huomataan kuitenkin ettd havainnot viimasta ovat ehdollisesti
riippumattomia muiden tuntemattomien ruutujen arvoista kun
viereisten ruutujen arvot on annettu.
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Maéritella&dn Unknown = Fringe U Other

ﬁ(b‘P]_'g, Known, Unknown) = P(b|Py 3, Known, Fringe)
Muunnetaan kysely sellaiseen muotoon, etta tata voidaan
hyodyntaa.

uku13.tex - 58066-7 Tekodly (4 ov /8 op) ~ Raul Hakl ~ 1/12/2005 ~ 12:02 - p.25/31

( o (

.| @ . |@ o .| @ .| @

Loe LT e [Lie [L[a]]

0.2x0.2=0.04 02x0.8=0.16 08x0.2=0.16 0.2x0.2=0.04 0.2x0.8=0.16

P(Py s|lknown,b) = o' (0.2(0.04 + 0.16 + 0.16), 0.8(0.04 + 0.16))
~ (0.31,0.69)

vastaavasti saadaan

P(Ps2|known,b) =~ (0.86,0.14)
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Toothache @
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VAIHTOEHTOISET MENETELMAT

Epavarmuuden hallintaan on kehitetty myds useita
todennakdisyyslaskennasta poikkeavia menetelmia.

Kvalitatiivinen paattely
Saantdpohjaiset jérjestelmat
Dempster—Shafer-teoria
Sumea logiikka (fuzzy logic)
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P(Py 3|lknown,b) = o Z P(P1 3, unknown, known, b)

unknown
a Z P(b\ Py 3, known, unknown)IS(PL;;, known, unknown)

unknown

« z Z ﬁ(b\knuum,, P1,3,frmga,othar)ﬁ(l“l‘g,knouvn,f'rmyc,oth@r')

fringe other
« Z Z ﬁ(b\lmoum,P1,3,f7'1ﬁnge)13(P1,3.knoum,fringe,oth,er)
fringe other
a Z Pﬂ(b\knnwn,PLg,fringe) Z p(}ﬁ)g.knmun,fringe,of,her)
fringe other
o Z f’(b\known,PLg;,fringe) Z IS(PL;;)P(knoum)P(fTinge)P(other)
fringe other
a P(known)P(Py 3) Z P(b|known, Py 3, fringe) P(fringe) Z P(other)
fringe other

o B(Prs) Y P(blknown, Py s, fringe) P(fringe)

fringe
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TEHOKKAAT PROBABILISTISET MENETELMAT

Tehokkaat menetelmat probabilistisen informaation
esittdmiseksi ja siihen liittyvan paattelyn tekemiseksi
perustuvat Bayes-verkkoihin (Bayesian networks), jotka ovat
suunnattuja syklittdmia verkkoja, joiden solmut vastaavat
satunnaismuuttujia ja linkit kuvaavat muuttujien valisia
vaikutussuhteita.

Verkkojen avulla voidaan esittaa tiiviisti sovellusalueen
muuttujien ehdollisia riippuvuuksia. Verkko maérittelee
tayden yhteistodennakdisyysjakauman mutta esitys on
yleensa huomattavasti pienempi kuin taulukkomuodossa.

Paattely on pahimmassa tapauksessa NP-kovaa, mutta on
myds tehokkaita approksimointimenetelmia.
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001 Earthquake 002
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