K:n keskiarvon ryvéistysalgoritmin pysahtyminen

Viite. Algoritmi K-means pysihtyy kustannusfunktion wc(C) lokaaliin mini-

Todistus.

Todistamme viitteen algoritmin versiolle, jossa ryppdén edustajavektoriksi va-
litaan ryppédn keskiarvo ja etéisyysfunktiona kiytetdin Euklidisen etdisyyden ne-
li6td d(z, z) = Z?Zl(acj — zj)%

Algoritmin pysahtymiseksi riittid osoittaa, etté

1. Erilaisia ryvéstyksid on ddrellinen maara
2. Algoritmi vaihtaa joka iteraatiossa ryvistyksen toiseen tai pysihtyy
3. Algoritmi valitsee kunkin ryvéstyksen korkeintaan kerran suorituksen aikana

Kohta (1): Erilaisia ryvistyksid on O(K™) kappaletta (kukin esimerkki voidaan
sijoittaa K ryppéfseen toisistaan riippumatta). Kohta (2): Selvd pseudokoodin pe-
rusteella.

Kohdan (3) osoittamiseksi todetaan ensin, ettd ryvistyksen kustannus voi ai-
noastaan vihetd suorituksen aikana. Kustannusfunktion arvo muuttuu kahdessa
kohdin: valittaessa kullekin esimerkille 1ahinné oleva rypés ja laskettaessa ryppéi-
den edustajavektorit uudelleen.

Tarkastellaan ensin ryppadn edustajavektorin laskenta-askelta. Ryppdan edus-
tajavektorin valinta ei vaikuta muiden ryppéiden sisdiseen vaihteluun, joten voidaan
keskittyd tarkastelemaan yhtd rypéstd C, jonka edustajavektori r halutaan laskea.

Tarkastellaan ryppéén sisdistd vaihtelua
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keskipisteen r funktiona. we(C) on on jatkuva usean muuttujan funktio, jonka méa-
rittelyalue on R¢. Funktion minimi on lokaali d4riarvokohta, jossa funktion osittais-
derivaatat keskipisteen r komponenttien r; suhteen saavat arvon nolla

Owe(C)

=0,j=1,...,d.
87'j J

Lasketaan osittaisderivaatat komponenttien suhteen kiyttden tunnettuja deri-
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josta ratkaistaan r; = ﬁxj. Toistamalla sama kaikille j = 1,...,d saadaan par-
haaksi edustajavektoriksi r = ﬁ > wcc T eli ryppéén pisteiden keskiarvo.

Osoitimme siis, ettd ryppdin keskiarvon valinta edustajavektoriksi minimoi ryp-
pédn sisdisen vaihtelun. Ryppéin edustajavektorin valinta voi siis ainoastaan vahen-
t44 ryvastyksen kustannusta.

Tarkastellaan seuraavaksi mielivaltaista esimerkkid x € C; ryvéstyksessd Ci,,
jonka algoritmi on valinnut askeleessa t( ja ryppdille on laskettu uudet keskipisteet
T’k,k: 1,...7K.

Jos ryvéstyksessd Cy 41 esimerkki = on ryppadssé Cj, j # 4, jompikumpi seuraa-
vista on voimassa

o d(x,r;) < d(x,r;), jolloin siirtyminen pienentidd ryppéiden yhteenlaskettua
sisdistd vaihtelua we(C;) + we(Cy), tai

o d(z,r;) =d(z,r;) ja j = argmin;d(z, r;), jolloin yhteenlaskettu vaihtelu py-
syy ennallaan ja x siirtyy indeksiltdin pienimpdén 1dhimp&in ryppéaseen C;.
(Téssé oletetaan, etté tasatilanteen sattuessa valitaan indeksiltdén pienin ry-
vas)

Ryvistyksen kustannus voi siis ainastaan laskea siirtymisen seurauksena. Algoritmi
ei siis missdéin vaiheessa valitse ryvistystd, jonka kustannus olisi suurempi kuin
edellisen ryvistyksen.

Ylldolevasta seuraa, ettd jos esimerkki x palaa ryppddseen C; ryvistyksessd C;
ryvistyksen kustannus viistdméattd pienenee. Koska ryvéastyksien kustannus ei ole
voinut nousta valilld [to, ..., — 1], seuraa ettd we(Cy) < we(Cy,) eli Cyy # Cy.

Algoritmi ei siis palaa kerran hylkddméi&nsi ryvistykseen.

Se, ettd pysdhtyminen on lokaali minimi seuraa siitd, ettd algoritmin suoritus
jatkuu niin kauan kuin klusteroinnissa tapahtuu muutoksia ja siitd, ettd joka aske-
leessa valitaan lokaalisti paras muutos

e Paras edustajavektori, kun ryppdin esimerkit on kiinnitetty

e Paras rypis, kun edustajavektori on kiinnitetty



