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Talla viikolla

Sisaltosuunnitelma:

e Lineaarinen regressio

— Pienimman neliosumman menetelma

e Lineaarinen luokittelu

— Perceptron-algoritmi



Lineaarinen regressio

o Tarkastellaan tilannetta, jossa X = R%, ) = R, ja tavoitteena on
ennustaa hyvin tappiofunktion Ly (nelidvirhe) suhteen.

e Lineaarisessa regressiossa ennustajat ovat muotoa

fw(x) =2 w,

missa w € R? on ennustajan f,, parametrivektori ja - tarkoittaa
pistetuloa.

e On siis etukateen paatetty, ettda koneoppijan tuottaman
ennustajan taytyy olla f,, jollakin w € R¢. Koneoppijan tehtavaksi
jaa loytaa hyva w.



Lineaarisista ennustajista ja piirteista

e Lineaarista regressiota kutsutaan lineaariseksi, koska kuvaus
w — fu(x) on lineaarinen eli ennusteet f,,(x) rippuvat
parametrivektorista w lineaarisesti.

e SyoOtteen piirteet voivat kuitenkin olla epalineaarisia, joten
funktiot z — f,,(z) eivat valttamatta ole taustalla olevien
“oikeiden” syotteiden (eli syoOtteiden josta piirteet on laskettu)
suhteen lineaarisia.

e Piirteisiin lisatdan usein biakseksi kutsuttu komponentti, joka saa
kaikilla sydtteilla arvon 1. Nain lineaarisessa mallissa el tarvitse
huolehtia erikseen vakiotermista.



Lineaarinen regressio koneoppimistehtavana

e Lineaarisessa regressiossa koneoppijan tehtavana on Ioytaa
opetusdatan perusteella lineaarinen regressiofunktio f,,, jonka
odotusarvoinen neliévirhe on pieni.

e Seuraavassa esitetaan klassinen “pienimman neliGsumman
menetelma” tulkittuna empiirisen riskin minimointi -periaatteen
sovellukseksi lineaariregressioon.

e “pienimman nelibsumman menetelma” voidaan tulkita (ja usein
tulkitaankin) toisin (esim. suurimman uskottavuuden paattelyna),
mutta tasta el enempaa kalvaollla. . .



Empiirisen riskin minimointi lineaarisessa

regressiossa

o Maaritellaan empiirinen tappiofunktio L: R? — R seuraavasti:

Bw) = = 37 Ly, fules)) = 3 (03— w2 w)?

1=1

e Siis E(w) on ennustajan f,, opetusvirhe, kun tappiofunktiona on
nelidvirhe.

e Sovelletaan parametrivektorin w oppimiseen empiirisen riskin
minimointia: Valitaan parametrivektoriksi & = arg min,, L(w).

e Jaljella siis enda yo optimointiongelman ratkaiseminen.



Funktion L(w) minimointi

e Miten lOytaa w, jolle

on minimaalinen?

e Kund = 1, L(w) on tavallinen lukiosta tuttu yléspain aukeava
paraabeli, jonka globaalin minimin etsiminen onnistuu
derivoimalla ja ratkaisemalla yht&ld L' (w) = 0.

e Seuraavassa “osoitetaan”, ettd samankaltainen strategia puree
my0s moniulotteisessa tapauksessa d > 1. Tavoitteena
tasmallisyyden sijaan valittaa paattelyn paaideat yksityiskohtiin
takertumatta. . .



Monen muuttujan analyysista

e Kun d > 1, joudutaan turvautumaan monen muuttujan analyysiin.

o Derivaatan I’ moniulotteinen “vastine” on gradientti
VL:R* — RY joka voidaan esittaa funktion L
osittaisderivaattojen

OL

. Tod _
WR —>R, k—l,,d

avulla seuraavasti:

. 0L oL

e Geometrisesti funktion gradienttia voi ajatella vektorina, joka
osoittaa suuntaan, johon siirryttaessa funktio kasvaa nopeimmin.



Gradientti ja ddriarvot

e Jos funktion gradientti pisteessa w € R? ei ole nollavektori,
funktio kasvaa suunnassa johon gradientti osoittaa. Siispa w ei
voi olla funktion &ariarvokohta.

e Erityisesti funktion L minimi voi Idytya vain pisteesta, jossa L:n
gradientti on nollavektori.

e Funktion L erityispiirteista (konveksius) johtuen jokainen
gradientin nollakohta on L:n globaali minimi.

e Minimointiongelman ratkaisemiseksi riittaa siis etsia w, jolle
VL(w)=0.



Gradientin laskemisesta

o Gradientin laskemiseksi pisteessa w € R? riittaa laskea
osittaisderivaatat w:ssa.

e Osittaisderivaatta 88% pisteessd w = (w!,...,w?) € R% on

w

yhden muuttujan funktion

derivaatta. Tama funktio saadaan kiinnittamalla parametrit w?,

i # k, pisteen w koordinaatteihin, jolloin jaljelle jaa w*:sta
rippuva yhden muuttujan funktio, joka voidaan derivoida lukiosta
tutuin keinoin.
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Funktion L osittaisderivaatat ja gradientti
e Lasketaan nyt funktion L(w) = 2 S0 | (y; — 5, zjw’)?
osittaisderivaatat.

e Saadaan (taululla):
o1, 2 & 2 L .
1= J= =

e Yhdistamalla nama ja siirtymalla matriisinotaatioon nahdaan,

etta

) 2 2
VL(w)=-=XT'Y + 2 X" Xw?’.
n n

Tassa X on n x d matriisi, jonkarivillaz on z;,jaY onn x 1
sarakevektori, jonka rivilla 7 on y;.
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Gradientin VL nollakohdan etsiminen

e Pisteet w, joissa Vﬁ(w) = 0, loytyvat siis ratkaisemalla
lineaarinen yhtaloryhma X’ Xw’ = XY

e Yhtaloryhma voidaan ratkaista esim. Gaussin
eliminaatiomenetelmalla (katso Mat | abissa komento \ el
m di vi de).

e \oidaan osoittaa, etta ratkaisu w on aina olemassa, mutta ei
valttamatta yksikasitteinen — monella eri ennustajalla f,, voi siis
olla minimaalinen opetusvirhe.

e Jos kuitenkin z;:t virittavat koko sydteavaruuden X = R?,
ratkaisu on aina yksikasitteinen. Talloin X7 X on kaantyva, ja
yhtaloryhman ratkaisu 10ytyy kertomalla yhtalo puolittain
vasemmalta X? X :n kaanteismatriisilla (X* X)~1.
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Regularisoinnista

e Edella on selvitetty, kuinka lineaarista regressiota voidaan
ajatella empiirisen riskin minimointina, ja kuinka nain syntyva
pienimman neliocsumman ongelma voidaan ratkaista.

e Jaljella on kuitenkin kaksi potentiaalista ongelmaa: Ratkaisun
yksikasitteisyys ja epastabiilius, seka ylisovittaminen.

e Samoihin ongelmiin térmatéaan toistuvasti sovellettaessa
empiirisen riskin minimointia, ei siis vain lineaariregressiossa.

e Molempia ongelmia voidaan yrittaa ratkaista regularisoidun
empiirisen riskin minimoinnin avulla:

— Minimoidaan pelkan opetusvirheen sijaan opetusvirheen ja
“hyviksi oletettuja” parametrivektoreita/ennustajia suosivan
regularisointitermin summaa.
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Harjanneregressio

e Harjanneregressio (engl. ridge regression) on regularisoitu
versio “pienimman neliocsumman menetelmasta”, jossa
regularisoinnilla suositaan normiltaan lyhyita painovektoreita w.

e Tarkemmin ilmaistuna harjanneregressiossa f,, valitaan
minimoimalla funktion L(w) sijaan funktiota
1 mn

. 1
Lridge(w) — — Z(yz — Ty - ’LU)2 + E52Hw”§a

n “
1=1

missa J > 0 on erikseen saadettava regularisoinnin maaraa
kontrolloiva parametri.

e Harjanneregressio siis puoltaa ennustajia, joiden painovektorin
Ls-normin nelioé on pieni — sitd enemman, mita suurempi 6 on.
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Funktion L,;qse minimoinnista

e Laskemalla funktion Eridge gradientti ja asettamalla se nollaksi
samaan tapaan kuin edella nahdaan, etta optimiratkaisun w
pitda nyt toteuttaa yhtalorynma

(XX + 6w =X"Y.

e Matriisi (X7 X + 6I) on aina kaantyva, joten optimaalinen w on
aina yksikasitteinen ja saadaan kaavalla

w=(XT'X+6NH'XTY

e Pienikin § > 0 riittaa siis optimointiongelman ratkaisun
yksikasitteistamiseen, sopiva suurempi ¢ lisaa ratkaisun
stabiiliutta ja saattaa auttaa ylisovittamiseen.
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Lineaarinen luokittelu

e Siirrytddn nyt lineaarisesta regressiosta lineaariseen
luokitteluun: edelleen X = R4, mutta Y = {1, +1}, ja
tappiofunktiona O/1-tappio.

e Lineaarisessa luokittelussa ennustajat ovat muotoa

1 josz-w>0
fulz) = sign(z-w) = { T 19T =
—1 josxz-w <O.

e Ennustajat f,, eivat siis ole lineaarisia funktioita, vaan ne
saadaan lineaarisista funktioista ottamalla niiden merkki.
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Lineaarinen luokittelija geometrisesti

e Ennustajaa f,, vastaava paatospinta on avaruuden X’ origon
kautta kulkeva d — 1-ulotteinen hypertaso, jonka normaali on w:n
suuntainen.

e Hypertaso jakaa X':n positiiviseen ja negatiiviseen
puoliavaruuteen. Positiivinen puoli on silla puolella, johon w
osoittaa.

e Vaikka paatospinta on piirreavaruudessa X hypertaso, piirteet
voivat olla taustalla olevien “oikeiden syoétteiden” suhteen
epdlineaarisia. Talla tavalla lineaariset luokittelijat voivat esittada
“oikeiden syotteiden” avaruudessa monimutkaisia paatéspintoja.
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Moniluokkainen luokittelu lineaaristen

luokittelijoiden avulla

e Lineaariset luokittelijat soveltuvat suoraan vain kaksiluokkaiseen
tapaukseen.

e Moniluokkainen ennustusongelma voidaan kuitenkin ratkaista
lineaaristen luokittimien avulla esim. seuraavasti:

1. Muodostetaan jokaiselle luokalle y € Y kaksiluokkainen
ennustusongelma, jossa tehtavana on ennustaa, onko oikea
luokka y (41) vai el (—1). Opetusdata saadaan alkuperaisesta
opetusdatasta korvaamalla oikeat luokat luokilla +1/—1.

2. Opitaan kutakin luokkaa y vastaava lineaarinen ennustaja f,,

3. Ennustusvaiheessa syoétteella x € X ennustetaan sita y € ),
jolle z - w, on suurin.
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Lineaaristen luokittelijoiden oppiminen

e Tuntuisi luontevalta yrittda soveltaa empiirisen riskin minimointi
-periaatetta myos lineaaristen luokittelijoiden oppimiseen, el
valita w siten, etta opetusvirhe

L(w) = %ZLO/l(yiafw(aji)) = %\{(%yi) | yi # sign(z; - w)}]

minimoituu.

e Funktion Z minimoiminen on kuitenkin yleisessé tapauksessa
laskennallisesti vaikeaa — NP-taydellista ja hankalasti
approksimoitavaa!

e Jos kuitenkin tiedetaan, etta opetusdata on lineaarisesti
separoituvaa eli L(w) = 0 jollakin w, minimointiongelma voidaan
ratkaista tehokkaasti.
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Perceptron-algoritmi

e Perceptron-algoritmi on yksinkertainen iteratiivinen menetelma,
jota voidaan kayttaa lineaaristen luokittelijoiden oppimiseen.

e Perceptron-algoritmi konvergoituu vain, jos opetusdata on
lineaarisesti separoituvaa. Sita (tai sen variaatioita) voi toki
kuitenkin yrittda kayttaa myos ei-separoituvan datan
tapauksessa. ..

e Seuraavassa esitettava Perceptron-algoritmin versio kay
toistuvasti lapi opetusdatan joukkoa kunnes nollavirheinen
luokittelija on |6ytynyt, tai ennalta asetettu kierrosméaara 7 tulee

tayteen.
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Perceptron-algoritmi pseudokoodina

w = zeros(1,d)
for round=1:T
update=false
for i=1:n
Yi = sign(z; - w)
it 9; # v
W =W + Y; T
update=true
If update==false
break
return w
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Perceptron-algoritmin idea

e Algoritmi yllapitaa ja paivittda kandidaattipainovektoria w

e Aina kun f,(x;) # y;, algoritmi paivittaa kandidaattia w
lisdamalla siihen vektorin y;z;.

e ldeana on, etta paivitys kdantaa w:ta kohti opetusdatan oikein
(tal paremmin) separoivan hypertason painovektoria.

e Paivityksia jatketaan, kunnes f,,(z;) = y; kaikilla: =1, ... n, tai
kKierrosmaara 1" tulee tayteen.

22



Perceptron-algoritmin konvergenssi

e Oletetaan, etta

— Opetusdata on lineaarisesti separoituvaa marginaalilla v > 0:
On olemassa painovektori w* € R?, jolle |[w*[|. = 1 ja
yix; -w* >~y kalkilla:=1,...,n

— Opetusdata mahtuu origokeskeiseen R-sateiseen palloon:

e Talloin Perceptron-algoritmi tekee korkeintaan R?/~? paivitysta
ennen kaiken opetusdatan oikein luokittelevan ennustajan f,,
painovektorin w loytamista.
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Todistus

Kaksi havaintoa (taululla):
1. Jokainen paivitys kasvattaa pistetuloa w - w* vahintaan ~:lla

2. Jokainen paivitys kasvattaa w:n pituuden neliéta ||w||3
korkeintaan R? verran.

Jos siis p on paivitysten kokonaismaara, patee

*

1>__vv 5 Py
— wllz2f|lw* ]2 T \/pR2

Y

missa ensimmainen epayhtald on tunnetun epayhtalon ——iL— <1

lzll2llylle —
sovellus. Nain ollen
R2
p< —.
72
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