Luentorunko keskiviikolle 3.12.2008

» Hierarkkinen ryvdstdminen



Ryvastyshierarkia & dendrogrammi

vV v v VY

Hierarkkinen ryvdstdminen tuottaa yhden ryvistyksen sijasta
sarjan ryvistyksid

Tulos voidaan visualisoida puurakenteena, dendrogrammina
Dendrogrammi voi auttaa hahmottamaan aineiston rakennetta
Dendrogrammista voidaan eristda erilaisia ryvastyksia

Dendrogrammi tarjoaa informaatiota sopivan klusterien
madrdn valitsemiseksi



Esimerkki: dendrogrammi
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X, datapisteen indeksi
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Puun lehtind kaikki datapisteet eli yhden pisteen pisteryhmit
Alhaalta yldspéin edetessd yhdistetdan |ahimmat pisteryhmat
toisiinsa; tassad pisteryhmien vélinen etdisyys ryhmien
kauimmaisten pisteiden etdisyys

Vaakaviivat sijaitsevat etdisyydelld, jolla kytketyt pisteryhmit
yhdistettiin

v

v



Miten valita ryppaiden maara K7

Hierarkkinen ryvidstys ei vapauta meitd tdysin ryppdiden maardn
valinnan ongelmasta, mutta dendrogrammi auttaa tekem&an
informoidun valinnan.

» Leikataan etukdteen kiinnitetylld etdisyystasolla d*

» Leikataan kohdasta, jossa kahden perakk3isen yhdistamisen
etdisyyksien ero

dgap(t) == dt+1 - dt
on suurin.

» Voidaan luonnollisesti kdyttdd myds K:n keskiarvon ryvastyksen
yhteydessd mainittuja kriteereja (kyynarpaakriteeri, MDL, ...)



Esimerkki

Valitaan suurin yhdistamiset3isyys
»d=20 = K=1
»d=10 = K=2
»d=5 —= K=3
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X, datapisteen indeksi



Hierarkkiset ryvastamismenetelmat

Hierarkkinen ryvastysalgoritmi voi olla joko
» Koostava (agglomerative), jolloin algoritmi muodostaa
vahittdin yh3 suurempia ryppaitd liittdmalld toisiinsa |dhekkiin
olevia ryppéitd
» Osittava (divisive), jolloin algoritmi muodostaa vahittdin yha
pienempid osittamalla 18yhid rypp3ita kahteen osaan esim.
K-means -algoritmilla (K = 2)



Koostava hierarkkinen ryvdastaminen

» Koostavan hierarkkisen ryvastamisen alkutilanne on se, jossa
kukin datapiste on oma ryppaansa

» Ryppéiden yhdistiminen perustuu ryppéaiden valisen
etdisyyteen d(C;, C;): joka vaiheessa toisiaan ldhinnd olevat
ryppdat yhdistetdan

» Tavallisesti monotonisuusominaisuus on toivottava:

di < db <...dx, missd d; on askeleessa t yhdistettyjen
ryppaiden etdisyys.



Algoritmi: koostava hierarkkinen ryvdstaminen

% alusta kukin esimerkki omaan ryppadseensa
CG={x}li=1,...,m
% laske ryppdiden viliset etdisyydet taulukkoon D
Dy=d(G,C) i, j=1,...,n
while vihintdadn kaksi rypastd jiljelld do
% etsi kaksi toisiaan ldhinnad olevaa rypasta
{i".j'} = argminy; jc; c;ecy Diji
% liitd rypds Cj» ryppadseen Cyr
Cr=CG UG, C=C\{G}
% paivita etdisyydet
Dj x = d(Cir, Ck),VCy € C, G # Cir;
end while



Ryppaiden etaisyysfunktiot (1/3)

Etdisyysfunktiota vaihtamalla saadaan seuraavat variantit:
» Lahinaapuriryvastys (nearest neighbor clustering, single-link
clustering):
d(C,C)= min _d(xi,x
(G.G) = _min___d(xix)
» Kauimmaisen naapurin ryvistys (complete-link clustering):
d(C,C)= max _d(xi,x;)

x5 €Ci x5 €C;

» Keskimiardisen etdisyyden ryvastys (average-link clustering):

1
d(Gi, Gj) = d(xi, x;)
77 (ni + ) (nj + nj — 1) X‘,,XJEQXU;J,,X#XJ !

> Keskipisteryvastys (centroid clustering): d(C;, C;) = d(ri, rj),
missd r; ryppdan C; edustajavektori



Ryppaiden etaisyysfunktiot (2/3)

Visualisoituna ldhinaapuriryvastys (a), kauimmaisen naapurin
ryvastys (b), keskipisteryvastys (c) ja keskimaardisen etiisyyden

ryvastys (d)
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(a) single link: maximum similarity
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(b) complete link: minimum similarity
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(c) centroid: average inter-similarity (d) group-average: average of all similarities



Ryppaiden etaisyysfunktiot (3/3)

Ryppaiden etdisyysfunktion valinta vaikuttaa ainakin seuraaviin
ominaisuuksiin:

» Syntyvien ryppdiden muoto
» Implementaatio/aikavaativuus

» Monotonisuus yhdistimisetdisyyden suhteen
» Optimaalisuus



Ryppaiden muoto

» Lahinaapuriryvdstykselld on taipumus tuottaa ketjumaisia

ryppaita
)
|
0

—————
01 23 456
» Kauimmaisen naapurin ryvdstys tuottaa kompakteja ryppiita,
mutta on sensitiivinen yksittdisten kaukana olevien pisteiden

(outlier) suhteen

‘I_ dp dy dy dy ds
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» Keskimaaraisen etdisyyden ryviastys ja keskipisteryvdstys ovat
naiden kahden 33ripdan vilissi



Algoritmin aikavaativuus

1. Lahinn3 toisiaan olevien ryppaiden liittiminen toisiinsa

» while-silmukka suoritetaan tasan n — 1 kertaa, missd n on
datapisteiden maar3
2. Toisiaan ldhinna olevien ryppdiden |6ytaminen:
» triviaali ratkaisu on kdyda ryppéiden pareittaisten etaisyyksien
taulukko kokonaan ldpi joka askeleessa, jolloin vertailujen
miir3 iteraatiota kohti O(n?)
» siis O(n®) etdisyysvertailua koko algoritmin suorituksen aikana
» tdm3 voidaan pudottaa aikaan O(n?log n) tai O(n?) ryppéiden
etdisyysfunktiosta riippuen
3. Etdisyyksien péivittdminen
» Kun taulukoidaan ryppdiden pareittaiset etdisyydet, vain uuden
ryppaan etdisyydet vanhoihin taytyy paivittda ryppdiden
liitosoperaation jalkeen
» yhden iteraation aikana O(n), koko suorituksen aikana O(n?)
etdisyyslaskuoperaatiota.
> operaatiot voidaan toteuttaa O(1) ajassa



Yhdistettdvan parin nopea etsinta

» Talletetaan kunkin ryppaan etdisyydet muihin ryppdisiin
prioriteettijonoon (esim. kekorakenne)

» O(1) ajassa I0ydetddn (keon padaltd) tiettya rypastd lahinna
oleva rypis ja vastaava etdisyys

» O(log n) ajassa kunkin keon péivitys, yhteensa O(nlog n) aika
per iteraatio

» Koko algoritmin aikana kuluu aikaa O(n? log n)



Parietdisyyksien nopea paivitys

Kun klusterit C; ja C; yhdistetaan, kuinka klustereiden viliset
etdisyydet paivitetdan?
> yhdistiminen: C; = G;U G
> paivitetdan etdisyydet Dy, k # §
> jos etaisyydet Dj ja Djc on taulukoitu, paivitys voidaan tehda
O(1) ajassa
» Lahinaapuri: Dy = min(Dix, Djx)
» Kauimmainen naapuri: Dy = max(Dj, Dj)
» Keskimadrdinen etdisyys:
Di = é(Pik Dix + pix Djx + pijDij — piDii — pjDjj — px Di),
missd kertoimet py, pik ja pjjx ovat ryppdiden Cy, GG U Ci ja
G U G U C sisdltdmien esimerkkiparien maarat.

Ent3 keskipisteryvastys? Luennoija ei heti keksinyt O(1) p&ivitysta,
mutta sellainen voi silti olla olemassa...



Yhdistamisetdisyyden monotonisuus

» Hierakkinen
ryvastysmenetelma on
monotoninen, jos algoritmin
suorituksen aikana
yhdistdmisetaisyyksien jono
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» Ei-monotonisen dy  dy s

i 0123465
menetelman tuottama

dendrogrammi voi sisiltaa
inversioita, jotka ilmenevat
ristikkdin menevind kaarina



Keskipisteryvastaminen ei ole monotoninen

» Kuvassa pisteet
d=(1+¢1), d=(5,1),
on yhdistetty etiisyydell3
4 — ¢, mutta piste
ds = (3,1 +2V3) ja
ensimmaisen ryppaan
keskipiste 0 = (34 ¢€/2,1)
yhdistetdan etdisyydella
2V/3 4 €/2 ~ 3.4641 + ¢/2

» Keskipisteryvastaminen
(centroid clustering) ei siis
ole monotoninen
menetelm3

> Sen sijaan voidaan osoittaa,

ettd lahi- ja kauimmaisen
naapurin ryvastdminen sek3
keskimaardisen etdisyyden
ryvdstaminen ovat

monotonisia
ds
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Ryvéastyksen optimaalisuus

» Ryppdin C yhdistdmisetdisyys d(C) on pienin etdisyys, jolla C
voidaan muodostaa kahdesta osasta C’, C”

» Tamai etdisyys riippuu ainostaan kiytetyst3 etdisyysmitasta, ei
menetelmasta

» Ryvistyksen yhdistimisetdisyys maéritellaan ryppaiden
yhdistamisetdisyyden maksimina d(C) = maxf_, d(Cx)

» Hierarkkisesti muodostettu ryvastys C = {Cy,..., Cx} on
optimaalinen, jos d(C) < d(C’) kaikilla C’, |C’| < K ts. ei ole
olemassa ryvastysti, jossa on korkeintaan saman verran
ryppaita ja pienempi yhdistamisetaisyys



Monotonisuus vs. optimaalisuus

» Monotonisuus ja optimaalisuus mittaavat ryvastysmenetemista
hieman eri ominaisuutta

» Monotonisuus tarkoittaa, ettd algoritmin edetess3
yhdistamisetdisyys ei koskaan vidhene (dendrogrammissa ei ole
ristiin menevia kaaria)

» Optimaalisuus tarkoittaa, ettd ryvdstyksen (suurin)

yhdistamisetdisyys on mahdollisimman pieni (dendrogrammi on
mahdollisimman matala)



Ryvastysmenetelmien optimaalisuus

» Voidaan osoittaa, ettd ldhinaapuriryvastys on optimaalinen
(todistus sivuutetaan)

» Kauimmaisen naapurin, keskimaardisen etdisyyden ja
keskiarvoryvistysmenetelmit eivdt sen sijaan ole optimaalisia



Kauimmainen naapuri ja keskimaardinen etdisyys eivat tuota
optimaalista ryvastysta

Kauimmaisen naapurin ja keskimaardisen etdisyyden
ryvistysmenetelmat eivat ole optimaalisia, mikd ndhdaan alla
olevasta esimerkistd

Molemmat algoritmit liittdvat ensin toisiinsa pisteet
etaisyydelld 1 (d» ja d3) ja paatyvat kahden ryppaan
ryvéstykseen {{dl, do, 61'3}7 {d4}} tai {{dl}, {dg, ds, d4}}
Optimaalinen ryvistys molemmissa tapauksissa

{{dl’ d2}a {d3’ d4}}'

Yhdistamisetdisyys kauimmaisen naapurin menetelmalld 4
(optimi 3) keskimdardisen etidisyyden menetelmilla
(1+3+4)/3=2.5 (optimi 1.5)

x
dq

3, K ] 3, %
do ds dy



Keskipisteryvastys ei ole optimaalinen

> Keskipisteryvastamisen
epdoptimaalisuus ndhdaan
kuvan esimerkista

» Kuvassa pisteet

dl = (1 +e 1)' d2 = (57 1)1

on yhdistetty etdisyydell3
4 — ¢, joka on myds
ryvastyksen
{{d1, &2}, {ds}} (K =2)
yhdistdmisetaisyys

» Ryvéastyksen {{d1,d2,d3}}
(K=1) yhdistamisetiisyys
on d({{d1, d2, d3}}) =

3.46 < 4 — € eli pienempi
maard ryppditd saadaan
pienemmalla
yhdistimisetdisyydelld

d3
5 :
4 x —4
N -3
-2
2 d d
1 xl ] xz -1
0
0 dy  dy  ds



Hierarkkiset kokoavat ryvdstysmenetelmat: yhteenveto

menetelm3 aikavaativuus  opti- kommentti
maalinen?

I5hinaapuri O(n?) on ketjumaiset ryppaat

kauimmainen pari O(n*)logn ei ‘outlier’-herkka

keskimdardinen etdisyys | O(n*)logn ei useimmiten hyv3

keskipiste O(n?)logn ei ei-monotoninen



Hierarkkinen vs . K-keskiarvon ryvastys

» K-means on nopea (O(nK)), epadeterministinen ja vaatii
kiintedn ryppaiden maaran

» Hierarkkiset menetelemit ovat raskaampia
(O(n?) — O(n?log n)), deterministisid ja antavat paremmat
tySkalut ryppdiden ma3idran valintaan



