Yhteentormiysten generoiminen Rolling Hashille modulo 2%4.

Olkoon meilld merkkijono s, merkitdan s; sen ¢:nnen kirjaimen ASCII-arvoa. Merkkijonon
s hajautusarvo H; tekniikkaa "Rolling Hash” kdyttden, lasketaan kaavalla

ns—1
H, = Z A's; mod N,
i=0
missi A on sopiva ennalta valittu kokonaisluku ja ns on merkkijonon s pituus. Huomaat-
han, etti potenssit menevit “eri suuntaan” téssi kuin miten yleensi rolling
hashissa. Téaméin vaikutuksen voi kumota kiantédmalla merkkijonon toisin péain.

Tissd keskitymme tapaukseen, jossa N = 264, Tillainen tilanne tulee vastaan muun muas-
sa silloin, jos moduloa ei oteta ollenkaan laskiessa hajautusarvoa 64-bittiseen etumerkitto-

méin kokonaislukuun, vaan vélituloksen annetaan ylivuotaa.

Muistutuksena vield mainittakoon, ettd z mod N = y mod N tidsmaélleen siiné tapauksessa,
ettd N jakaa luvun x — y. Notaation lyhent&dmiseksi merkitdén [z] luvun z jakojddnndsta
luvulla N = 2%4, On tunnettua, etti tallsin [[z][y]] = [zy] ja [[2] + [y]] = [z + y]-

Oletetaan ensin, ettd A on parillinen, A = 2B. Jos merkkijonossa s on vihintdan 64
kirjainta, saadaan

ns—1 ng—1 63
Hy=[>_ (2B)'s]= > [2[Bsi] = Y [2][B'][si],
=0 =0 =0

silla [264] = 0. Téstd nidhdiin, ettd kahdella vihintiin 64-merkkiselli merkkijonolla, joilla
on sama 64 merkkif pitkd alkuosa, on sama hajautusarvo. Téten luvun A valitseminen
parilliseksi mahdollistaan yhteentorméysten erittdin helpon generoimisen.

Tarkastellaan sitten tapausta, jossa A on pariton. Tarkastellaan merkkijonoa s, jonka pituus
ns on 2048 = 2 — 1 merkkiii. Merkitdiin cnt(i):114 numeron i bittiesityksessi olevien
ykkosbittien méaraa. Merkkijonon s i:nnes kirjain on ’a’ mikéli ent(7) on pariton, muuten
i:nnes kirjain on ’b’. Olkoon s’ merkkijono, joka on saatu merkkijonosta s vaihtamalla
kirjaimet ’'a’ ja ’b’ keskenddn. Nyt Hy — Hy = 0, kuten ndemme seuraavaksi.
Koska Hy — Hy =[S0 " Al(s; — 8})], riittéd osoittaa, ettd S 10! Ai(s; — s}) on jaollinen
luvulla 264, Koska kirjainten ’a’ ja ’b’ ASCII-arvot ovat perikkiisis kokonaislukuja, on timi
sama asia kuin Z?:Sal A(—1)e"*(0)  Tami johtuu siité, ettd merkkijonossa s on kirjain 'a’
tasan niissé indekseissa 4, joille cnt() on pariton, jolloin s; = s, — 1. Toisaalta jos cnt(i)
on parillinen, on merkkijonossa s indeksissa ¢ kirjain 'b’ ja s; = s + 1.
Seuraavaksi tidrked havainto, joka perustellaan myShemmin:
ns—1
(1— A1 - A7) - AT)..(1 - A%") = Y7 Ai(—1)ent), (1)
i=0

Koska A on pariton, on 1— A jaollinen kahdella. Toisaalta, koska 1 — A2 = (1— A2 ")(1+
A2i71), missi 1+ A2 on parillinen, nihdién induktiolla, ettd 1— A2 on jaollinen luvulla 2
vihintdn i +1 kertaa, eli 2071 jakaa luvun 1— A2, Nyt siis (1— A2°)(1—A2))(1—A2")...(1—
A2) on jaollinen luvulla 2 viihintééin 142434...411 = 66 kertaa, joten St Al(si—sh)
on jaollinen luvulla 264, Tamai tarkoittaa, ettd Hy — Hy = 0, eli merkkijonot s ja s’ saavat
saman hajautusarvon.



Generoidut yhteentérméykset riippuivat ainoastaan luvun A parillisuudesta, eiké ollenkaan
sen tarkemmasta arvosta. Tama tekee yhteentérméaysten generoinnista erityisen helppoa.
Tarinan opetus: dld kiytd Rolling Hash modulo kakkosen potenssi!

Kaavan (1) perustelu. Todistus perustuu induktioon. Viite:

20+l
1

(1- A1 - A)..(1-AY)= Y Al(-1)m0,

1=0

Kaava (1) saadaan tastd kun j = 10. Tilanne 5 = 0 on selvd. Oletetaan, ettd viite on
selvidd kun j = 0..n. Todistetaan, ettd viite pitee myos kun j = n + 1. Nyt

2"+1—1

(1-A%)..(1-A)(1 - A" = Z Al(—1)ent@)(1 — A2

2n+1 1 2n+1 1
_ 9 cnt 2"'*‘1 7 cnt
= AY( AY(

2n+1 1 on+1_1

_ Z Az(_l)cnt(z)+ Z A2"+1+’i(_1)cnt(i)+1.
1=0 =0

Koska i < 2"*! on luvun 2"! 44 bindiriesityksessi tismilleen yksi ykkosbitti enemmén,
kuin luvun 4 bindiriesityksessi. Titen cnt(2" +4) = cnt(i) + 1. Kun i kily 1dpi luvut
0.27*+1 — 1, kily 27! +4 lipi kaikki luvut 27+, 2ntl 4 ondl 1 — 2742 _ 1 Titen

27L+1_1 2n+2 1
Z A2n+1+z‘( cnt( +1 Z Az cnt
=0 i= 2n+1
joten
2n+171 271+2 1
0 n n+1 :
(1-AT)(1-AT) (1 - A7) = Y A=) 4 3T Al(—1)etC
=0 j=2n+1
ant2_1

— Z Az cnt

miké pitikin osoittaa.

Yleistys modulo p".

Samaa ideaa kiyttden voidaan myds generoida yhteentérmiayksid modulo p”, missd p on
(pieni) alkuluku ja n on mielivaltainen luonnollinen luku. Tapaus, jossa A on jaollinen
luvulla p menee tdsmélleen samalla tavalla kuin aiemman tarkastelun tapaus, jossa A oli
parillinen.



Jos A ei ole jaollinen luvulla p, niin Fermat'n pienen lauseen mukaan AP~' = 1 mod p.
Jos asetamme m = p — 1, niin tdmi tarkoittaa sitd, ettd A™ = 1 + ap, missid a on jokin
kokonaisluku.

Olkoon C = A™ = 1+ ap. Nyt pi* Jakaa luvun Cp — 1: tapaus 7 = 0 on triviaali, silla
C—1 = ap. Toisaalta C?"' —1 = (C?' —1)(cP'" ¥’ +sz+1 20" . +1). Induktion nojalla
tulon vasemmanpuoleinen alkio on jaollinen luvulla p't!, joten viitteen todistamiseksi
riittdd osoittaa, ettd oikeanpuoleinen alkio on jaollinen luvulla p. Koska C = 1 mod p,
saadaan

it+1 it+1

ortrt porT L =P T2 L 4 mod .
Koska tédssd summassa on tasan p termid, on oikealla puolella oleva luku 0 mod p, joten
cr P L oPT =% L 41 = 0 mod p. Téten p'*! jakaa luvun CP' —1 kaikilla luonnollisilla

luvuilla 3.

Tarkastellaan seuraavaksi tuloa (1 — C)(1—CP")...(1 — Cpl). Samankaltaisesti, kuin miten
kaava (1) perusteltiin, voidaan osoittaa, etti

(1_0)(1_010 )... 1—(3’7’ Zcz cntp

missd cnty(i) on luvun i esityksessd p-lukujérjestelméssé esiintyvien numeroiden summa
ja © kulkee yli kaikkien sellaisten kokonaislukujen, joiden esitys p-lukujérjestelméssi on
korkeintaan [ + 1 merkkié pitki ja joiden esityksessd esiintyy ainoastaan numeroita 0 ja 1.

Nyt p(IH2+ 41 — (1) +2)/2 jakaa luvun (1 — C’)p_l(l cr Pl (1—CP Y1 joten
tarpeeksi isolla [ tieddmme, ettd p™ jakaa luvun > ¢ ol CH(—1)ente (),

Enii tarvitsee keksid samanpituiset merkkijonot s # s', joilla

ns—1 pttl—_1

Z Aj(Sj Z Cz cntp (i)
=0

Se onnistuu seuraavasti: merkkijonojen s ja s’ pituus on mp!Tt. Jos j ei ole jaollinen luvulla

m, niin asetetaan kumpaankin merkkijonoon indeksiin j kirjain ’a’. Toisaalta jos j = ma,
asetetaan asetetaan indeksiin j = mz toisessa merkkijonossa ’a’ ja toisessa 'b’, siten etté

55— 5;- = Smi — Sh; = (—l)cntp(i). Nyt

1+1 1 pl+1_1
Yo Allsi—s) =D A" (smi— i)
j=0 i=0

pl+1 1

Téaten tarpeeksi isolla | saamme yhteentorméyksen.
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