Luku 8

Aluekyselyt

Aluekysely on tiettya taulukon valia koskeva kysely. Tyypillisia aluekyselyi-
ta ovat, mika on taulukon valin lukujen summa tai pienin luku valilla. Esi-
merkiksi seuraavassa taulukossa tummennetun vilin lukujen summa on
3+1+7+2=13ja pienin luku on 1.

528133 |1|7|2|5|8

Aluekyselyyn vastaaminen on helppoa ajassa O(n) kdymalla 14api kaikki tau-
lukon arvot annetulla vililla. TAm& on kuitenkin hidasta, jos aluekyselyita
taytyy tehdéa usein. Tdssa luvussa tavoitteena onkin kehittiai tehokkaampia
tietorakenteita, jotka soveltuvat erityisesti aluekyselyiden tekemiseen.

8.1 Summataulukko

Summataulukko mahdollistaa minké tahansa taulukon vilin summan las-
kemisen ajassa O(1). Summataulukon jokaisessa kohdassa on taulukon lu-
kujen summa kyseiseen kohtaan asti. Seuraavassa on esimerkki taulukosta
ja sitd vastaavasta summataulukosta:
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Summataulukon hyotynéa on, ettd minka tahansa taulukon vélin summan
saa laskettua kahdesta summataulukon arvosta. Esimerkiksi summa

528133 |1|7|2|5]|8

saadaan vihentamalla summasta

summa

512 (8|3 |3 |1|7|2|5|8

Summataulukon perusteella summa on 31 - 18 = 13.

Yleisesti jos T on alkuperidinen taulukko ja S on summataulukko, niin kaa-
va S[b] - Sla — 1] kertoo T:n summan vililla a...b. Erikoistapauksena jos
a =0, niin summa on suoraan S[b6]. Summataulukon muodostaminen vie ai-
kaa O(n), ja taméan jalkeen minki tahansa vélin summan pystyy laskemaan
ajassa O(1).

Myos kaksiulotteisesta taulukosta voi tehdd summataulukon, jolloin minké
tahansa suorakulmaisen alueen summan voi laskea ajassa O(1). Nyt jokai-
sessa summataulukon kohdassa on sellaisen suorakulmion summa, joka al-
kaa taulukon vasemmasta yldnurkasta ja paattyy kyseiseen kohtaan.

Tarkastellaan esimerkiksi seuraavan alueen summan laskemista:
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Ideana on ottaa ldahtokohdaksi summa taulukon vasemmasta ylanurkasta
halutun alueen oikeaan alanurkkaan, poistaa siitd vasemman reunan ja yla-
reunan summat seki lisdtda vasemman yldnurkan summa, joka tuli poistet-
tua kahdesti. Tassa tapauksessa laskutoimitus on seuraava:

Yleisesti suorakulmion summa kohdasta 7T'[y1][x1] kohtaan T'[y2][x2] selvi-
a4 kaavalla S[y2llxo] — S[y1 — 11lxe]l — S[yollx1 — 11+ S[y1 — 11[x1 — 1]. Jélleen
jos x1 =0 tai y1 = 0, niin vastaavat summat jaavat pois kaavasta. Nyt sum-
mataulukon muodostus vie aikaa O(n?) ja summan laskeminen O(1). Samaa
ideaa voi kidyttad myos korkeammissa ulottuvuuksissa.

Summataulukko on tehokas ja helposti toteutettava ratkaisu, mutta siina
on kaksi heikkoutta. Ensinnékin tietorakenne soveltuu vain summien las-
kemiseen eiké esimerkiksi pienimmén luvun etsimiseen. Lisdksi jos taulu-
kon sisédlté muuttuu, niin summataulukko taytyy laskea uudestaan. Seuraa-
vaksi esiteltdavit tietorakenteet korjaavat nama molemmat ongelmat.

8.2 /n-rakenne

Seuraava tietorakenne on tavallisen taulukon ja summataulukon valimuoto,
jossa taulukko jaetaan y/n-kokoisiin vileihin. Taulukon lisdksi jokaisesta
véilista tallennetaan aputaulukkoon lukujen summa, pienin luku tai muu
haluttu tieto. Taméin ansiosta sekd aluekyselyn tekeminen ettd taulukon
muuttaminen onnistuvat ajassa O(\/n).

Tarkastellaan summien laskemista seuraavassa taulukossa, jossa n = 16.
Nyt vilin pituus on /n = 4, joten aputaulukkoon tulee 4 summaa.

2217|2213




LUKU 8. ALUEKYSELYT 96

Lasketaan sitten seuraavan alueen summa:

22172213

Kaksi keskimmadisté /n-vilid ovat kokonaan mukana alueessa, minké an-
siosta niiden summat saa aputaulukosta. Alussa ja lopussa olevat luvut las-
ketaan mukaan summaan erikseen. Tdméan perusteella alueen summaksi
tulee 3+17+22+6 +2 =50. Minki tahansa alueen summan saa laskettua
ajassa O(y/n), koska alussa ja lopussa on molemmissa alle /n lukua, joiden
summa taytyy laskea kayttamatta aputaulukkoa.

Jos taulukko muuttuu, niin vastaava kohta aputaulukossa taytyy laskea
uudestaan. Tdhdn kuluu aikaa O(y/n), koska muutettavalla vililld on /n
lukua. Summan laskennassa muutos on mahdollista toteuttaa myos ajassa
0(1), koska riittaa vahentaa vanha arvo aputaulukosta ja lisdta uusi.

v/n-rakenne soveltuu summan lisdksi minki tahansa liitinndisen funktion
aluekyselyihin. Liitannaisyys tarkoittaa, etta perdkkaiset operaatiot voi las-
kea missd tahansa jéarjestyksessd. Esimerkiksi summa on liitdnnédinen, kos-
ka a + (b +c¢) = (a + b) + c. Vastaavasti pienin luku on liitdnnédinen, koska
min(a, min(b, ¢)) = min(min(a, b), ¢). Pienimméin luvun kyselyissi tietora-
kenne nayttiisi seuraavalta:

3212

v/n-rakenne on ldhes yht4 helppo toteuttaa kuin summataulukko, ja se mah-
dollistaa taulukon muuttamisen tehokkaasti sekd muidenkin kuin summien
laskemisen. Kuitenkin joskus myos O(y/n) on liian hidas aikavaativuus.
Seuraavaksi esiteltivd puurakenne mahdollistaa kaiken saman kuin /n-
rakenne, mutta aikavaativuus on vain O(logn).
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8.3 Segmenttipuu

Segmenttipuu on puurakenne, jonka juuressa on aluekyselyn tulos koko tau-
lukon alueelta, seuraavalla tasolla tulokset vasemmasta ja oikeasta puolis-
kosta, seuraavalla tasolla tulokset kustakin neljinneksesti jne. Seki kyse-
lyn ettd taulukon muuttamisen aikavaativuus on O(logn).

Seuraava segmenttipuu sisidltda taulukon vilien summat:

Kysely

Tarkastellaan seuraavan summan laskemista segmenttipuusta:
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Ideana on muodostaa vélin summa mahdollisimman ylhaélla puussa olevis-
ta summista. Alkutilanteessa koko summan lukuun ottamatta ensimmaista
lukua 3 saa laskettua ylemmalta tasolta:

Talla hetkelld summa on jaettu valeihin niin, ettd ensimmaisessé valisséa on
yksi luku ja viidessd seuraavassa vilissd on kaksi lukua. Kahden luvun vi-
leja voi vield yhdistd4 neljan luvun valeiksi:

Tamén perusteella valin summa on 3+ 17 + 22 +8 = 50.

Jokaisessa kyselyssd summattavien osien méaara on luokkaa O(logn), minka
ansiosta kysely on mahdollista toteuttaa ajassa O(logn).
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Paivitys
Segmenttipuun paivityksessd on ideana kulkea puuta ylospéain juureen asti

ja paivittda uusi tulos jokaiseen solmuun. Tarkastellaan esimerkiksi taulu-
kon arvon 9 muuttamista:

Seuraavassa tilanteessa uudeksi arvoksi tulee 7. Muutos vaikuttaa seuraa-
viin segmenttipuun solmuihin:

Polun pituus taulukosta puun juureen on O(logn), minki ansiosta muutta-
minen onnistuu ajassa O(logn).
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Toteutus

Segmenttipuun lyhyt ja tehokas toteutus perustuu taulukkoon, johon tal-
lennetaan sekd puun solmujen sisdlto ettd alkuperidisen taulukon sisalto.
Ideana on tallentaa ensin puun solmut taso kerrallaan ja lopuksi taulukon
sisélt6. Puun solmujen méédri on n — 1, kun taulukossa on n arvoa.

Seuraava funktio alusta muodostaa segmenttipuun taulukkoon p taulukon
t siséllon perusteella. Taulukossa p indeksit 1...n — 1 sisdltavat puun sol-
mujen arvot ja indeksit n...2n — 1 sisiltavat taulukon t arvot.

const int n = 16;
int t[] = {5,8,6,3,2,7,2,6,7,1,9,5,6,2,3,2};
int p[2*n];

void alusta () {
for (int 1 0; 1 <n; i++)
pln+il t[il;
for (int i = n-1; i >= 1; i—-)
plil = p[2#i]+p[2%i+11;

Funktio summa laskee taulukon lukujen summan indeksistd a indeksiin b.
Aluksi funktio lisdd indekseihin arvon n, koska haku alkaa segmenttipuun
taulukko-osasta. Taméan jalkeen funktio siirtyy joka askeleella tason yle-
méissi puussa jakamalla indeksit kahdella. Summa s kasvaa aina, kun ha-
kualueen reunalla olevalle summalle ei ole paria.

int summa(int a, int b) {

a +=n; b += n;

int s = 0;

while (a < b) {
if (a%2 == 1) s += pla++];
if (b%2 == 0) s += plb—-1;
a/= 2;b /= 2;

}

if (a == b) s += plal;

return s;
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Seuraava funktio muuttaa taulukon indeksin %2 arvoksi x. Funktio kulkee
puun ylos juureen saakka ja paivittaa kaikkiin kohtiin uuden summan.

void paivita(int k, int x) {
pln+k] = x;
k = (n+k)/2;
while (k >= 1) {
plk] = pl2+k]+p[2xk+1];
k /= 2;

Huomaa, etta tassa esitetty toteutus olettaa lukujen méaaran olevan muotoa
2% Jos lukujen maéra on jokin muu, helppo ratkaisu on lisété loppuun nollia
tarvittava maara.

Sovellukset

v/n-rakennetta vastaavasti segmenttipuun avulla voi toteuttaa minkéi ta-
hansa liitdnnédisen laskutoimituksen aluekyselyn. Seuraava erikoinen seg-
menttipuu sisaltdi jokaisen vilin lukujen suurimman yhteisen tekijan.

Segmenttipuuta muistuttava puurakenne on binddri-indeksipuu, jonka ope-
raatiot ovat myos O(logn)-aikaisia. Se on hieman segmenttipuuta kevyempi
ja vie vihemmén muistia, mutta rakenne mahdollistaa vain summien k-
sittelyn ja sen toiminnan ymmaéartaminen on vaikeampaa.
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8.4 Alin yhteinen vanhempi

Puussa kahden solmun alin yhteinen vanhempi on sellainen solmu, josta
padsee molempiin solmuihin ja joka on mahdollisimman alhaalla puussa.
Esimerkiksi seuraavassa puussa D:n ja H:n alin yhteinen vanhempi on B ja
B:n ja J:n alin yhteinen vanhempi on A.

Katsotaan seuraavaksi, miten ongelman voi ratkaista tehokkaasti pienim-
mén luvun aluekyselyn avulla. Ensimmaéinen vaihe on kdyda puun solmut
lapi syvyyssuuntaisesti:

Tastd muodostuu seuraava taulukko, joka sisdltdd solmut ja niiden syvyy-
det puussa ldapikdynnin jarjestyksessa:

A B DBEHETIEUDBACUFJFOCGTCA
o1 2 1 2 3 23 2 1 01 23 2 1 2 10
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Ideana on, ettd kahden solmun alimman yhteisen vanhemman loytéaa etsi-
malléd niiden vélisella alueella olevan solmun, jonka syvyys on pienin. Esi-
merkiksi D:n ja H:n alin yhteinen vanhempi on B, jonka syvyys on 1:

o »

B D BEHETIE DBATCUFJUVFCGTCA
12 1 2 3 23 2 1 0 1 2 3 2 1 2 1 0
Vastaavasti B:n ja J:n alin yhteinen vanhempi on A, jonka syvyys on 0:
A B DBEHETIEDBAT CU F JFCGTZCA
01 2 1 2 3 2 3 2 1 0 1 2 3 2 1 2 1 O
Ratkaisu perustuu siihen, ettd solmujen vélinen alue taulukossa kuvaa pol-
kua niiden vililla. Polussa ylimpéna oleva solmu on ainoa polun solmu, josta
padsee laskeutumaan kumpaankin solmuun. Jos solmu esiintyy taulukossa

monta kertaa eli se ei ole lehtisolmu, niin miké tahansa solmun esiintyméa
kelpaa alueen paitekohdaksi.

Segmenttipuuta kayttiden taulukon vilin pienin luku loytyy ajassa O(logn),
joten minké tahansa kahden solmun alin yhteinen vanhempi loytyy ajassa
O(logn). Jokainen kaari tulee vastaan kahdesti kdpikdynnissi, joten tau-
lukko vie tilaa O(n).



