582359 Algoritmit ongelmanratkaisussa (kevit 2013)
Viikon 1 ratkaisuja

1. Laske seuraavat bittioperaatiot ensin kisin. Varmista sitten ohjelmalla, ettd tulokset ovat oikein.

(a) 123 & 321 (and-operaatio)

(b) 123 | 321 (or-operaatio)

(c) 123 = 321 (xor-operaatio)

(d) 23 << 3 (bittisiirto vasemmalle)
(e) 157 >> 4 (bittisiirto oikealle)
(f) ~123 (not-operaatio)

Ratkaisu:

123 001111011
(@ & 321 101000001
65 001000001

123 001111011
() | 321 101000001
379 101111011

123 001111011

(¢) ~ 321 101000001
314 100111010
23 10111

@ << 3

184 10111000
157 10011101

© >> 4
9 1001
- 123 001111011

5

-124 110000100

Tissd on tulkintana, ettd alkubitti 1 tarkoittaa negatiivista lukua kahden komplementtina.

2. Perustele seuraavissa kohdissa, miksi vasemmalla ja oikealla olevat koodit toimivat samalla tavalla. Mitid
hyvii ja huonoja puolia bittioperaatioiden kéytdssd on kussakin tilanteessa?

(a) Parillisuuden tarkastus:
if (x % 2 == 0) { if (x & 1 == 0) {

(b) Muuttujan nollaus:

x = 0; x "= x;

(c) Kerto- ja jakolaskut:

x = (int)Math.pow (2, 20); x = 1 << 20;

a = 256 x b; a =Db << §;

c=d/ 2; c =d > 1;

e = 24 *x f; e = (f << 4) + (f << 3);
(d) Muuttujien a ja b arvojen vaihtaminen:

apu = aj; a=a " b;

a = b; b =a " b;

b = apu; a=a " b;



Ratkaisu:

(a) Merkintd x & 1 erottaa luvun viimeisen bitin, joka on O tai 1 luvun parillisuuden mukaan.

Hyvini puolena bittioperaatio on prosessorille helpompi suorittaa kuin jakolasku. Huonona puolena
tekniikkaa voi kiyttiz vain, jos jakaja on muotoa 2*.

(b) x "= xtarkoittaax = x ~ x,jax " x on aina 0, koska kaikki bitit ovat samoja.

Hyvini puolena prosessorista riippuen xor-operaatio voi olla helpompi suorittaa kuin arvon 0 sijoitus.
Huonona puolena xor-operaatiota voi kiyttdd vain nollauksessa.

(c) Bittien siirtdminen askeleen vasemmalle kertoo luvun 2:1la ja askeleen oikealle jakaa luvun 2:lla.

Hyvéni puolena bittien siirtdiminen on prosessorille helpompaa kuin yleinen kerto- tai jakolasku. Huo-
nona puolena vain kertominen ja jakaminen 2*:11a on mahdollista.

(d) Tarkastellaan xor-menetelmin toimintaa, kana = 123jab = 321:
a = 123 001111011

= 321 101000001

= 314 100111010

= 314 100111010
= 321 101000001
= 123 001111011

= 314 100111010
= 123 001111011
a = 321 101000001
Ideana on, ettd vaiheen 1 jidlkeen a:ssa olevasta xor-arvosta saa sekéd a:n ettd b:n alkuperdisen arvon
xor-operaatiolla. Vastaavan idean voisi toteuttaa myos yhteenlaskulla:
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a=a + b;
b =a - b;
a=a - b;

3. Lukujen 1...n osajoukko voidaan esittdé yhtend kokonaislukuna bittivektorina. Jos luku k kuuluu osajouk-
koon, niin bittivektorin k. bitti lopusta alkaen on 1, ja muuten bitti on 0. Esimerkiksi osajoukkoa {1, 3, 4, 8}
vastaa bittivektori 10001101 eli kokonaisluku 141.

Tiedostossa Osajoukko. java on osajoukon toteutus boolean-taulukkona. Muuta ohjelmaa kiyttdmiin
bittivektoria, jolloin osajoukon tallennukseen riittdd yksi int-muuttuja.

Ratkaisu:
Muutettu toteutus on tiedostossa Osa joukko?2 . java.

4. Syotteend annetaan positiivinen kokonaisluku n sekd n — 1 eri kokonaislukua vililtd 1. .. n. Tehtdvind on
etsid puuttuva luku. Esimerkiksi jos n = 5 ja luvut ovat 3, 1, 5 ja 4, niin puuttuva luku on 2.

Esiti tehtiviin ajassa O(n) ja tilassa O(1) toimiva ratkaisu, joka hyddyntid xor-operaatiota.

Ratkaisu:

Alustava ratkaisu on laskea ensin lukujen 1...n summa ja vihentdi siitd kaikki annetut luvut, jolloin tu-
loksena on puuttuva luku. Esimerkiksi 1 +2434445 = 25ja25 -3 —1 — 5 — 4 = 2. Téssid on pieneni
heikkoutena, ettd lukujen summa on selvisti annettuja lukuja suurempi.

Vastaavan ratkaisun voi toteuttaa xor-operaatiolla tehtdavin 2(d) tyylisesti. Nyt riittdd kdyttdd joka vaiheessa
xor-operaatiota. Esimerkiksi 1 xor 2 xor 3 xor 4 xor 5 =1 ja 1 xor 3 xor 1 xor 5 xor 4 = 2.

5. Funktio Y'(n) vastaa lukujen 1 ... n ykkdosbittien yhteismédrdd. Esimerkiksi Y (5) = 7, koska lukujen1...5
bittiesitykset ovat 1, 10, 11, 100 ja 101 ja niissd on yhteensd 7 ykkosbittid.
Tee ohjelma, joka laskee tehokkaasti arvon Y (12345678987654321).



Ratkaisu:

Tehokkaan ratkaisun keksimistd auttaa tarkastella lukujen bittiesityksid kokonaisuutena. Seuraavassa taulu-
kossa ovat lukujen 0. . . 20 bittiesitykset:

0 0

1 1

2 10

3 11

4 100

5 101

6 110

7 111

8 1000

9 1001

10 1010

11 1011

12 1100

13 1101

14 1110

15 1111

16 10000

17 10001

18 10010

19 10011

20 10100
Huomataan, ettd jokaisessa sarakkeessa biteistd muodostuu sddnnollinen kuvio. Viimeisessd sarakkeessa
kuvioon0, 1,0, 1,0, 1, .. ., toiseksi viimeisessd sarakkeessa 0,0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, .. ., kolmanneksi viimei-
sessd sarakkeessa 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, ... jne. Siis sarakkeessa k oikealta lukien bitti vaihtuu 25=1 luyun

vilein. Tdmin sdinnollisyyden avulla on mahdollista laskea kaikki tietysséd sarakkeessa olevat bitit samalla
kertaa. Tiedostossa Ykkosbitit . java on tihin perustuva tehtdvin ratkaisu.

(a) Kiytettivissd ovat luvut {1, 2, 4, 8, 16, 32, ...} eli muotoa 2¥ olevat luvut. Osoita, etti miki tahansa
positiivinen kokonaisluku voidaan esittidd ndiden lukujen osajoukon summana.

Esimerkiksi 185 = 1+ 8 4+ 16 + 32 4 128.
(b) Osoita sama, kun luvut ovat {1, —2, 4, —8, 16, —32, ...} eli muotoa 2¥(—1)*.
Esimerkiksi 185 =1 — 8 4+ 64 — 128 4 256.
Ratkaisu 1:

(a) Muotoa 2* olevan luvun bittiesitys on 1 0. . . 0, minki ansiosta minki tahansa positiivisen kokonais-

k
luvun saa tuotettua laskemalla yhteen tarvittavat bitit tuottavat luvut.
Esimerkiksi luvun 185 bittiesityson 10111001, joten sen saa summana bittiesityksistd 1 + 1000 +
10000+ 100000+ 10000000 eli luvuista 1 + 8 + 16 + 32 + 128.

(b) Tilanne on samantapainen, mutta negatiiviset luvut hankaloittavat asiaa. Yksi tekniikka on ottaa
lahtokohdaksi luvun bittiesitys ja kdyda bitit lapi oikealta vasemmalle. Aina ykkosbitin kohdalla vas-
taava luku 2* tai —2* poistetaan luvusta. Timi jatkuu, kunnes luku on 0.

Esimerkiksi luvun 185 kisittely on seuraava:

luku bittiesitys  poisto
185 10111001 1
184 10111000 -8
192 11000000 64

128 10000000 —128
256 100000000 256
0 0 -



Ratkaisu 2:

Seuraavassa on toinen matemaattisempi todistus tehtdvéin. Ideana on olettaa, ettéd jokin luku on pienin luku,
jolla viite pitdd paikkansa, ja nayttdd, ettd tdstd seuraa ristiriita.

(a) Tehdéin vastaoletus, etti luku p on pienin positiivinen kokonaisluku, jota ei voi muodostaa lukujen 2%
summana. Kdydaan lapi mahdolliset tapaukset, miké p voi olla:

i. pon 1. Timi on ristiriita, koska p = 2° eli sen voi esittiz lukujen 2¥ summana.

ii. p on parillinen. Nyt luvun p/2 voi esitt4i lukujen 2¥ summana, koska p on pienin luku, jota ei
voi esittdd. Kuitenkin p/2:n esityksessé jokaisen luvun voi kertoa 2:1la, jolloin tuloksena on p:n
esitys lukujen 2F summana. Tdmi aiheuttaa ristiriidan.

iii. p on pariton. Nyt luvun (p — 1)/2 voi esittii lukujen 2* summana. Kuitenkin tisti esityksesti saa

luvun p esityksen kertomalla 2:1la ja lisddamaélla 1:n, jota ei voi olla ennestdin esityksessd. Tami
aiheuttaa ristiriidan.

Y1l4 olevan perusteella ei ole olemassa pieninté positiivista kokonaislukua p, jota ei voi esittdd lukujen
2% summana, joten kaikki positiiviset kokonaisluvut voi esittid lukujen 2¥ summana.

(b) Todistetaan yleisemmin, etti kaikki kokonaisluvut voi esittiz lukujen 2* summana. Tehdiin vastao-
letus, etti p on itseisarvoltaan pienin kokonaisluku, jota ei voi muodostaa lukujen (—2)* summana.
Tapaukset ovat:

i. pon-1,0 tai 1. Tdmi on ristiriita koska —1 = 2° — 2%, 0 on tyhjd summa ja 1 = 2°.

ii. p on parillinen. Nyt luvun p/(—2) voi esittid lukujen (—2)* summana. Kuitenkin p/(—2):n esi-
tyksessi jokaisen luvun voi kertoa —2:1la, jolloin tuloksena on p:n esitys lukujen (—2)* summana.
Tamad aiheuttaa ristiriidan.

iii. p on pariton. Nyt luvun (p — 1)/(—2) voi esitti# lukujen (—2)*¥ summana. Kuitenkin tisti esi-
tyksestd saa luvun p esityksen kertomalla sen —2:1la ja lisddmailld 1:n, jota ei voi olla ennestdéin
esityksessd. Tama aiheuttaa ristiriidan.

Y14 olevan perusteella minki tahansa kokonaisluvun voi esittiz lukujen (—2)* summana. Erityisesti
minki tahansa positiivisen kokonaisluvun voi esittdi tillaisena summana.



