582359 Algoritmit ongelmanratkaisussa (kevit 2013)
Viikon 4 ratkaisuja

1. DNA-ketju muodostuu merkeistd A, C, G ja T. Yksi tapa tarkastella DNA-ketjua on jakaa se samaa merkkid
toistaviin osiin. Esimerkiksi ketju AGGCTTTAAG muodostuu osista A, GG, C, TTT, AA ja G. Ketjun pisin
toisto on pisimmin toistavan osan pituus. Esimerkiksi ketjussa AGGCTTTAAG pisin toisto on 3.

Tee tehokkaat algoritmit seuraaviin ongelmiin:

(a) Montako n-merkin DNA-ketjua on olemassa, joissa pisin toisto on 1?

(b) Montako n-merkin DNA-ketjua on olemassa, joissa pisin toisto on yli 1?

Kun n = 10, niin (a)- ja (b)-kohtien tulokset ovat 78732 ja 969844. Laske tulokset, kun n = 30.

Ratkaisu:

(a) Ketjun ensimmadisen merkin valintaan on 4 vaihtoehtoa, minké jdlkeen jokaisen seuraavan merkin
valintaan on 3 vaihtoehtoa. Ketjuja on siis yhteensi 4 - 3" 1. Tapauksessa n = 30 ketjuja on yhteensi
4 - 329 = 274521509459532.

(b) Tulos saadaan vihentimélli kaikkien ketjujen méiristi (a)-kohdan tulos. Kaavaksi tulee 4™ —4-3" 1,
Tapauksessa n = 30 ketjuja on yhteensi 430 — 4 - 329 = 1152646983097387444.

2. Tee tehokas algoritmi, joka laskee, monessako n-merkin DNA-ketjussa pisin toisto on korkeintaan k.
Esimerkiksi kun n = 10 ja k = 3, niin tulos on 959472. Laske tulos, kun n = 30 ja k = 5.
Ratkaisu:

Tarkastellaan ensin tapausta, jossa n = 5 ja k = 3. Haaraudutaan sen mukaan, mikéd on ketjun viimei-
nen saman merkin osa. Jos viimeinen merkki on A, vaihtoehdot ovat ?7?7?A, 7?7?AA, ??7AAA. Vastaavasti
merkeilld C, G ja T tulee kullakin 3 vaihtoehtoa lisdi.

Tédmin idean yleistimalld tehtivin ratkaisuun saa seuraavan rekursiivisen funktion:

0 josn <0
T _ 1 josn =20
(m) = S 3T(n—i)+1 josn<k

¥ 3T(n —4) josn > k

Kaavassa kerroin 3 tulee siit4, ettd viimeisen osion merkki voi olla miké tahansa muu kuin aiemman osion
merkki. Tapauksessa n < k lisdys +1 tulee siitd, ettd kun viimeinen osio kattaa koko merkkijonon, niin
mahdollisuuksia on 4 eikd 3. Ratkaisun toteutus on tiedostossa Ket jut . java.

3. Taulukossa on n positiivista kokonaislukua. Tehtdvini on erottaa taulukon luvuista mahdollisimman pitka
ketju, jossa luvut ovat samassa jirjestyksessd kuin taulukossa ja jokainen luku on edellistd suurempi. Esi-
merkiksi taulukossa [3, 2, 8, 5, 3, 4, 1, 9] pisin ketju on [2, 3, 4, 9] eli siihen kuuluu 4 lukua.

Esitii tehokas algoritmi, joka etsii pisimmiin ketjun taulukosta. Jos saat aikavaativuuden O(n?), niin se on
riittdvin tehokas, mutta myds aikavaativuus O(n log n) on mahdollinen.

Ratkaisu:

Ideana on laskea jokaiselle taulukon luvulle, kuinka pitk# on pisin siihen paittyva ketju. Esimerkin tapauk-
sessa tulokset ovat seuraavat:

Iuku 3 2 8 5 3 4 1 9
pisinketu 1 1 2 2 2 3 1 4

Tamén saa laskettua tehokkaasti kdymaélld kunkin luvun kohdalla taulukon alkuosan ldpi ja etsimélld
sellaisen luvun, joka on kisiteltivdd lukua pienempi ja johon péittyy mahdollisimman pitkd ketju.
Tiatd ketjua jatkamalla syntyy pisin ketju késiteltavddn lukuun asti. Ratkaisun toteutus on tiedostossa
PisinKetju. java ja sen aikavaativuus on O(n?).



Ratkaisua on mahdollista tehostaa toimimaan ajassa O(n log n) ottamalla kdytt66n aputaulukon, joka kertoo
jokaisesta ketjun pituudesta pienimmin tdhdn mennessad 16ydetyn luvun, johon péaittyy kyseisen pituinen
ketju. Esimerkin tapauksessa taulukosta tulee lopulta seuraava:

ketjunpituus 1 2 3 4 5 6 7 8
pieninluku 1 3 4 9 - - - -
Tamaén taulukon sisélto on jarjestyksessd pienimmaéstd suurimpaan, koska pidempi ketju ei voi péittyé pie-
nempéin lukuun kuin lyhyempi ketju. Niinpi taulukosta voi etsid ketjun edellisen luvun bindérihaulla ajassa
O(logn). Tdmi tuottaa aikavaativuuden O(nlogn).

4. Taydellinen tekodly voittaa vastustajan aina, kun on olemassa varma strategia voittoon. Toteuta tdydellinen
tekodly seuraaviin peleihin:

(a) Pelin alussa poydailld on n tikkua. Pelaajat nostavat vuorotellen 1, 2 tai 3 tikkua. Pelin hédviia se, joka
joutuu nostamaan viimeisen tikun.

(b) Muutetaan pelid niin, ettd tikkujen poistoméadrit padtetddn pelin alussa. Tekoidlyn tulee siis sopeutua
mihin tahansa poistoméériin. Kohta (a) on tistd erikoistapaus, jossa poistomdirit ovat [1, 2, 3]. Testaa
tekodlyi esimerkiksi poistomairilld [1, 4] ja [1, 3, 7].

Ratkaisu:

(a) Muodostetaan taulukko, joka ilmoittaa jokaisesta tikkuméadrdstd, onko kyseessd voittotila (V) vai
hiviotila (H). Voittotilassa olevalla pelaajalla on varma strategia voittoon, kun taas hévidtilassa oleva
pelaaja hdvidd varmasti, jos toinen pelaa tdydellisesti. Ensimmiinen hédvidtila on 1. Tila on voittotila,
jos siitd padsee hiviotilaan poistamalla jokin sallittu méadra tikkuja. Vastaavasti tila on hiviotila, jos
miké tahansa poistomiérd johtaa voittotilaan.

tikkwjga 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
tla H V V V H vV V V H vV vV V H V V
Huomataan, ettd tila on hidviodtila tarkalleen silloin, kun tikkumé@drdn jakojddnnos 4:114 on 1.
Taydellinen tekoily valitsee aina tikkuja niin, ettd vastustaja joutuu hévidtilaan. Jos tekodly on itse
hiviotilassa, se voi tehdid minkéd tahansa valinnan ja toivoa, ettd vastustaja tekee virheen.

(b) Kohdan (a) paittely yleistyy mihin tahansa tilanteeseen, joskaan kaava ei ole aina yhtd yksinkertai-
nen. Yleisen tekodlyn voi toteuttaa laskemalla kohdan (a) kaltaisen taulukon pelin alussa olevaan tik-
kumiirddn asti. Tdmén jdlkeen riittdd pyrkid poistamaan tikkuja niin, ettd vastustaja joutuu hdvidtilaan.
Tiedostossa Tikkupeli. java on yleisen tekodlyn toteutus.

5. Toteuta tidydellinen tekodly seuraavaan peliin: Taulukossa on n positiivista kokonaislukua, ja pelaajat pois-
tavat vuorotellen yhden luvun taulukon vasemmasta tai oikeasta reunasta. Peli pdittyy, kun kaikki luvut on
poistettu, ja pelin voittaja on se, jonka poistamien lukujen summa on suurempi.

Ratkaisu:

Tavoitteena on, ettd tekodlyn lukujen summan ja vastustajan lukujen summan erotus olisi mahdollisimman
suuri. Lasketaan jokaiselle taulukon viélille, mikd on suurin mahdollinen lukujen summan erotus. Tdmén
saa laskettua rekursiivisesti vihentdmaélli poistettavasta luvusta jéljelle jddvin taulukon vilin suurin erotus.
Tarkastellaan esimerkiksi seuraavaa taulukkoa pelissi:

52 7 1 2 8

Jos pelaaja valitsee luvun 5 vasemmalta, vastustajan taulukko on seuraava:
2 7 1 2 8

Vastaavasti jos pelaaja valitsee luvun 8 oikealta, vastustajan taulukko on seuraava:
5 2 7 1 2

Ensimmadisessé tapauksessa erotus on 5 — A, jossa A on taulukon loppuosan erotus. Vastaavasti toisessa
tapauksessa erotus on 8 — B, jossa B on taulukon alkuosan erotus. Jos 5 — A > 8 — B, niin pelaajan
kannattaa valita luku 5, ja muuten luku 8. Tiedostossa Poistopeli. java on tehokas ratkaisu, joka
perustuu dynaamiseen ohjelmointiin.



6. Tehtivini on sijoittaa luvut 1...n? taulukkoon, jossa on n x n ruutua. Vaatimuksena on, etti jokaisella
pysty- ja vaakarivilld luvut ovat jirjestyksessd pienimmadstd suurimpaan. Tédssd on yksi tapa muodostaa
taulukko, kun n = 5:

114]7]12(13
2 9115|119
318 |11]2022
6 |14|16|21 |24
1017|1823 |25

Montako vaatimukset tdyttdvad taulukkoa on olemassa, kun n = 10?

Huom.: Vastaus on suuri luku eikd mahdu 64-bittiseen muuttujaan. Jos toteutat ratkaisun Javalla, niin
BigInteger on hyvi valinta.

Ratkaisu:

Olennainen havainto on, ettd jokainen tapa sijoittaa k& ensimmdistd lukua ruudukkoon muodostaa yhtenéisen
alueen ruudukon vasemmasta yldkulmasta. Esimerkissi luvut 1-9 muodostavat seuraavan alueen:

1147 ]12|13
2 9 15|19
318 (11(20]22
6 |14|16|21 |24
10171823 |25

Jokaisessa alueessa alemmalla rivilléd ei ole koskaan enempéd lukuja kuin ylemmalla rivilld, koska muuten
tulevat luvut menisivit vairadn jirjestykseen. Lisdksi alueessa olevien lukujen jdrjestys ei vaikuta siihen,
miten monta tapaa on tdydentdd ruudukko loppuun.

Tiedostossa Young. java on tehokas ratkaisu, joka perustuu ylld oleviin havaintoihin. Ideana on las-
kea jokaisen muotoista aluetta vastaavien ruudukoiden médrd vain kerran. Alueiden madrit tallennetaan
HashSet-rakenteeseen, jossa avaimena on taulukosta muodostettu merkkijonoesitys.



