Tietorakenteet ja algoritmit

Antti Laaksonen

25. tammikuuta 2020






Alkusanat

Ohjelmoinnin oppiminen on pitké prosessi, josta voi erottaa kaksi vaihetta.
Ensimmaéinen vaihe on oppia ohjelmoinnin perustaidot, kuten miten kéyte-
tddn muuttujia, ehtolauseita, silmukoita ja taulukoita. Ohjelmoinnin perus-
kurssit késittelevit ndita aiheita. Toinen vaihe, johon keskitymme talla kurs-
silla, on oppia luomaan tehokkaita algoritmeja.

Kun saamme eteemme ohjelmointiongelman, se on portti seikkailuun, jos-
sa voi odottaa monenlaisia haasteita. Kaikki keinot ovat sallittuja, kunhan
vain saamme aikaan algoritmin, joka ratkaisee ongelman tehokkaasti. Tamé&
kurssi opettaa monia tekniikoita ja ideoita, joista on hyotya algoritmisten
ongelmien ratkaisemisessa.

Algoritmien suunnittelu on keskeisesséd asemassa tietojenkésittelytieteen
teoreettisessa tutkimuksessa, mutta tehokkaat algoritmit ovat tarkeitd myos
monissa kaytdnnon sovelluksissa. Tulemme huomaamaan kurssin aikana jat-
kuvasti, mika yhteys teoreettisilla tuloksilla on siihen, miten hyvin algoritmit
toimivat kaytannossa.

Jos sinulla on palautetta kirjasta, voit lahettaa sitd sahkopostitse osoittee-
seen ahslaaks@cs.helsinki.fi. Lukijoiden palautteesta on paljon hyotyé
kirjan kehittdmisessé. Kirjan uusin versio on aina saatavilla GitHubissa osoit-
teessa https://github.com/pllk/tirakirja.


ahslaaks@cs.helsinki.fi
https://github.com/pllk/tirakirja
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Luku 1

Johdanto

Kurssin Tietorakenteet ja algoritmit tarkoituksena on opettaa menetelmié,
joiden avulla voimme ratkaista tehokkaasti laskennallisia ongelmia. Ohjel-
moinnin peruskursseilla olemme keskittyneet ohjelmointitaidon opetteluun.
Nyt on aika siirtyé askel eteenpéin ja alkaa kiinnittda huomiota myos siihen,
miten nopeasti algoritmit toimivat.

Algoritmien tehokkuudella on suuri merkitys kiytdnnossd. Esimerkiksi
netissé toimiva reittiopas on kéyttokelpoinen sen vuoksi, etti se antaa ehdo-
tuksen reitistd heti sen jélkeen, kun olemme ilmoittaneet, mistd mihin ha-
luamme matkustaa. Jos reittichdotusta pitéisi odottaa vaikkapa minuutti tai
tunti, tdmé rajoittaisi paljon palvelun kiyttoa.

Jotta reittiopas toimisi tehokkaasti, sen taustalla on hyvin suunniteltu
algoritmi. T&lla kurssilla opimme, kuinka voimme luoda itse vastaavia algo-
ritmeja. Tutustumme kurssilla sekéd algoritmien suunnittelun teoriaan etté
kidytantoon — haluamme ymmaéartaé syvéllisesti, mistéd algoritmeissa on kysy-
mys, mutta myos osata toteuttaa niitd kdytadnnossa.

1.1 Mita algoritmit ovat?

Algoritmi (algorithm) on toimintaohje, jota seuraamalla voimme ratkaista
jonkin laskennallisen ongelman. Algoritmille annetaan sydte (input), joka
kuvaa ratkaistavan ongelman tapauksen, ja algoritmin tulee tuottaa tuloste
(output), joka on vastaus sille annettuun syotteeseen.

Tarkastellaan esimerkkiné ongelmaa, jossa syétteenéd on n kokonaislukua
sisaltava taulukko ja tehtdvédnéd on laskea lukujen summa. Esimerkiksi jos
syote on [2,4,1, 8], haluttu tuloste on 15, koska 2 + 4 + 1+ 8 = 15. Voim-
me ratkaista tdmén ongelman algoritmilla, joka kay luvut lapi silmukalla ja
laskee niiden summan muuttujaan.
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Algoritmin toiminnan esittdmiseen on useita mahdollisuuksia. Yksi tapa
on selostaa sanallisesti, kuinka algoritmi toimii, kuten teimme &sken. Toinen
tapa taas on antaa koodi, joka toteuttaa algoritmin. T&ll6in meidén taytyy
valita jokin ohjelmointikieli, jonka avulla esitdmme algoritmin. Esimerkiksi
seuraava Java-koodi kuvaa algoritmin, joka laskee lukujen summan:

int summa = O;

for (int 1 = 0; i < n; i++) {
summa += luvut[i];

}

System.out.println(summa) ;

Voimme myo0s esittdéd algoritmin pseudokoodina todellisen ohjelmointi-
kielen sijasta. Tama tarkoittaa, ettd kirjoitamme koodia, joka on ldhelld
kéytossa olevia ohjelmointikielid, mutta voimme péaattad koodin tarkan kir-
joitusasun itse ja ottaa joitakin vapauksia, joiden ansiosta voimme kuvata
algoritmin mukavammin. Voisimme esimerkiksi esittdi &skeisen algoritmin
pseudokoodina seuraavasti:

summa = 0O

for i = 0 to n-1
summa += luvut[i]

print (summa)

Téssa kirjassa esitdmme algoritmeja sekéd Java-koodina ettd pseudokoodi-
na tilanteesta riippuen. Kédytdmme Java-koodia silloin, kun haluamme kiin-
nittdd huomiota siihen, miten jokin asia toteutetaan tarkalleen Javassa. Pseu-
dokoodia kidytdmme taas silloin, kun haluamme kuvata algoritmin yleisen
idean eiké kéytetylla kielelld ole merkitysta.

1.2 Ohjelmoinnin peruspalikat

Kiehtova seikka ohjelmoinnissa on, ettd monimutkaisetkin algoritmit syn-
tyvét yksinkertaisista aineksista. Kdymme seuraavaksi ldpi ohjelmoinnin pe-
ruspalikat, jotka muodostavat pohjan algoritmien suunnittelulle. Tutustum-
me myos samalla tarkemmin kirjassa kédytettyyn pseudokoodiin.

Muuttuja

Muuttuja (variable) siséltdé yksittaisen algoritmin késittelemén tiedon, ku-
ten luvun, merkin tai totuusarvon. Esimerkiksi seuraava Java-koodi méarit-
telee kolme int-muuttujaa:
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int a = 5;
int b = 7;
int ¢ = at+b;

Pseudokoodissa kdytdmme muuttujia samaan tapaan, mutta emme mer-
kitse niiden tyyppié erikseen:

a=>5

b=7

c = a+tb
Ehtolause

FEhtolause (conditional statement) saa ohjelman toiminnan riippumaan esi-
merkiksi muuttujien arvoista. Seuraava Java-koodi ilmoittaa, onko muuttu-
jan x arvo parillinen vai pariton:

if (xh2 == 0) {
System.out.println("parillinen");

} else {
System.out.println("pariton");

}

Vastaava pseudokoodi on seuraavanlainen:

if x2 ==
print("parillinen")
else
print("pariton")

Silmukka

Silmukka (loop) toistaa sen sisilld olevaa koodia. Tavalliset silmukat ovat for-
silmukka, jonka avulla voi kdaydéa lapi tietyn lukuvélin, sekéd while-silmukka,
joka jatkuu niin kauan kuin haluttu ehto on voimassa.

Esimerkiksi seuraava Java-koodi tulostaa luvut 1,2, ..., 100:

for (int i = 1; i <= 100; i++) {
System.out.println(i);
}
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Téssé on vastaava pseudokoodi:

for i =1 to 100
print (i)

Seuraava Java-koodi puolestaan tulostaa positiivisia lukuja luvusta z al-
kaen ja puolittaa luvun joka askeleella.

while (x >= 1) {
System.out.println(x);
x /= 2;

}

Esimerkiksi jos = 50, koodi tulostaa luvut 50, 25, 12, 6, 3 ja 1. Vastaava
pseudokoodi on seuraavanlainen:

while x >= 1
print(x)
x /=2

Taulukko

Taulukko (array) on ohjelmoinnin tavallisin tietorakenne (data structure) eli
tapa sailyttda kokoelmaa tietoa ohjelmassa. Taulukossa on n alkiota, joiden
kohdat (eli indeksit) ovat 0,1,...,n — 1.

Esimerkiksi seuraava Java-koodi luo taulukon, jossa on 5 kokonaislukua.
Aluksi jokainen luku on 0, ja sitten koodi muuttaa kohtia 0 ja 3.

int[] luvut = new int[5];
luvut [0] = 4;
luvut [3] 2;

Pseudokoodissa taulukkoa kaytetdin muuten samalla tavalla, mutta usein
taulukkoa ei mééritelld erikseen:

luvut [0]
luvut [3]

4
2

Taulukon erikoistapaus on merkkijono (string), jolloin taulukon jokainen
alkio on merkki.

Taulukko on mainio tietorakenne, mutta siind on kaksi heikkoutta: (1)
taulukon kokoa ei voi muuttaa méarittelyn jalkeen ja (2) tietyn alkion etsi-
minen suuresta taulukosta on hidasta. Kurssin aikana tutustumme muihin
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tietorakenteisiin, jotka ratkaisevat ndmé ongelmat.

Taulukko on tarkeé tietorakenne myos sen vuoksi, etté tietokoneen muis-
ti on kuin suuri taulukko. Niinpd mink&d tahansa muun tietorakenteen voi
toteuttaa taulukon avulla.

Aliohjelma

Aliohjelma (subprogram) on ohjelman nimetty osa, jota voi kutsua para-
metreilla. Aliohjelmalle on monia eri nimié kielestd riippuen, ja Javassa
kdytetddn nimed metodi (method). Tassé kirjassa kidytantond on, ettd pro-
seduuri (procedure) on aliohjelma, joka ei palauta mitéén (Javassa void), ja
funktio (function) on aliohjelma, jolla on palautusarvo.

Esimerkiksi seuraava Java-metodi tulostaa luvut 1,2,..., n:

void tulosta(int n) {
for (int i = 1; i <= n; i++) {
System.out.println(i);
}
}

Téata vastaa pseudokoodina seuraava proseduuri:

procedure tulosta(n)
for i =1 ton
print (i)

Seuraava Java-metodi puolestaan laskee summan 1+ 2+ --- + n:

int summa(int n) {
int s = 0;
for (dnt i = 1; i <= n; i++) {
s += 1i;
}
return s;

}

Téta vastaa pseudokoodina seuraava funktio:

function summa(n)
s =0
for i =1 ton
s += i
return s
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Rekursio

Usein algoritmien suunnittelussa esiintyvé ohjelmointitekniikka on rekursio
(recursion), joka tarkoittaa, ettd aliohjelma kutsuu itsedén. Tésséd on yksi
esimerkki rekursion kéyttédmisesté:

procedure testi(n)
if n ==
return
else
print("moikka")
testi(n-1)

Tamé& proseduuri tulostaa n kertaa rivin ”moikka”. Esimerkiksi kutsu
testi(3) saa aikaan seuraavan tulostuksen:

moikka
moikka
moikka

Ideana on, ettd jos n = 0, proseduuri ei tee mitdéan, koska ei ole mitdan
tulostettavaa. Muussa tapauksessa proseduuri tulostaa rivin ”moikka”ja kut-
suu sitten itsedédn parametrilla n — 1.

Kaytdmme rekursiota usein kurssin aikana, ja tutustumme pikkuhiljaa
tarkemmin sen mahdollisuuksiin.

kkk

Olemme nyt kdyneet ldpi ainekset, joiden avulla voimme toteuttaa minkd
tahansa algoritmin. On huojentava tieto, ettd ndinkin pieni mé#ra tekniikoi-
ta riittdd algoritmien suunnittelussa. Nyt kaikki on vain kiinni siitd, miten
osaamme soveltaa naita tekniikoita eri tilanteissa.
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Tehokkuus

Algoritmien suunnittelussa tavoitteemme on saada aikaan algoritmeja, jot-
ka toimivat tehokkaasti. Haluamme luoda algoritmeja, joiden avulla voimme
késitelld my0Os suuria aineistoja ilman, ettd joudumme odottamaan kauan ai-
kaa. Ajattelemmekin, ettéd algoritmi on hywvd, jos se kykenee antamaan meille
nopean vastauksen myos silloin, kun annamme sille paljon tietoa.

Téssé luvussa tutustumme tyokaluihin, joiden avulla voimme arvioida
algoritmien tehokkuutta. Keskeinen késite on aikavaativuus, joka antaa tii-
viissd muodossa kuvauksen algoritmin ajankéytostd. Aikavaativuuden avul-
la voimme muodostaa arvion algoritmin tehokkuudesta sen rakenteen perus-
teella, eikd meidén tarvitse toteuttaa ja testata algoritmia vain saadaksemme
tietdd, miten nopea se on.

2.1 Aikavaativuus

Algoritmin tehokkuus riippuu siitd, montako askelta se suorittaa. Tavoit-
teemme on nyt arvioida algoritmin askelten ma&rda suhteessa syotteen ko-
koon n. Esimerkiksi jos syotteend on taulukko, n on taulukon koko, ja jos
syotteend on merkkijono, n on merkkijonon pituus.

Tarkastellaan esimerkkind seuraavaa algoritmia, joka laskee, montako ker-
taa alkio x esiintyy n lukua siséltavissé taulukossa.

laskuri = 0
for i = 0 to n-1
if luvut[i] == x

=W N =

laskuri += 1

Voimme arvioida algoritmin tehokkuutta tutkimalla jokaisesta rivisté,
montako kertaa algoritmi suorittaa sen. Rivi 1 suoritetaan vain kerran al-
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goritmin alussa. Tdmé&n jélkeen alkaa silmukka, jossa rivit 2 ja 3 suorite-
taan molemmat n kertaa ja rivi 4 puolestaan suoritetaan 0...n kertaa riip-
puen siitd, kuinka usein luku x esiintyy taulukossa. Algoritmi suorittaa siis
vahintadn 2n + 1 ja enintdan 3n + 1 askelta.

Niin tarkka analyysi ei ole kuitenkaan yleensé tarpeen, vaan meille riittaa
méadrittad karkea yldraja ajankaytolle. Sanomme, ettd algoritmi toimii ajassa
O(f(n)) eli sen aikavaativuus (time complexity) on O(f(n)), jos se suorittaa
enintdén cf(n) askelta aina silloin kun n > ng, missi ¢ ja ny ovat vakioi-
ta. Esimerkiksi ylld oleva algoritmi toimii ajassa O(n), koska se suorittaa
selkedsti enintéddn 4n askelta kaikilla n:n arvoilla.

2.1.1 Laskusdintoja

Aikavaativuuden mukavana puolena on, ettd voimme yleenséd padtella aika-
vaativuuden helposti algoritmin rakenteesta. Tutustumme seuraavaksi las-
kusa#ntoihin, joiden avulla tdmé on mahdollista.

Yksittiaiset komennot

Jos koodissa ei ole silmukoita vaan vain yksittéisid komentoja, sen aikavaa-
tivuus on O(1). Néin on esimerkiksi seuraavassa koodissa:

c = atb
if ¢ >=0
print(c)

Silmukat

Merkitsemme . . . koodia, jonka aikavaativuus on O(1). Jos koodissa on yksi
silmukka, joka suorittaa n askelta, sen aikavaativuus on O(n):

for i =1 ton

Jos téllaisia silmukoita on kaksi sisiikkiin, aikavaativuus on O(n?):

for i =1 ton
for j=1ton

Yleisemmin jos koodissa on vastaavalla tavalla k sisdkkéistéd silmukkaa,
sen aikavaativuus on O(nF).
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Huomaa, ettd vakiokertoimet ja matalammat termit eivat vaikuta aika-
vaativuuteen. Esimerkiksi seuraavissa koodeissa silmukoissa on 2n jan — 1
askelta, mutta kummankin koodin aikavaativuus on O(n).

for i 1 to 2*xn

for i 1 to n-1

Perikkiiset osuudet

Jos koodissa on perédkkéisia osuuksia, sen aikavaativuus on suurin yksittéisen
osuuden aikavaativuus. Esimerkiksi seuraavan koodin aikavaativuus on O(n?),
koska sen osuuksien aikavaativuudet ovat O(n), O(n?) ja O(n).

for i =1 ton

for i =1 ton
for j=1ton

for i =1 ton

Monta muuttujaa

Joskus aikavaativuus riippuu useammasta tekijésté, jolloin kaavassa on mon-
ta muuttujaa. Esimerkiksi seuraavan koodin aikavaativuus on O(nm):

for i =1 ton
for j =1 tom

Rekursiiviset algoritmit

Rekursiivisessa algoritmissa laskemme, montako rekursiivista kutsua tehdéan
ja kauanko yksittdinen kutsu vie aikaa. Tarkastellaan esimerkkiné seuraavaa
proseduuria, jota kutsutaan parametrilla n:
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procedure f(n)
if n ==
return
f(n-1)

Proseduuria kutsutaan yhteensé n kertaa ja jokainen kutsu vie aikaa O(1).
Saamme selville proseduurin aikavaativuuden kertomalla ndmé arvot kes-
kenéén, joten proseduuri vie aikaa O(n).

Tarkastellaan sitten seuraavaa proseduuria:

procedure g(n)
if n ==
return
g(n-1)
g(n-1)

Téssé tapauksessa jokainen proseduurin kutsu tuottaa kaksi uutta kutsua,
joten proseduuria kutsutaan kaikkiaan

1424444271 =2"_1

kertaa. Jokainen kutsu vie aikaa O(1), joten aikavaativuus on O(2").

2.1.2 Yleisia aikavaativuuksia

Tietyt aikavaativuudet esiintyvét usein algoritmeissa. Kdymme seuraavaksi
léapi joukon tillaisia aikavaativuuksia.

O(1) (vakioaikainen)

Vakioaikainen (constant time) algoritmi suorittaa kiintedn méaéran komento-
ja, eikd syotteen suuruus vaikuta algoritmin nopeuteen. Esimerkiksi seuraava
algoritmi laskee summan 1 + 2 + - - - + n vakioajassa summakaavalla:

summa = n*x(n+1)/2

O(logn) (logaritminen)

Logaritminen (logarithmic) algoritmi puolittaa usein syotteen koon joka as-
keleella. Esimerkiksi seuraavan algoritmin aikavaativuus on O(logn):
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laskuri = 0

while n >= 1
laskuri += 1
n /=2

Térked seikka logaritmeihin liittyen on, ettd log n on piens luku, kun n on
mik# tahansa tyypillinen algoritmeissa esiintyvi luku. Esimerkiksi log 10% ~
20 ja log 10° ~ 30, kun logaritmin kantaluku on 2. Niinpi jos algoritmi tekee
jotain logaritmisessa ajassa, siiné ei kulu kauan aikaa.

O(n) (lineaarinen)

Lineaarinen (linear) algoritmi voi kdydé& lapi syotteen kiintedn médran ker-
toja. Esimerkiksi seuraava O(n)-algoritmi laskee taulukon lukujen summan:

summa = 0
0 to n-1
summa += taululi]

for i

Kun algoritmin syttteend on aineisto, jossa on n alkiota, lineaarinen ai-
kavaativuus on yleensé paras mahdollinen, minkéd voimme saavuttaa. Tamé
johtuu siité, ettd algoritmin taytyy kdyda syote ainakin kerran lépi, ennen
kuin se voi ilmoittaa vastauksen.

O(nlogn) (jarjestiminen)

Aikavaativuus O(n logn) viittaa usein siihen, ettd algoritmin osana on jdrjes-
tamistd, koska tehokkaat jarjestdmisalgoritmit toimivat ajassa O(nlogn).
Esimerkiksi seuraava O(n logn)-aikainen algoritmi tarkastaa, onko taulukos-
sa kahta samaa alkiota:

sort(taulu) // jdrjestaminen
samat = false
for i =1 to n-1
if taulul[i] == taulul[i-1]
samat = true

Algoritmi jérjestdé ensin taulukon, minké jélkeen yhtéd suuret alkiot ovat
vierekkéin ja ne on helppoa loytdé. Jarjestdminen vie aikaa O(nlogn) ja
silmukka vie aikaa O(n), joten algoritmi vie yhteensé aikaa O(nlogn).

Tutustumme tarkemmin jarjestdmiseen ja sitd kayttaviin algoritmeihin
seuraavassa luvussa 3.
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O(n?) (nelidllinen)

Neliollinen (quadratic) algoritmi voi kiydé 1api kaikki tavat valita kaksi alkio-
ta syotteestd. Esimerkiksi seuraava O(n?)-algoritmi tutkii, onko taulukossa
kahta lukua, joiden summa on =x.

ok = false
for i = 0 to n-1
for j = i+l to n-1
if taululil+taulul[j] == x
ok = true

O(n?®) (kuutiollinen)

Kuutiollinen (cubic) algoritmi voi kaydé lapi kaikki tavat valita kolme alkio-
ta syotteestid. Esimerkiksi seuraava O(n?3)-algoritmi tutkii, onko taulukossa
kolmea lukua, joiden summa on x.

ok = false
for i = 0 to n-1
for j = i+l to n-1
for k = j+1 to n-1
if taululil+taulul[jl+taululk] == x
ok = true

O(2") (osajoukot)

Aikavaativuus O(2") viittaa usein siihen, ettd algoritmi kdy lapi syotteen
alkioiden osajoukot.

O(n!) (permutaatiot)

Aikavaativuus O(n!) viittaa usein siithen, ettd algoritmi kdy ldpi syotteen
alkioiden permutaatiot.

2.1.3 Tehokkuuden arviointi

Mita hyotyd on madrittda algoritmin aikavaativuus? HyoOtyné on, ettéd ai-
kavaativuus antaa meille arvion siitd, kuinka hyvd algoritmi on eli miten
suuria syotteita silld voi késitelld tehokkaasti. Kun meille kertyy kokemus-
ta algoritmien suunnittelusta, meille alkaa muodostua selked kuva, mité eri
aikavaativuudet tarkoittavat kdytdannossa.
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syotteen kokoluokka n tarvittava aikavaativuus

10 O(n!)
20 O(2")
500 O(n?)
5000 O(n?)
109 O(n) tai O(nlogn)
suuri O(1) tai O(logn)

Taulukko 2.1: Kuinka suuren sydétteen algoritmi voi kdsitelld nopeasti?

Aikavaativuutta voi ajatella samalla tavalla kuin vaikkapa hotellin tahti-
luokitusta: se kertoo tiiviissé muodossa, mistd asiassa on kysymys, eikd mei-
dan tarvitse ottaa selvad yksityiskohdista. Jos meille tarjotaan majoitus-
ta neljan tdhden hotellissa, saamme heti jonkin késityksen huoneen tasosta
tahtiluokituksen ansiosta, vaikka emme saisi tarkkaa listausta huoneen va-
rustelusta. Vastaavasti jos kuulemme, ettd jonkin algoritmin aikavaativuus
on O(nlogn), voimme heti arvioida karkeasti, miten suuria sy6tteitd voimme
késitelld, vaikka emme tuntisi tarkemmin algoritmin toimintaa.

Yksi kiinnostava ndkokulma algoritmin tehokkuuteen on, miten suuren
syotteen algoritmi voi késitelld nopeasti (sekunnin murto-osassa). Tamé on
hyva vaatimus, kun haluamme kayttad algoritmia jossakin kdytadnnon sovel-
luksessa. Taulukossa 2.1 on joitakin hyddyllisia arvioita, kun Java-kielella
toteutettu algoritmi suoritetaan nykyaikaisella tietokoneella. Esimerkiksi jos
meilld on O(n?)-algoritmi, voimme késitelld silli nopeasti sydtteen, jossa on
luokkaa 5000 alkiota. Jos haluamme késitella tehokkaasti suurempia syotteita,
meidédn tulisi 16ytdd O(n)- tai O(nlogn)-aikainen algoritmi.

Kannattaa silti pitdd mielessé, ettd ndméa luvut ovat vain arvioita ja algo-
ritmin todelliseen ajankédyttoon vaikuttavat monet asiat. Saman algoritmin
hyvé toteutus saattaa olla kymmenia kertoja nopeampi kuin huono toteutus,
ja suuri merkitys on myos ohjelmointikielelld, jolla algoritmi on toteutettu.
Téssé kirjassa analysoimme algoritmeja seké aikavaativuuksien avulla etté
mittaamalla todellisia suoritusaikoja.

2.1.4 Esimerkki: Merkkijonot

Tehtéavan ratkaisemiseen on usein monenlaisia algoritmeja. Seuraavaksi rat-
kaisemme saman tehtédvin kahdella algoritmilla, joista ensimméinen on suo-
raviivainen raa’an voiman algoritmi, joka toimii ajassa O(n?). Toinen algo-
ritmi on puolestaan tehokas algoritmi, joka vie aikaa vain O(n).
Tehtdvamme on seuraava: Annettuna on merkkijono, jonka pituus on n ja
jokainen merkki on 0 tai 1. Haluamme laskea, monellako tavalla voimme vali-
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ta kaksi kohtaa niin, ettd vasen merkki on 0 ja oikea merkki on 1. Esimerkiksi
merkkijonossa 01001 tapoja on nelja: 01001, 01001, 01001 ja 01001.

O(n?)-algoritmi

Voimme ratkaista tehtdvin raa’alla voimalla kdymalla l&pi kaikki mahdolli-
set tavat valita vasen ja oikea kohta. Téll6in voimme laskea yksi kerrallaan,
monessako tavassa vasen merkki on 0 ja oikea merkki on 1. Seuraava koodi
toteuttaa algoritmin:

laskuri = 0
for i = 0 to n-1
for j = i+l to n-1
if merkit[i] == 0 and merkit[j] == 1
laskuri += 1

print (laskuri)

Algoritmin aikavaativuus on O(n?), koska siind on kaksi sisiikkiisté sil-
mukkaa, jotka kayvat lapi syotteen.

O(n)-algoritmi

Kuinka voisimme ratkaista tehtdvin tehokkaammin? Meidén tulisi keksié
tapa, jolla saisimme pois toisen silmukan koodista.

Téssé auttaa lihestyd ongelmaa hieman toisesta ndkdkulmasta: kun olem-
me tietyssd kohdassa merkkijonoa, monellako tavalla voimme muodostaa pa-
rin, jonka oikea merkki on nykyisessd kohdassamme? Jos olemme merkin 0
kohdalla, pareja ei ole yhtddn, mutta jos merkkiné on 1, voimme valita minkd
tahansa vasemmalla puolella olevan merkin 0 pariin.

Tamén havainnon ansiosta meidéan riittda kayda 1dpi merkkijono kerran
vasemmalta oikealle ja pitda kirjaa, montako merkkié 0 olemme néhneet. Sit-
ten jokaisen merkin 1 kohdalla kasvatamme vastausta tdaméanhetkiselld merk-
kien 0 maaralla. Seuraava koodi toteuttaa algoritmin:

laskuri = 0
nollat = 0
for i = 0 to n-1
if merkit[i] ==
nollat += 1
else
laskuri += nollat
print(laskuri)
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syotteen koko n O(n?)-algoritmi  O(n)-algoritmi

10 0.00 s 0.00 s
102 0.00 s 0.00 s
103 0.00 s 0.00 s
10* 0.14 s 0.00 s
10° 16.22 s 0.00 s
106 - - 0.01s

Taulukko 2.2: Algoritmien suoritusaikojen vertailu.

Algoritmissa on vain yksi silmukka, joka kdy syotteen ldpi, joten sen ai-
kavaativuus on O(n).

Algoritmien vertailua

Meilld on nyt siis kaksi algoritmia, joiden aikavaativuudet ovat O(n?) ja O(n),
mutta mitd tdméa tarkoittaa kaytdnnossa? Saamme tdmén selville toteutta-
malla algoritmit jollakin oikealla ohjelmointikielelld ja mittaamalla niiden
suoritusaikoja erikokoisilla syotteilla.

Taulukko 2.2 nédyttad vertailun tulokset, kun algoritmit on toteutettu Ja-
valla ja sybtteind on satunnaisia merkkijonoja. Pienilld n:n arvoilla molem-
mat algoritmit toimivat hyvin tehokkaasti, mutta suuremmilla syotteilld on
nihtivissd huomattavia eroja. Raakaan voimaan perustuva O(n?)-algoritmi
alkaa hidastua selviisti testisti n = 10* alkaen, ja testissi n = 10° emme
jaksa endid odottaa algoritmin valmistumista. Tehokas O(n)-algoritmi taas
selvittdd suuretkin testit salamannopeasti.

Téamén kurssin jatkuvana teemana on luoda algoritmeja, jotka toimivat
tehokkaasti myos silloin, kun niille annetaan suuria syotteitd. Tamaé tarkoit-
taa kéytdnnossd sitéd, ettd algoritmin aikavaativuuden tulisi olla O(n) tai
O(nlogn). Jos algoritmin aikavaativuus on esimerkiksi O(n?), se on autta-
matta liian hidas suurien syotteiden késittelyyn.

2.2 Lisai algoritmien analysoinnista

Aikavaativuuksissa esiintyvd O-merkintd on yksi monista merkinnoistéd, joi-
den avulla voimme arvioida funktioiden kasvunopeutta. Tutustumme seuraa-
vaksi tarkemmin naihin merkint6ihin.
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2.2.1 Merkinnit O, 2 ja ©

Algoritmien analysoinnissa usein esiintyvid merkint6ja ovat:

e Yliraja: Funktio g(n) on luokkaa O(f(n)), jos on olemassa vakiot ¢ ja
no niin, ettd g(n) < cf(n) aina kun n > ny.

e Alaraja: Funktio g(n) on luokkaa Q(f(n)), jos on olemassa vakiot ¢ ja
no niin, ettd g(n) > ¢f(n) aina kun n > ny.

e Tuarkka arvio: Funktio g(n) on luokkaa ©(f(n)), jos se on seké luokkaa
O(f(n)) ettéd luokkaa Q(f(n)).

Vakion ¢ tarkoituksena on, ettd saamme arvion kasvunopeuden suuruus-
luokalle valittaméatta vakiokertoimista. Vakion ng ansiosta meidén riittaé tar-
kastella kasvunopeutta suurilla n:n arvoilla. Voimme my®6s kirjoittaa g(n) =
O(f(n)), kun haluamme ilmaista, ettd funktio g(n) on luokkaa O(f(n)), ja
vastaavasti (2- ja ©-merkinndissa.

Kun sanomme, ettd algoritmi toimii ajassa O(f(n)), tarkoitamme, etté se
suorittaa pahimmassa tapauksessa O(f(n)) askelta. Tdmé on yleensd hyvi
tapa ilmoittaa algoritmin tehokkuus, koska silloin annamme takuun siité,
ettd algoritmin ajankaytolld on tietty yldraja, vaikka syote olisi valittu mah-
dollisimman ikévésti algoritmin kannalta.

Tarkastellaan esimerkkiné seuraavaa algoritmia, joka laskee taulukon lu-
kujen summan:

summa = 0
0 to n-1
summa += taulul[il

for i

Tama algoritmi toimii samalla tavalla riippumatta taulukon siséllosté,
koska se kdy aina ldpi koko taulukon. Niinpa yliraja ajankéytolle on O(n)
ja alaraja ajankéytolle on samoin €2(n), joten voimme sanoa, ettd algoritmi
vie aikaa ©(n) kaikissa tapauksissa.

Tarkastellaan sitten seuraavaa algoritmia, joka selvittéd, onko taulukossa
lukua z:

ok = false
for i = 0 to n-1
if taululi] == x
ok = true
break
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Téasséa algoritmin pahin ja paras tapaus eroavat. Ajankayton yldaraja on
O(n), koska algoritmi joutuu kdayméén lapi kaikki taulukon alkiot silloin, kun
luku z ei esiinny taulukossa. Toisaalta ajankéyton alaraja on €2(1), koska jos
luku z on taulukon ensimméinen alkio, algoritmi pysédhtyy heti taulukon
alussa. Voimme myo0s sanoa, ettéd algoritmi suorittaa pahimmassa tapaukses-
sa O(n) askelta ja parhaassa tapauksessa ©(1) askelta.

Huomaa, ettd O-merkinnén antama yléraja voi olla mikd tahansa yléraja,
ei valttamatta tarkka ylaraja. On siis oikein sanoa esimerkiksi, ettéd algorit-
mi vie aikaa O(n?), vaikka on olemassa parempi yliraja O(n). Miksi sit-
ten kdytdmme O-merkintéd, vaikka voisimme usein myos ilmaista tarkan
ajankdyton ©-merkinnélla? Taméa on vakiintunut ja kdytdnnossé toimiva ta-
pa. Olisi hyvin harhaanjohtavaa antaa algoritmille yliraja O(n?), jos niemme
suoraan, ettd aikaa kuluu vain O(n).

Asiaa voi ajatella niin, ettd O-merkintdd kaytetdan algoritmin mark-
kinoinnissa. Jos annamme lilan suuren yldrajan, algoritmista tulee véara
késitys yleisolle. Vertauksena jos myymme urheiluautoa, jonka huippunopeus
on 250 km/h, on sindnsé paikkansa pitdva viite, ettd autolla pystyy ajamaan
100 km/h. Meidén ei kuitenkaan kannata antaa téllaista véhéttelevéd tietoa,
vaan kertoa, ettd autolla pystyy ajamaan 250 km /h.

2.2.2 Tilavaativuus

Merkintoja O, €2 ja © voi kiyttaa kaikenlaisissa yhteyksissé, ei vain algoritmin
ajankdyton arvioinnissa. Esimerkiksi voimme sanoa, ettd algoritmi suorittaa
silmukkaa O(logn) kierrosta tai ettd taulukossa on O(n?) lukua.

Aikavaativuuden lisdksi kiinnostava tieto algoritmista voi olla sen tilavaa-
tivuus (space complexity). Tamé kuvaa sitd, miten paljon algoritmi kayttaa
muistia syotteen lisdksi. Jos tilavaativuus on O(1), algoritmi tarvitsee muistia
vain yksittéisille muuttujille. Jos tilavaativuus on O(n), algoritmi voi varata
esimerkiksi aputaulukon, jonka koko vastaa syotteen kokoa.

Tarkastellaan esimerkkiné tehtaviaé, jossa taulukossa on luvut 1,2,... n
yhtd lukuun ottamatta, ja tehtdvamme on selvittdd puuttuva luku. Yksi
tapa ratkaista tehtdavd O(n)-ajassa on luoda aputaulukko, joka pitdé kirjaa
mukana olevista luvuista. Téllaisen ratkaisun tilavaativuaus on O(n), koska
aputaulukko vie O(n) muistia.



18 LUKU 2. TEHOKKUUS

for i = 0 to n-2
mukana[taulu[i]] = true
for i =1 ton
if not mukanalil]
puuttuva = i

Tehtévadn on kuitenkin olemassa myos toinen algoritmi, jossa aikavaati-
vuus on edelleen O(n) mutta tilavaativuus on vain O(1). Téllainen algoritmi
laskee ensin lukujen 1,2, ..., n summan ja viahentédé sitten taulukossa esiin-
tyvat luvut siita. Jaljelle jaava luku on puuttuva luku.

summa = 0O

for i =1 ton
summa += i

for i = 0 to n-2
summa -= taululi]

puuttuva = summa

Huomaa, ettd muuttujien ja taulukoiden lisdksi myos rekursio voi vieda
tilaa, koska rekursiivisen aliohjelman kutsuihin liittyvat tiedot ovat muistissa
rekursiopinossa. Esimerkiksi seuraavan proseduurin tilavaativuus on O(n),
koska muistissa on korkeimmillaan n kerrosta rekursiivisia kutsuja.

procedure f(n)
if n ==
return
f(n-1)

Kaytédnnossa tilavaativuus on yleensé sivuroolissa algoritmeissa, koska jos
algoritmi vie vain vihén aikaa, se ei ehdi kidyttda kovin paljon muistia. Eri-
tyisesti tilavaativuus ei voi olla suurempi kuin aikavaativuus. Niinpa meidén
riittda tavallisesti keskittyd suunnittelemaan algoritmeja, jotka toimivat no-
peasti, ja vertailla algoritmien aikavaativuuksia.

2.2.3 Rajojen todistaminen

Jos haluamme todistaa tasmaéllisesti, ettd jokin raja pétee, meidan taytyy
loytdaa vakiot ¢ ja ng, jotka osoittavat asian. Jos taas haluamme todistaa,
ettd raja ei pade, meiddn taytyy ndyttdd, ettd mikdédn vakioiden c ja ng
valinta ei ole kelvollinen.

Jos haluamme todistaa rajan patemisen, tdmé onnistuu yleensé helposti
valitsemalla vakio ¢ tarpeeksi suureksi ja arvioimalla summan osia ylospéin
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tarvittaessa. Esimerkiksi jos haluamme todistaa, ettd 3n+5 = O(n), meidin
tulee loytaa vakiot ¢ ja ng, joille pétee, ettd 3n + 5 < cn aina kun n > ny.
Téssa tapauksessa voimme valita esimerkiksi ¢ = 8 ja ng = 1, jolloin voimme
arvioida 3n +5 < 3n+5n = 8n, kun n > 1.

Jos haluamme todistaa, etté raja ei pade, tilanne on hankalampi, koska
meidan taytyy nayttiad, ettd ei ole olemassa mitddn kelvollista tapaa valita
vakioita ¢ ja ng. Téssd auttaa tyypillisesti vastaoletuksen tekeminen: oletam-
me, ettd raja patee ja voimme valita vakiot, ja ndytdmme sitten, ettd tdméa
oletus johtaa ristiriitaan.

Todistetaan esimerkkini, ettd n? # O(n). Jos pétisi n? = O(n), niin olisi
olemassa vakiot ¢ ja ng, joille n? < en aina kun n > ng. Voimme kuitenkin
osoittaa, etti tdmé aiheuttaa ristiriidan. Jos n? < cn, niin voimme jakaa
epayhtalon molemmat puolet n:lla ja saamme n < ¢. Tama tarkoittaa, ettd n
on aina enintdén yhté suuri kuin vakio c¢. Tama ei ole kuitenkaan mahdollista,
koska n voi olla miten suuri tahansa, joten ei voi péted n? = O(n).

Maaritelmista ldhteva todistaminen on sinédnsd mukavaa ajanvietetté,
mutta sille on ddrimmaéaisen harvoin tarvetta kédytdnnossd, kun haluamme
tutkia algoritmien tehokkuutta. Voimme koko kurssin ajan huoletta paatella
algoritmin aikavaativuuden katsomalla, mikd sen rakenne on, kuten olemme
tehneet tdmén luvun alkuosassa.



20

LUKU 2. TEHOKKUUS



Luku 3

Jarjestaminen

Jarjestaminen (sorting) on keskeinen algoritmiikan ongelma, jossa tehtdvana
on jarjestdd n alkiota sisdltavi taulukko suuruusjérjestykseen. Esimerkiksi
jos meilld on taulukko [5,2,4,2,6,1] ja jarjestimme sen alkiot pienimmésté
suurimpaan, tuloksena on taulukko [1,2,2,4, 5, 6].

Tavoitteemme on toteuttaa jarjestdminen tehokkaasti. On helppoa jérjes-
tid taulukko ajassa O(n?), mutta timé on liian hidasta suurella taulukolla.
Téasséa luvussa opimme kaksi tehokasta jarjestdmisalgoritmia, jotka vievit
aikaa vain O(nlogn). Toisaalta osoittautuu, ettd ei ole olemassa yleista
jarjestamisalgoritmia, joka toimisi nopeammin kuin O(nlogn).

Voimme kayttaa jarjestdmistd monella tavalla algoritmien suunnittelus-
sa, koska voimme usein helpottaa ongelman ratkaisemista jéarjestamalld en-
sin aineiston. Luvun lopussa ndemme esimerkkejd ongelmista, jotka saamme
ratkaistua tehokkaasti jarjestdmisen avulla.

3.1 Jérjestiminen ajassa O(n?)

Tutustumme aluksi yksinkertaiseen jarjestdmisalgoritmiin, joka jarjestda n-
alkioisen taulukon ajassa O(n?) kahden silmukan avulla. Vaikka algoritmi ei
ole nopea, se on tutustumisen arvoinen ja antaa hyvén lahtokohdan tehok-
kaampien algoritmien suunnittelemiselle.

3.1.1 Lisdysjirjestidminen

Lisdysjirjestaminen (insertion sort) kdy lapi taulukon vasemmalta oikealle.
Kun algoritmi tulee tiettyyn taulukon kohtaan, se siirtdé kyseisesséa kohdassa
olevan alkion oikeaan paikkaan taulukon alkuosassa niin, ettd taulukon al-
kuosa on tdmén jalkeen jérjestyksessd. Niinpé kun algoritmi péédsee taulukon
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512]4]2]6]1] —— [2]5]4]2]6]1]

2]5[4]2]6]1] —— [2]4]5]2]6]1]

12]2]4[5]6]1] —— [1]2]2]4]5]6

Kuva 8.1: Lisdysjdrjestiminen taulukolle [5,2,4,2,6,1].

loppuun, koko taulukko on jarjestyksessa.

Kuva 3.1 néyttaéd esimerkin lisdysjéarjestdmisen toiminnasta, kun jérjes-
tettdvand on taulukko [5,2,4,2,6,1]. Jokaisella rivilld algoritmi siirtdéd har-
maataustaisen alkion sen oikealle paikalle taulukon alkuosassa. Pystyviiva
ilmaisee kohdan, johon asti taulukko on jirjestyksessa siirron jélkeen. Algo-
ritmin pditteeksi tuloksena on jérjestetty taulukko [1,2,2,4,5,6].

Seuraava koodi toteuttaa lisdysjarjestdmisen:

for i =1 to n-1
j=i-1
while j >= 0 and taulul[j] > taulu[j+1]
swap (taululj],taululj+1])
j-=1

Koodi kéiy lédpi taulukon kohdat 1...n—1 ja siirtdé aina kohdassa i olevan
alkion oikeaan paikkaan. Tamaé tapahtuu sisésilmukalla, jonka jokainen askel
vaihtaa keskend#in alkion ja sen vasemmalla puolella olevan alkion. Téssé
komento swap ilmaisee, ettd alkiot vaihdetaan keskendén.

Lisdysjéarjestamisen tehokkuus riippuu siitéd, miké on jérjestettdavan tau-
lukon sisdlto. Algoritmi toimii sitd paremmin, mitéd ldhempéné jérjestysté
taulukko on valmiiksi. Jos taulukko on jarjestyksessd, aikaa kuluu vain O(n),
koska ei tarvitse siirtdda mitéddn alkioita. Pahin tapaus algoritmille on kui-
tenkin, ettd taulukko on kddnteisessd jarjestyksessd, jolloin jokainen alkio
tdytyy siirtdd taulukon alkuun ja aikaa kuluu O(n?).



3.2. JARJESTAMINEN AJASSA O(N LOG N) 23

3.1.2 Inversiot

Hyddyllinen késite jéarjestdmisalgoritmien analysoinnissa on inversio: kak-
si taulukossa olevaa alkiota, jotka ovat védrdssa jarjestyksessd. Esimerkiksi
taulukossa [3,1,4, 2] on kolme inversiota: (3,1), (3,2) ja (4,2). Inversioiden
méadra kertoo taulukon jarjestyksestd: mitd vihemmén inversioita taulukossa
on, sitd ldhempénd se on jarjestystd. Erityisesti taulukko on jérjestyksessé
tarkalleen silloin, kun siiné ei ole yhtédén inversiota.

Kun jarjestdmisalgoritmi jérjestdd taulukon, se poistaa siitd inversioi-
ta. Esimerkiksi aina kun lisdysjédrjestaminen vaihtaa vierekkéiset alkiot kes-
ken&dén, se poistaa taulukosta yhden inversion. Niinpé lisdysjéarjestdmisen
tyomadra on yhtéd suuri kuin jarjestettdvéan taulukon inversioiden maéara.

Olemme jo todenneet, ettd pahin mahdollinen syote lisdysjirjestamiselle
on kddnteisessa jarjestyksessa oleva taulukko. Téllaisessa taulukossa jokainen
alkiopari muodostaa inversion, joten inversioiden mééra on

n(n—1)

5 = 0(n?).

Entéd kuinka hyvin lisdysjérjestdminen toimii keskimddrin? Jos oletamme,
ettd taulukossa on n eri alkiota satunnaisessa jérjestyksessd, jokainen tau-
lukossa oleva alkiopari muodostaa inversion todennikoisyydelld 1/2. Niinpa
inversioiden mééran odotusarvo on

n(n —1)

eli aikaa kuluu nelicllinen méaara myos keskimééraisessa tapauksessa.

Syy lisdysjarjestamisen hitauteen on, ettd se ei poista taulukosta inver-
sioita riittdvén tehokkaasti. Jos haluamme kehittdd paremman jérjestdmisal-
goritmin, meidén taytyy suunnitella se niin, ettéd se voi poistaa useita inver-
sioita yhtd atkaa. Kéytannossa algoritmin taytyy pystyéa siirtdméaan vadrassi
paikassa oleva alkio tehokkaasti taulukon toiselle puolelle.

3.2 Jarjestdminen ajassa O(nlogn)

Seuraavaksi tutustumme kahteen tehokkaaseen jérjestdmisalgoritmiin, jot-
ka perustuvat rekursioon. Molemmissa algoritmeissa on ideana, ettd kun
haluamme jérjestdd taulukon, jaamme sen kahteen pienempédén osaan ja
jarjestimme ne rekursiivisesti. Tamén jéilkeen yhdistimme jérjestetyt osa-
taulukot kokonaiseksi jérjestetyksi taulukoksi.
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51]2]9]7[5]4]2

5[1]2]9] 7[5]4]2]

Kuva 3.2: Lomitusjirjestaminen taulukolle [5,1,2,9,7,5,4,2].

3.2.1 Lomitusjirjestaminen

Lomitusjarjestiminen (merge sort) on rekursiivinen jarjestdmisalgoritmi, jo-
ka perustuu taulukon puolituksiin. Kun saamme jérjestettivéksi n-kokoisen
taulukon, jaamme sen keskeltd kahdeksi osataulukoksi, joissa molemmissa on
noin n/2 alkiota. Tdmén jilkeen jarjestimme osataulukot erikseen rekursiivi-
sesti ja lomitamme sitten jérjestetyt osataulukot niin, ettd niistd muodostuu
kokonainen jarjestetty taulukko. Rekursio padttyy tapaukseen n = 1, jolloin
taulukko on valmiiksi jarjestyksessé eiké tarvitse tehda mitéaan.
Seuraava koodi esittdd tarkemmin lomitusjérjestdmisen toiminnan:

procedure jarjesta(a,b)
if a ==
return
k = (a+b)/2
jarjesta(a,k)
jarjesta(k+1,b)
lomita(a,k,k+1,b)

Proseduuri jarjesta jirjestdd taulukon vilin a...b (osataulukon koh-
dasta a kohtaan b), eli kun haluamme jérjestdd koko taulukon, kutsumme
proseduuria parametreilla ¢ = 0 ja b = n — 1. Proseduuri tarkastaa ensin,
onko osataulukossa vain yksi alkio, ja jos néin on, proseduuri péadttyy heti.
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Muuten se laskee muuttujaan k jirjestettdvin vélin keskikohdan ja jarjestéaa
vasemman ja oikean puoliskon rekursiivisesti. Lopuksi se kutsuu proseduuria
lomita, joka yhdistdd jérjestetyt puoliskot. Seuraava koodi nédyttéiéd, kuinka
voimme toteuttaa tdmén proseduurin:

procedure lomita(al, bl, a2, b2)
a=al, b =D02
for i = atobd
if a2 > b2 or (al <= bl and taululal] <= taulula2])
apuli] = taululal]

al += 1

else
apuli] = taulula2]
a2 += 1

for i = a tob

taululi] = apulil

Parametreina annetaan vélit a;...b; ja as...by, misséd by + 1 = as. Pro-
seduuri olettaa, etté nailla valeilla olevat taulukon alkiot on jarjestetty, ja se
lomittaa alkiot niin, ettd taulukon koko vili a; . .. by on jérjestetty. Proseduu-
rin perustana on silmukka, joka kay lépi véleja ay ... by ja ag . .. by rinnakkain
ja valitsee aina seuraavaksi pienimmaén alkion lopulliseen jérjestykseen. Jotta
lomitus ei sotke taulukkoa, proseduuri kiayttdaa globaalia aputaulukkoa, johon
se ensin muodostaa jarjestetyn osataulukon, ja kopioi sitten alkiot aputaulu-
kosta varsinaiseen taulukkoon.

Kuva 3.2 ndyttdd, miten lomitusjéirjestiminen toimii, kun sille anne-
taan taulukko [5,1,2,9,7,5,4,2]. Algoritmi puolittaa ensin taulukon kah-
deksi osataulukoksi [5,1,2,9] ja [7,5,4,2] ja jarjestdd molemmat osataulu-
kot kutsumalla itseddn. Kun algoritmi saa sitten jérjestettaviksi taulukon
[5,1,2,9], se jakaa taulukon edelleen osataulukoiksi [5, 1] ja [2, 9], jne. Lopul-
ta jaljella on vain yhden alkion kokoisia osataulukoita, jotka ovat valmiiksi
jarjestyksessé. Télloin rekursiivinen jakautuminen paéttyy ja algoritmi alkaa
koota jérjestettyja osataulukkoja pienimmaésta suurimpaan.

Enté kuinka tehokas lomitusjérjestdminen on? Koska jokainen proseduu-
rin jarjesta kutsu puolittaa taulukon koon, rekursiosta muodostuu O(logn)
tasoa (kuva 3.2). Ylimmalla tasolla on taulukko, jossa on n alkiota, seuraa-
valla tasolla on kaksi taulukkoa, joissa on n/2 alkiota, seuraavalla tasolla on
neljéd taulukkoa, joissa on n/4 alkiota, jne. Proseduuri lomita toimii lineaari-
sessa ajassa, joten kullakin tasolla taulukoiden lomittamiset vievit yhteensé
aikaa O(n). Niinp4 algoritmin kokonaisaikavaativuus on O(nlogn).
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3.2.2 Pikajirjestdminen

Pikajarjestaminen (quick sort) tarjoaa toisenlaisen rekursiivisen lahestymis-
tavan taulukon jarjestdmiseen. Kun saamme jarjestettaviksi taulukon, valit-
semme ensin jonkin sen alkioista jakoalkioksi (pivot). Tamén jélkeen siirram-
me alkioita niin, etté jakoalkiota pienemmiét alkiot ovat sen vasemmalla puo-
lella, suuremmat alkiot ovat sen oikealla puolella ja yhta suuret alkiot voivat
olla kummalla tahansa puolella. Lopuksi jarjestdmme rekursiivisesti osatau-
lukot, jotka muodostuvat jakoalkion vasemmalle ja oikealle puolelle.
Seuraava koodi esittda pikajéarjestdmisen toiminnan:

procedure jarjesta(a, b)
if a>=b
return
k = jako(a,b)
jarjesta(a,k-1)
jarjesta(k+1,b)

Proseduuri jarjesta jérjestdéd taulukon viélilld a...b olevat alkiot. Jos
véli on tyhja tai siind on vain yksi alkio, proseduuri ei tee mitdéan. Muuten se
kutsuu funktiota jako, joka valitsee jakoalkion, siirtdd taulukon alkioita sen
mukaisesti ja palauttaa sitten kohdan k, jossa jakoalkio on siirtojen jilkeen.
Téamén jalkeen taulukon vasen osa (vélia...k—1) ja oikea osa (véli k+1...b)
jarjestetddn rekursiivisesti.

Funktion jako voi toteuttaa monella tavalla, koska voimme valita mink&
tahansa alkion jakoalkioksi ja lisdksi on monia tapoja siirtda alkioita. Kay-
tdmme tassd esimerkkiné seuraavaa toteutusta:

function jako(a,b):
k=a
for i = a+l1 to b
if taululi] < taululal

k+=1
swap(taululi],taululk])

swap (taululal,taululk])

return k

Téssé jakoalkio on aina kohdassa a oleva vélin ensimméinen alkio. Funk-
tio kay lapi valin alkiot ja siirtdd jakoalkiota pienempié alkioita taulukon
alkuosaan. Muuttuja k& maarittdd kohdan, johon seuraava pienempi alkio
siirretdéan. Lopuksi jakoalkio itse siirretdéan keskelle kohtaan k, jonka funktio
myo0s palauttaa.

Kuva 3.3 ndyttid, miten pikajarjestdminen toimii, kun sille annetaan tau-
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[Bl1]2[9[7[5]4[2]
12]1]2]4]5]5]9]7

Kuva 8.3: Pikajarjestiminen taulukolle [5,1,2,9,7,5,4,2].

lukko [5,1,2,9,7,5,4,2]. Jokaisessa vaiheessa harmaa tausta osoittaa jakoal-
kion sijainnin. Aluksi koko taulukon jakoalkio on 5 ja algoritmi siirtaé alkioi-
ta niin, ettd jakoalkion vasemmalla puolella ovat alkiot [2, 1,2, 4] ja oikealla
puolella alkiot [5,9, 7]. Tamén jilkeen vasen ja oikea osataulukko jarjestetddn
vastaavasti rekursiivisesti.

Pikajérjestamisen tehokkuuteen vaikuttaa, miten alkiot jakautuvat ja-
koalkion eri puolille. Jos hyvin kéy, jakoalkion kummallekin puolelle siir-
retddn suunnilleen yhtd monta alkiota. Télloin taulukon koko puolittuu jo-
kaisen jaon jéalkeen ja pikajérjestdminen toimii tehokkaasti. Koska funktio
jako toimii lineaarisessa ajassa, pikajirjestdminen vie tdssd tapauksessa ai-
kaa O(nlogn) samaan tapaan kuin lomitusjérjestaminen. Uhkana on kui-
tenkin, ettd jakoalkio jakaa taulukon osiin epdtasaisesti. Kuva 3.4 nayttai
tilanteen, jossa jokaisessa jaossa kaikki alkiot jaavét jakoalkion oikealle puo-
lelle. TAlléin pikajérjestdminen viekin aikaa O(n?), koska rekursiivisia tasoja
on O(n). Selvistikdén ei ole kaikissa tilanteissa hyvé tapa valita taulukon
ensimmaéinen alkio jakoalkioksi. Esimerkiksi valmiiksi jarjestyksesséd olevan
taulukon jirjestéiminen vie silloin aikaa O(n?).

Oma lukunsa on tilanne, jossa taulukossa on paljon samoja alkioita.
Adritapauksena jokainen alkio on sama, mikéd on kdytdnnossd hyvin mah-
dollinen sy&te. Téalloin téssa esitetty funktio jako tuottaa aina huonon jaon,
jossa kaikki alkiot menevit jakoalkion oikealle puolelle. Ei siis riité, etté ja-
koalkio on valittu hyvin, vaan myés tapa, jolla alkioita siirretdén taulukossa,
vaikuttaa algoritmin tehokkuuteen.

Miten meidén tulisi sitten toteuttaa pikajérjestdminen? Algoritmista on
kehitetty vuosien aikana suuri méaird muunnelmia, jotka pyrkiviat paranta-
maan sen toimintaa eri tilanteissa. Yksi kehittyneempi tapa valita jakoalkio
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3[4[5]6]7[8]
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Kuva 3.4: Pikajirjestimisen pahin tapaus: jokaisessa jaossa kaikki alkiot
jadvdt jakoalkion toiselle puolelle.

algoritmi tehokkuus lisédtila  vakaa
liséysjérjestdminen O(n?) O(1) kylla
lomitusjirjestdminen nlogn) n) kyll&

o( O(
pikajirjestaminen (hyvé tapaus) O(nlogn) O(logn) ei
pikajiirjestiminen (huono tapaus) O(n?) O(n) ei

Taulukko 3.1: Jirjestamisalgoritmien vertailua.

on ottaa tarkasteluun taulukon ensimméinen, keskimmaéinen ja viimeinen al-
kio ja valita jakoalkioksi jarjestyksessé keskimméinen néisté kolmesta alkios-
ta. Téllainen valinta toimii kdytdnnossa hyvin monissa tilanteissa. Parempi
tapa toteuttaa alkioiden siirtdminen on puolestaan kédydéa ldpi rinnakkain al-
kioita alusta ja lopusta ja pitdd huoli siitéd, ettd jakokohta jéaa keskelle, jos
kaikki alkiot ovat yhtd suuria. Pikajirjestdmisen toteuttaminen hyvin ei ole
helppo tehtévi, vaan vaatii paljon huolellisuutta.

3.2.3 Algoritmien vertailua

Taulukossa 3.1 on yhteenveto tdhdn mennessa késittelemistdmme jarjestamis-
algoritmeista. Algoritmin lisdtila tarkoittaa sen tilavaativuutta, eli paljonko
tilaa algoritmi tarvitsee jérjestettdvan taulukon lisédksi. Lisdysjéarjestaminen
kdyttdd vain yksittdisia muuttujia, joten sen lisdtila on O(1). Lomitusjarjes-
tamisessd lomittaminen kayttdd aputaulukkoa, misté aiheutuu lisétila O(n).
Pikajarjestdmisessd puolestaan rekursiivinen kutsupino vie tilaa muistissa
riippuen rekursion syvyydesta. Algoritmi on vakaa (stable), jos se sailyttaa
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yvhté suuret alkiot alkuperéisessé jarjestyksessa. Lisdysjéarjestdaminen ja lomi-
tusjarjestdminen ovat vakaita, koska ne eivit vaihda koskaan yhtd suurten
alkioiden jarjestysté, mutta pikajérjestdminen saattaa tehdé néin jakoalkion
valinnan jélkeen. Algoritmin vakaudesta voi olla hyotya sovelluksissa.

Meillé on nyt siis kaksi rekursiivista jarjestdamisalgoritmia: lomitusjérjesta-
minen toimii aina ajassa O(nlogn), kun taas pikajirjestiminen toimii ehkd
ajassa O(nlogn), mutta saattaa viedd aikaa O(n?). Vaatii monenlaista vi-
rittelyd, ennen kuin pikajérjestdmisen saa toimimaan tehokkaasti edes ta-
pauksissa, joissa taulukko on valmiiksi jarjestyksessa tai kaikki alkiot ovat
samoja. Miksi haluaisimme koskaan kayttdd epdvarmaa pikajérjestamisté,
kun voimme kayttdda myos varmasti tehokasta lomitusjarjestamista?

Syyné on, etté pikajérjestdmisen vakiokertoimet ovat pienet. Kokemus on
osoittanut, ettd kun toteutamme lomitusjérjestdmisen ja pikajérjestdmisen
ja mittaamme algoritmien todellisia suoritusaikoja, pikajérjestdminen toimii
usein nopeammin. N&in tapahtuu siitd huolimatta, ettd pikajérjestdmisen
pahimman tapauksen aikavaativuus on O(n?). Kiytinnossid pahin tapaus
on kuitenkin harvinainen, jos jakoalkion valinta ja alkioiden siirtdminen on
toteutettu huolellisesti.

Jos taulukko on pieni, O(n?)-aikainen lisdysjirjestiminen toimii kiytéin-
nossid nopeammin kuin rekursiiviset algoritmit, koska sen vakiokertoimet
ovat hyvin pienet. Yksi mahdollisuus onkin toteuttaa hybridialgoritmsi, jos-
sa suuret taulukot jirjestetdéan rekursiivisesti ja pienet taulukot jarjestetain
lisdysjéarjestamisellda. T&llin eri algoritmien hyvét puolet paédsevit osaksi ko-
konaisalgoritmia. Kaytédnnossé hybridialgoritmin voi tehdé niin, etté valitaan
jokin sopiva raja k ja taulukko jérjestetédén rekursiivisesti, jos siind on ainakin
k alkiota, ja muuten lisdysjirjestamisella.

3.3 Jiarjestidmisen alaraja

Olisiko mahdollista luoda jérjestdmisalgoritmi, joka toimisi nopeammin kuin
O(nlogn)? Osoittautuu, ettd tdmé ei ole mahdollista, jos oletamme, ettéd
algoritmin tulee perustua taulukon alkioiden vertailuihin. Vertailuihin pe-
rustuva jarjestdmisalgoritmi jarjestdd taulukon tekemaélld joukon vertailuja
muotoa "onko alkio x suurempi kuin alkio y?”.

Vertailuihin perustuva jéarjestamisalgoritmi on yleiskdyttoinen: se pystyy
jarjestaméadn mitd tahansa alkioita, kunhan meilld on keino saada selville
kahden alkion suuruusjirjestys. Tamé on ominaisuus, jota yleensid ottaen
toivomme jérjestdmisalgoritmilta, joten vertailuihin perustuminen on luon-
teva rajoitus. Kaikki tdhdn mennessa késittelemdmme jérjestdmisalgoritmit
ovat olleet vertailuihin perustuvia.
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3.3.1 Alarajatodistus

Voimme ajatella vertailuihin perustuvaa jérjestamisté prosessina, jossa jokai-
nen vertailu antaa meille tietoa taulukosta ja auttaa meitd viemééan tauluk-
koa lahemmas jérjestystd. Oletamme seuraavaksi, ettd taulukko muodostuu
alkioista 1,2, ..., n, jolloin meilld on n! vaihtoehtoa, miké on taulukon alku-
perdinen jérjestys. Jotta jarjestdmisalgoritmi voisi toimia oikein, sen taytyy
késitelld jokainen jarjestys eri tavalla.

Esimerkiksi jos n = 3, taulukon mahdolliset jarjestykset alussa ovat
11,2,3], [1,3,2], [2,1,3], [2,3,1], [3,1,2] ja [3,2,1]. Algoritmi voi vertailla
ensin vaikkapa ensimméisté ja toista alkiota. Jos ensimméinen alkio on pie-
nempi, voimme pédtelld, ettd mahdolliset taulukot ovat [1,2,3], [1,3,2] ja
2,3,1]. Jos taas ensimméinen alkio on suurempi, mahdolliset taulukot ovat
2,1,3], [3,1,2] ja [3,2,1]. Tdmén jélkeen voimme jatkaa vertailuja samaan
tapaan ja saada lisdd tietoa taulukosta. Algoritmi voi padttya vasta silloin,
kun jéljelld on vain yksi mahdollinen taulukko, jotta voimme olla varmoja,
ettd olemme jérjestdneet taulukon oikein.

Téarked seikka on, etté jokaisessa vertailussa ainakin puolet jéljelld olevista
taulukoista voi tdsmétéa vertailun tulokseen. Niinpé jos algoritmilla kdy huono
tuuri, se voi enintddan puolittaa taulukoiden mé&érédn joka askeleella. Tamé
tarkoittaa, ettéd algoritmi joutuu tekemédn pahimmassa tapauksessa ainakin
log(n!) vertailua. Logaritmien laskusdintojen perusteella

log(n!) = log(1) + log(2) + - - - + log(n).

Saamme télle summalle alarajan ottamalla huomioon vain n/2 viimeisté ter-
miéd ja arvioimalla niitd alaspéin niin, ettd jokaisen termin suuruus on vain
log(n/2). Tuloksena on alaraja

log(n!) > (n/2)log(n/2).

miké tarkoittaa, ettd algoritmi joutuu tekeméédn pahimmassa tapauksessa
Q(nlogn) vertailua.

3.3.2 Laskemisjirjestaminen

Millainen olisi sitten jérjestdmisalgoritmi, joka ei perustu vertailuihin ja toi-
mii tehokkaammin kuin O(nlogn)? Laskemisjdrjestaminen (counting sort)
on O(n)-aikainen jérjestdmisalgoritmi, jonka toiminta perustuu oletukseen,
ettd taulukon alkiot ovat sopivan pienid kokonaislukuja. Algoritmi olettaa,
ettéd jokainen alkio on kokonaisluku valilla 0. ..k, misséd k = O(n).
Algoritmi luo kirjanpidon, joka kertoo, montako kertaa mikékin mahdol-
linen luku valilla 0. .. k esiintyy taulukossa. Seuraavassa koodissa kirjanpito
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tallennetaan taulukkoon laskuri niin, ettd laskuri[z| ilmaisee, montako
kertaa luku z esiintyy taulukossa. Tamén kirjanpidon avulla voimme luoda
suoraan lopullisen jérjestetyn taulukon.

for i = 0 to n-1
laskuri[taulul[i]] += 1
i=0
for x =0 to k
for j = 1 to laskuril[x]
taululi] = x
i+=1

Algoritmin molemmat vaiheet vievit aikaa O(n), joten se toimii ajassa
O(n) ja on kdytdnnossd hyvin tehokas. Algoritmi ei ole kuitenkaan yleinen
jarjestdmisalgoritmi, koska sitéd voi kayttaéd vain silloin, kun taulukon kaikki
alkiot ovat sopivan pieniéd kokonaislukuja.

3.4 Jirjestdminen Javassa

Vaikka on hyodyllistd tuntea jarjestdmisen teoriaa, kdytdnnossa ei ole hyva
idea toteuttaa itse jarjestdmisalgoritmia, koska nykypéivin ohjelmointikie-
lissd on valmiit tyokalut jirjestédmiseen. Valmiin algoritmin kayttdmisessé
on etuna, ettd se on varmasti hyvin toteutettu ja tehokas. Lisidksi meiltéd
saastyy aikaa, kun emme joudu toteuttamaan algoritmia itse.

Javan standardikirjasto sisdltdd metodin Arrays.sort, joka jarjestaa sil-
le annetun taulukon. Esimerkiksi seuraava koodi jérjestdd kokonaislukuja
siséltavan taulukon:

int[] taulu = {4,2,5,8,2,1,5,6};
Arrays.sort(taulu);

Kiinnostava kysymys on, mitéd algoritmia Java kiyttda taulukon jérjes-
tdmiseen. Asian voi tarkastaa Javan standardikirjaston dokumentaatiosta.
Yllattavaa kylla, Javan kdyttadméa algoritmi riippuu siitd, minka tyyppistd
tietoa taulukossa on. Jos taulukon alkiot ovat alkeistyyppisia (esimerkiksi
int), Java kdyttaa pikajirjestdmisen muunnelmaa, jossa on kaksi jakoalkio-
ta. Jos taas alkiot ovat oliotyyppisid (esimerkiksi String), algoritmina on
optimoitu lomitusjérjestaminen.

Kun Arrays. sort jérjestdd olioita siséltdvan taulukon, se kutsuu metodia
compareTo aina, kun se haluaa selvittda kahden alkion suuruusjirjestyksen.
Metodin tulee palauttaa negatiivinen arvo, nolla tai positiivinen arvo sen
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mukaan, onko olio itse pienempi, yhté suuri vai suurempi kuin parametrina
annettu olio. Javan omissa luokissa téllainen metodi on olemassa valmiina.
Esimerkiksi voimme tutkia merkkijonojen suuruusjérjestysta néin:

System.out.println("apina".compareTo("banaani")); // -1
System.out.println("banaani".compareTo("apina")); // 1
System.out.println("apina".compareTo("apina")); // 0

Tamén ansiosta voimme jéarjestdd suoraan taulukoita, joissa on esimer-
kiksi merkkijonoja. Jos haluamme, ettd Java pystyy jarjestdméén omia olioi-
tamme, meidén taytyy toteuttaa itse luokkaan metodi compareTo ja merkité,
ettd luokka toteuttaa rajapinnan Comparable. Esimerkiksi seuraava koodi to-
teuttaa luokan Piste, johon voidaan tallentaa pisteen x- ja y-koordinaatit.
Luokassa on metodi compareTo, joka méiérittelee, ettd pisteet jérjestetdén
ensisijaisesti x-koordinaatin ja toissijaisesti y-koordinaatin mukaan.

public class Piste implements Comparable<Piste> {
private int x, y;

public Piste(int x, int y) {
this.x = Xx;
this.y = y;

public int compareTo(Piste p) {
if (this.x !'= p.x) {
return this.x-p.x;
} else {
return this.y-p.y;

Tamaén jalkeen voimme jarjestdd taulukollisen pisteitd néin:

Piste[] pisteet = new Piste[n];
/S

Arrays.sort(pisteet);

Metodin compareTo avulla voimme my6s konkreettisesti tarkastella, mitéa
Java tekee jarjestdessidéin taulukon. Seuraava luokka sisiltdéd vain yhden lu-
vun, mutta ilmoittaa meille aina, kun Java kutsuu compareTo-metodia:
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public class Luku implements Comparable<Luku> {
private int luku;

public Luku(int luku) {
this.luku = luku;
}

public int compareTo(Luku x) {
System.out.println("vertailu: " + luku + " " + x.luku);
return this.luku-x.luku;

}

Esimerkiksi kun jérjestettavina taulukkona on [4,1, 3, 2], saamme tietda,
ettd Java tekee seuraavat vertailut:

vertailu: 1 4
vertailu: 3 1
vertailu: 3 4
vertailu: 3 1
vertailu: 2 3
vertailu: 2 1

3.5 Jarjestdmisen sovelluksia

Jarjestdmisen merkitys algoritmiikassa on siind, ettd voimme ratkaista mo-
nia ongelmia tehokkaasti, kunhan aineisto on jarjestyksesséd. Niinpé yleinen
tapa luoda tehokas algoritmi on jéirjestdd ensin syote ajassa O(nlogn) ja
hyédyntéad sitten tavalla tai toisella jarjestysta algoritmin loppuosassa.

3.5.1 Taulukkoalgoritmeja

Jarjestdmisen avulla voimme ratkaista ajassa O(nlogn) monia taulukoihin
liittyviéd tehtdvid. Kdéymme seuraavaksi lapi kaksi téllaista tehtavaa.

Ensimméinen tehtdvdmme on laskea, montako er: alkiota annetussa tau-
lukossa on. Esimerkiksi taulukko [2, 1, 4, 2, 4, 2] sisdltd4 kolme eri alkiota: 1, 2
ja 4. Voimme ratkaista tehtdvén jarjestdmélld ensin taulukon, minké jéalkeen
yhté suuret alkiot ovat vierekkéin. Tamén jalkeen saamme laskettua vastauk-
sen helposti, koska riittaa tutkia, monessako taulukon kohdassa on wvierekkdin
kaksi eri alkiota. Voimme toteuttaa algoritmin néin:
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sort (taulu)
laskuri =1
for i =1 to n-1
if taulul[i-1] != taulu[i]
laskuri += 1

print (laskuri)

Algoritmi jarjestdé ensin taulukon ajassa O(nlogn), minké jalkeen se kéy
lapi taulukon siséllon for-silmukalla ajassa O(n). Tamén ansiosta algoritmi
vie aikaa yhteensd O(nlogn).

Enté jos haluammekin selvittda, mika on taulukon yleisin alkio? Esimer-
kiksi taulukon [2, 1,4, 2, 4, 2] yleisin alkio on 2, joka esiintyy kolme kertaa tau-
lukossa. Tamékin tehtédva ratkeaa jarjestdmisen avulla, koska jarjestdmisen
jalkeen yhta suuret alkiot ovat perédkkéin ja meidén riittdéd etsié pisin samaa
alkiota toistava osuus. Voimme toteuttaa algoritmin seuraavasti:

sort (taulu)
maara = 1
suurin = 1
yleisin = taulul0]
for i =1 to n-1
if taululi-1] !'= taulu[i]
maara = 0
maara += 1
if maara > suurin
suurin = maara
yleisin = taulul[il

print(yleisin)

Téssikin algoritmissa jérjestdminen vie aikaa O(nlogn) ja for-silmukka
vie aikaa O(n), joten algoritmin kokonaisaikavaativuus on O(nlogn).

3.5.2 Binaarihaku

Bindadrihaku (binary search) on menetelmé, jonka avulla voimme 16ytéa al-
kion jérjestetystd taulukosta ajassa O(logn). Ideana on pitdd ylla hakuvélii,
jossa etsittava alkio voi olla, ja puolittaa vili joka askeleella tutkimalla valin
keskimméisené olevaa alkiota. Koska taulukko on jérjestyksesséd, voimme ai-
na padtelld, kumpaan suuntaan hakua tulee jatkaa.

Seuraava koodi etsii bindadrihaulla taulukosta alkiota x:
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[1]2]2]2[4]4[5]6][7[7][7]9]
-

!1\2\2\2\4\4\5|6|Z|7|7|9\

!1\2\2\2\4\4\§|6\7\7\7\9\

!1\2\2\2\4\4\5@7\7\7\9\

Kuva 3.5: Luvun 6 etsiminen jdrjestetystd taulukosta binddrihaun avulla.
Harmaa alue vastaa vilid [a,b] ja nuoli osoittaa kohdan k.

a=0
b = n-1
while a <= b
k = (a+b)/2

if taululk] == x
// alkio loytys
break

if taululk] < x
a = k+1

if taululk] > x
b = k-1

Algoritmi pitaa ylla hakuvalié [a, b], joka on aluksi [0, n — 1], koska alkio
x saattaa olla missé tahansa kohdassa taulukossa. Joka askeleella algoritmi
tarkastaa vilin keskelld kohdassa k = |(a+b)/2] olevan alkion. Jos kyseinen
alkio on x, haku paéttyy. Jos taas alkio on pienempi kuin z, haku jatkuu vélin
oikeaan puoliskoon, ja jos alkio on suurempi kuin z, haku jatkuu vélin va-
sempaan puoliskoon. Koska vélin koko puolittuu joka askeleella, bindédrihaun
aikavaativuus on O(logn).

Kuva 3.5 néyttda esimerkin bindarihaun toiminnasta, kun etsimme lukua
6 jarjestetystd taulukosta. Aluksi hakuvélind on koko taulukko ja puolivélin
kohdalla on luku 4. Niinpd voimme péételld, ettéd jos taulukossa on luku 6,
sen taytyy esiintyé taulukon loppuosassa. Tamén jialkeen hakuvélind on tau-
lukon loppuosa ja puolivélin kohdalla on luku 7. Nyt voimme taas paétella,
ettd luvun 6 tdytyy olla tdmén kohdan vasemmalla puolella. Hakuvéali puo-
littuu joka askeleella, ja kun jatkamme vastaavasti, kahden askeleen kuluttua
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hakuvélilld on vain yksi luku, joka on juuri haettu luku 6. Olemme 16yténeet
halutun luvun ja algoritmi péaattyy.

Voimme selvittdd bindarihaun avulla esimerkiksi tehokkaasti, onko tau-
lukossa kahta alkiota a ja b niin, ettd a + b = z, missd x on annettu arvo.
Ideana on jarjestédé ensin taulukko ja kdydé sitten lédpi kaikki taulukon lu-
vut. Jokaisen luvun kohdalla tutkimme, voisiko kyseinen luku olla a. Télloin
taulukossa pitéisi olla toinen luku b niin, ettd a + b = x, eli taulukossa pitéisi
olla luku z —a. Pystymme tarkastamaan tamén bindérihaulla ajassa O(logn).
Tuloksena on algoritmi, joka vie aikaa O(nlogn), koska seké jérjestdminen
ettd binddrihakua kayttava lapikdynti vievit aikaa O(nlogn).



Luku 4

Lista

Lista (list) on taulukkoa muistuttava tietorakenne, joka siséltdd joukon al-
kioita, jotka ovat perdkkéin tietyssd jarjestyksessd. Esimerkiksi [3,7,2,5]
on lista, joka sisdltdd nelja alkiota. Haluamme toteuttaa listan niin, etté
padsemme késiksi listalla olevaan alkioon sen kohdan perusteella ja liséksi
pystymme lisédmééan ja poistamaan alkioita.

Téssé luvussa tutustumme kahteen ldhestymistapaan listan luomiseen.
Ensin toteutamme taulukkolistan, jossa listan alkiot tallennetaan tauluk-
koon. Tamén jalkeen toteutamme linkitetyn listan, joka muodostuu toisiinsa
viittaavista solmuista. Kuten tulemme huomaamaan, molemmissa listan to-
teutuksissa on omat hyvét ja huonot puolensa.

4.1 Taulukkolista

Taulukkolista (array list) on lista, joka on tallennettu taulukkona. Koska
taulukon alkiot sijaitsevat aina perdkkéin muistissa, pddsemme késiksi mihin
tahansa listan alkioon ajassa O(1). Haasteena toteutuksessa on kuitenkin,
ettéd taulukon koko on kiinted ja jos haluamme muuttaa listan kokoa, meidan
taytyy varata uusi taulukko ja kopioida sinne vanhan taulukon sisélto.

4.1.1 Muutokset lopussa

Toteutamme ensin taulukkolistan, jossa alkioiden lisdykset ja poistot tapah-
tuvat listan lopussa. Tallennamme listan taulukkona niin, ettéd tietty méaéré
alkioita taulukon alussa on listan kaytossa ja loput tyhjat kohdat on varattu
tuleville alkioille. Tamén ansiosta pystymme lisédmééan uuden alkion listalle
ajassa O(1), jos taulukossa on tilaa, koska meidén riittdéd vain ottaa kayttoon
seuraava vapaana oleva kohta taulukosta.

37
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(@) |[3|7|2|5|—|—|—|—

b) 13|712]|5|6|—|—|—

Kuva 4.1: (a) Lista [3,7,2,5] tallennettuna taulukkoon. (b) Listan loppuun
lisdtddn alkio 6.

3171215161 ]12]8

!
31725 (6[1|2(8|4|—|—|~—

Kuva 4.2: Taulukkoon et mahdu endd wutta alkiota. Meidin taytyy varata
wust suurempt taulukko ja kopioida vanhan taulukon sisdlto sinne.

Kuva 4.1 nayttaa esimerkin, jossa taulukossa on tilaa yhteensé kahdeksal-
le alkiolle ja siihen on tallennettu lista [3,7, 2, 5]. Taulukon nelja ensimmaistéa
kohtaa ovat siis listan kédytosséd ja muut ovat varalla tulevia alkioita varten.
Kun lisédmme listan loppuun uuden alkion 6, otamme kéayttoon taulukosta
uuden kohdan, johon alkio sijoitetaan.

Mita tapahtuu sitten, kun jossain vaiheessa koko taulukko on tdynné eiké
uusi listalle lisattava alkio mahdu enédé taulukkoon? Télloin meidéan taytyy
ensin varata uusi suurempi taulukko ja kopioida kaikki vanhan taulukon al-
kiot sithen. Vasta tdmén jélkeen voimme lisétad uuden alkion listalle. Tamé& vie
aikaa O(n), koska kopioimme kaikki listan alkiot uuteen paikkaan muistissa.
Esimerkiksi kuvassa 4.2 uusi alkio 4 ei mahdu taulukkoon, joten joudumme
varaamaan uuden taulukon ja kopioimaan alkiot.

Olemme saaneet siis aikaan listan, jossa lisaidminen vie aikaa joko O(1)
tai O(n) riippuen siitd, mahtuuko alkio nykyiseen taulukkoon vai taytyyko
meidén varata uusi taulukko. Jotta lista olisi kiyttokelpoinen, hidas O(n)-
operaatio ei saisi esiintyé lilan usein. Osoittautuu, ettd saavutamme tamén
tavoitteen, kunhan varaamme uuden taulukon aina reilusti aiempaa suurem-
maksi. Tavanomainen ratkaisu on kaksinkertaistaa taulukon koko aina, kun
varaamme uuden taulukon. Kun toimimme néin, jokaisen alkion lisdédminen
listalle vie keskimddrin vain O(1) aikaa.

Miksi aikaa kuluu keskiméérin vain O(1)? Tarkastellaan tilannetta, jos-
sa listassa on n alkiota ja taulukko on tullut tdyteen, joten alkiot taytyy
kopioida uuteen taulukkoon. Tieddmme, ettd alkioita kopioitiin viimeksi sil-
loin, kun listassa oli n/2 alkiota, joten listaan on lisétty vélissd n/2 alkiota
tehokkaasti. Niinpé n alkion kopioimisen kustannus voidaan jakaa n/2 aiem-
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S| 7| —|—

Kuva 4.3: Poistojen jilkeen taulukon koko on kiynyt tarpeettoman suurekst,
ja puolitamme taulukon koon.

min lisétylle alkiolle, ja jokaiseen alkioon kohdistuva lisdkustannus on vakio.
Taulukon kasvattamisen vaikutus kokonaisuuteen on siis pieni.

Voimme poistaa alkion listan lopusta aina O(1)-ajassa, koska taulukon
kokoa ei tarvitse koskaan suurentaa. Téassd voi kuitenkin tulla ongelmaksi,
ettd monien poistojen jilkeen taulukossa on turhan paljon tyhjaa tilaa lo-
pussa. Voimme soveltaa tédssé kddnteisesti samaa ideaa kuin lisddmisessé: jos
poistamisen jélkeen vain neljinnes taulukosta on kaytossé, puolitamme tau-
lukon koon. Kuva 4.3 néyttda esimerkin téllaisesta tilanteesta. Talla tavalla
myo6s poistamiset vievit keskiméérin aikaa O(1).

Miksi emme voisi varata heti aluksi niin suurta taulukkoa, ettéd lopullinen
lista mahtuisi sithen varmasti? Téassé olisi huonona puolena, ettid listamme
tuhlaisi paljon muistia. Algoritmissa saattaa olla samaan aikaan kdytossa mo-
nia listoja, ja haluamme, etta listalle varattu taulukko on samaa kokoluokkaa
kuin listan todellinen sis&lto.

4.1.2 Muutokset alussa ja lopussa

Melko samaan tapaan voimme myos luoda taulukkolistan, joka sallii te-
hokkaat alkioiden liséykset ja poistot seké listan alussa ettd lopussa. Jot-
ta tdmé onnistuisi, muutamme listan tallennustapaa niin, etté lista voi alkaa
ja padttya missa tahansa taulukon kohdassa ja listan sisdltoé voi tarvittaessa
jatkua taulukon lopusta alkuun.

Kuva 4.4 ndyttdd esimerkin listan [3,7,2,5] uudesta tallennustavasta.
Merkki — osoittaa kohdan, josta lista alkaa, ja merkki <— osoittaa kohdan,
johon lista padattyy. Kun haluamme lisdta alkion listan alkuun, siirrymme
vasemmalle kohdasta —, ja kun haluamme lisédta alkion listan loppuun, siir-
rymme oikealle kohdasta <—. Kun haluamme poistaa alkioita listasta, menet-
telemme kédnteisesti.

Jos kohdat < ja — ovat vierekkéin téssd jirjestyksessd, tdmé voi tar-
koittaa kahta asiaa: joko lista on tyhja tai sitten kaikki taulukon kohdat ovat
kaytossa. Kuva 4.5 niyttda esimerkin néisté tilanteista. Kun piddmme muis-
tissa alkioiden mé&araé, voimme paatella siitd, kumpi tilanne on kyseessé. Jos
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(a) |25 |—|—|—-|—-13|7
— —
o [2]5]-]-[-l6]3]7
— —
© [2]-1-]-]-]6]3]7
— —

Kuva 4.4: (a) Lista [3,7,2,5] tallennettuna taulukkoon. (b) Listan alkuun
lisdtidn alkio 6. (¢) Listan lopusta poistetaan alkio 5.

@ [=[-[-T-1-1-1-1-

M) |2|5]4|1|2|5]|3]|7
— =

Kuva 4.5: Kaksi samantapaista tilannetta: (a) Listassa ei ole yhtddin alkiota.
(b) Listan alkiot tayttivit koko taulukon.

taulukko on tdynné ja haluamme lisdtd uuden alkion, meidédn taytyy vara-
ta uusi suurempi taulukko, johon listan sisélto siirretdan. Voimme menetella
samalla tavalla kuin aiemmin ja esimerkiksi kaksinkertaistaa taulukon koon
joka vaiheessa, jolloin operaatiot vievét keskimédrin aikaa O(1).

4.2 Linkitetty lista

Linkitetty lista (linked list) muodostuu solmuista, joista jokainen sisiltda yh-
den listan alkion. Linkitetty lista voi olla yhteen tai kahteen suuntaan lin-
kitetty. Yhteen suuntaan linkitetyssa listassa jokaisesta solmusta on viittaus
seuraavaan solmuun, ja kahteen suuntaan linkitetyssé listassa jokaisesta sol-
musta on viittaus seké seuraavaan ettéd edelliseen solmuun.

Kuva 4.6 ndyttaa esimerkkind listan [3,7, 2, 5] yhteen ja kahteen suuntaan
linkitettyna. Molemmissa listoissa tiedossamme on viittaukset listan alkuun
ja loppuun. Yhteen suuntaan linkitetyssa listassa voimme kaydéa lépi listan
alkiot alusta loppuun, kun taas kahteen suuntaan linkitetyssa listassa voimme
kulkea seké alusta loppuun etté lopusta alkuun.
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3 7 2 5!
(a) T T
alku loppu
s 170 120 15
R—- | R—1
(b) T T
alku loppu

Kuva 4.6: Lista [3,7,2,5] linkitettynd listana. (a) Yhteen suuntaan linkitetty
lista. (b) Kahteen suuntaan linkitetty lista.

Kaksisuuntainen linkitys on kiytinnossé jarkevéa tapa toteuttaa linkitetty
lista, ja oletamme jatkossa, etté listamme on kahteen suuntaan linkitetty ja
meilld on tiedossa viittaukset listan alkuun ja loppuun.

4.2.1 Linkitetyt rakenteet

Jokaisessa ohjelmointikielessd on omat keinonsa linkitetyn rakenteen toteut-
tamiseen. Javassa voimme toteuttaa linkitetyn rakenteen niin, etté jokai-
nen solmu on oma olionsa. Esimerkiksi voimme toteuttaa seuraavan luokan
Solmu, jonka oliot toimivat linkitetyn listan solmuina:

public class Solmu {
public int arvo;
public Solmu seuraava;
public Solmu edellinen;

public Solmu(int arvo, Solmu seuraava, Solmu edellinen) {
this.arvo = arvo;
this.seuraava = seuraava;
this.edellinen = edellinen;

}

Kenttd arvo kertoo solmun arvon, kenttd seuraava osoittaa seuraavaan
solmuun ja kenttd edellinen osoittaa edelliseen solmuun. Jos seuraavaa tai
edellisté solmua ei ole, viittauksen tilalla on arvo null. Esimerkiksi seuraava
koodi luo solmun, jonka arvona on 5 ja joka ei viittaa mihinka&n:
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Solmu s = new Solmu(5, null, null);

Seuraava koodi puolestaan nayttda, kuinka voimme luoda tdmén luokan
avulla linkitetyn listan [3,7,2,5]:

Solmu s1, s2, s3, s4;

sl = new Solmu(3, s2, null);
s2 = new Solmu(7, s3, s1);
s3 = new Solmu(2, s4, s2);
s4 = new Solmu(5, null, s3);

Tamén jalkeen voisimme kaydé listan lapi ndin alusta loppuun:

Solmu s = si;

while (s !'= null) {
System.out.println(s.arvo);
S = s.seuraava;

}

Koodin tulostus on seuraava:

g N N W

4.2.2 Listan operaatiot

Linkitetyn listan etuna on, ettd voimme liséita ja poistaa alkioita O(1)-ajassa
kaikissa listan kohdissa. Kun haluamme lisata listalle alkion, luomme ensin
uuden solmun ja muutamme sitten sen vieressé olevien solmujen viittauksia
niin, ettd ne viittaavat uuteen solmuun. Vastaavasti kun haluamme poistaa
alkion, muutamme viittauksia niin, ettd solmu ohitetaan.

Kuva 4.7 nayttaa esimerkin linkitetyn listan késittelysté. Listan sisdltoné
on aluksi [3,7,2,5]. Sitten lisimme listan keskelle alkion 4, jolloin luomme
ensin uuden solmun alkiolle ja muutamme sitten viittauksia alkioiden 7 ja 2
valilla niin, etté alkio 4 tulee niiden véliin. Lopuksi poistamme listasta alkion
2, jolloin yhdistdmme alkiot 4 ja 5 suoraan toisiinsa.

Péadsemme listan ensimméiseen ja viimeiseen solmuun tehokkaasti, koska
meilld on muistissa viittaukset niihin. Sen sijaan jos haluamme péésta johon-
kin muuhun listan kohtaan, meidéan taytyy aloittaa listan alusta tai lopusta
ja kulkea askel kerrallaan viittauksia seuraten. Niinpé listan keskelld olevaan
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(a) s 070 120 75
Re—— Re—1 R
(b) 3 17 R

WY

(c) 3 7 5
W

s

Kuva 4.7: (a) Alkuperdinen lista [3,7,2,5]. (b) Listan keskelle lisatadn alkio
4. (c) Listasta poistetaan alkio 2.

operaatio taulukkolista linkitetty lista
pédsy listan alkuun O(1) O(1)
péésy listan loppuun O(1) O(1)
paasy listan keskelle O(1) O(n)
liséys/poisto listan alussa O(1) O(1)
lisiys/poisto listan lopussa O(1) O(1)
lisdys/poisto listan keskelld O(n) O(1)

Taulukko 4.1: Taulukkolistan ja linkitetyn listan operaatioiden arkavaativuuk-
sia.

kohtaan pédseminen vie aikaa O(n). Joudumme liitkkumaan solmuihin link-
kejé pitkin, koska solmut voivat olla eri puolilla muistia eiké meillé ole keinoa
tietdd suoraan, mihin mikéakin solmu on tallennettu.

4.2.3 Listojen vertailua

Taulukko 4.1 esittdd yhteenvedon taulukkolistan ja linkitetyn listan ominai-
suuksista. Kummassakin toteutuksessa on yksi operaatio, joka ei ole tehokas.
Taulukkolistassa padsemme tehokkaasti mihin tahansa listan kohtaan, mut-
ta on hidasta muokata listaa keskeltéd. Linkitetyssé listassa voimme helposti
muokata listaa mistd tahansa, mutta keskelle pdédseminen on hidasta.
Huomaa, ettéd keskelle pddsemisen hitaus rajoittaa melko paljon linkite-
tyn listan kayttamistd. Vaikka pystymme sindnséd muokkaamaan listaa mista
tahansa kohdasta tehokkaasti, meidén tulee ensin pddstd kyseiseen kohtaan.
Jos meilld on jostain syysté etukéteen tiedossa viittaus listan keskelle, voim-
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4
1 1 1 )
3 3 3 3 3 3

push(3) push(l) push(4) pop()  pop() push(5)

Kuva 4.8: Esimerkki pinon kdsittelystd: lisidmme tyhjdadn pinoon alkiot 3, 1
ja 4, poistamme kaksi ylintd alkiota ja lisidmme lopuksi alkion 5.

enqueue(1) 1

enqueue(5) 1|5

enqueue(2) 11512

dequeue() 512

enqueue(3) 51213

Kuva 4.9: Esimerkki jonon kdsittelystd: lisaimme tyhjddn jonon alkiot 1, 5
ja 2, poistamme yhden alkion ja lisidmme vield alkion 3.

me muokata kyseistd kohtaa tehokkaasti, mutta muuten meidan tulee ensin
kulkea haluttuun kohtaan, missd kuluu aikaa O(n).

4.3 Pino ja jono

Listan avulla voimme toteuttaa myos kaksi erikoistunutta tietorakennetta,
pinon ja jonon, jotka sisiltdvit vain osan listan ominaisuuksista eli niiden
operaatiot ovat listaa rajoittuneempia.

Pino (stack) on tietorakenne, jonka operaatiot ovat alkion lisiéminen
pinon péélle (push), ylimmén alkion poistaminen (pop) sekéd ylimmén alkion
hakeminen. Esimerkiksi kuvassa 4.8 lisidmme ensin tyhjédan pinoon kolme
alkiota, poistamme sitten kaksi alkiota ja lisiémme vield yhden alkion.

Jono (queue) on tietorakenne, jossa voimme lisdté alkioita jonon loppuun
(enqueue), poistaa alkioita jonon alusta (dequeue) ja hakea alkioita molem-
mista paistd. Esimerkiksi kuvassa 4.9 lisidmme ensin tyhjdén jonoon kolme
alkiota, poistamme sitten yhden alkion ja lisimme vield yhden alkion.

Pystymme toteuttamaan seké pinon ettd jonon helposti listana niin, etta
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niiden operaatiot toimivat ajassa O(1). Mutta mitd jérked on luoda uusia
tietorakenteita, jotka ovat huonompia kuin lista? Listassa voimme késitelld
mité tahansa alkioita, mutta pinossa ja jonossa emme péése késiksi keskelld
oleviin alkioihin. Selitys on siiné, ettd pino ja jono ovat hyodyllisia kdsitteitd
algoritmien suunnittelussa. Voimme usein ajatella algoritmissa tarvittavaa
tietorakennetta pinona tai jonona ja toteuttaa sen sitten listana.

Tarkastellaan esimerkkiné tehtédvaé, jossa annettuna on n merkin pitui-
nen sulkulauseke, joka muodostuu kaarisulkeista () sekéd hakasulkeista [].
Haluamme selvittaa, onko lauseke oikein muodostettu eli onko jokaiselle aloit-
tavalle sululle vastaava lopettava pari. Esimerkiksi lauseke [()] () on oikein
muodostettu, kun taas lauseke [() (1) ei ole.

Voimme ratkaista tehtavian O(n)-ajassa pinon avulla kdymaélla 14pi lausek-
keen merkit vasemmalta oikealle. Kun vastaan tulee aloittava sulku ( tai [,
lisidmme sen pinoon. Kun taas vastaan tulee lopettava sulku ) tai ], tutkim-
me, miké on pinossa ylimpéné oleva merkki. Jos merkki on vastaava aloittava
sulku, poistamme sen pinosta, ja muuten toteamme, ettd lauseke on virheel-
linen. Jos lausekkeen lédpikdynnin aikana ei esiinny virheité ja pino on lopuksi
tyhja, lauseke on oikein muodostettu.

4.4 Javan toteutukset

Javan standardikirjastossa on monia listojen toteutuksia, jotka pohjautuvat
taulukkolistaan tai linkitettyyn listaan. Seuraavaksi tutustumme rakenteisiin,
joista on usein hyotyé algoritmien toteutuksessa.

4.4.1 ArrayList-rakenne

ArrayList on taulukkolista, joka sallii tehokkaat lisdykset ja poistot listan
lopussa. Esimerkiksi seuraava koodi luo listan, liséé siihen alkiot 1, 2 ja 3 ja
tulostaa listan sisallon.

ArraylList<Integer> lista = new ArrayList<>();
lista.add(1);

lista.add(2);

lista.add(3);

System.out.println(lista); // [1, 2, 3]

Metodi add liséé oletuksena alkion listan loppuun ja toimii siiné tapauk-
sessa keskimédrin ajassa O(1).

Koska lista on tallennettu taulukkona, pddsemme myos tehokkaasti kasiksi
sen alkioihin kohdan perusteella. Metodi get hakee tietyssd kohdassa olevan
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arvon, ja metodi set muuttaa arvoa. Esimerkiksi seuraava koodi tulostaa
ensin listan kohdassa 1 olevan alkion ja muuttaa sitten sen arvoksi 5.

System.out.println(lista.get(1)); // 2
lista.set(1,5);
System.out.println(lista.get(1)); // 5

Luokassa Collections on hyddyllisida metodeita, joiden avulla voimme
muuttaa ArrayList-rakenteen alkioiden jérjestystéd. Seuraava esimerkkikoo-
di jérjestdd ensin listan, muuttaa sitten sen jérjestyksen kadnteiseksi ja se-
koittaa lopuksi jérjestyksen.

Collections.sort(lista);
Collections.reverse(lista);
Collections.shuffle(lista);

4.4.2 ArrayDeque-rakenne

ArrayDeque-rakenne on taulukkolista, joka sallii tehokkaat lisdykset ja pois-
tot seké listan alussa ettd lopussa. Alkioita voi lisétd metodeilla addFirst ja
addLast ja poistaa metodeilla removeFirst ja removelLast:

ArrayDeque<Integer> lista = new ArrayDeque<>();
lista.addLast(1);

lista.addFirst(2);

lista.addLast(3);

System.out.println(lista); // [2, 1, 3]
lista.removeFirst();

System.out.println(lista); // [1, 3]

Liséksi voimme hakea listan ensimmaéisen ja viimeisen alkion metodeilla
getFirst ja getLast:

ArrayDeque<Integer> lista = new ArrayDeque<>();
lista.addLast(1);

lista.addLast(2);

lista.addLast(3);
System.out.println(lista.getFirst()); // 1
System.out.println(lista.getLast()); // 3

Kaikki ndméa metodit toimivat keskiméadrin ajassa O(1). Rajoituksena
on kuitenkin, ettd emme pédse késiksi listan keskelld oleviin alkioihin, vaan
voimme késitelld vain listan alkua ja loppua.



4.5. TEHOKKUUSVERTAILU 47

4.4.3 LinkedList-rakenne

LinkedList-rakenne toteuttaa kaksisuuntaisen linkitetyn listan, jossa voim-
me helposti liséita ja poistaa alkioita listan alussa ja lopussa. Seuraava koodi
esittelee asiaa:

LinkedList<Integer> lista = new LinkedList<>();
lista.addLast(1);

lista.addFirst(2);

lista.addLast(3);

System.out.println(lista); // [2, 1, 3]
lista.removeFirst();

System.out.println(lista); // [1, 3]

Jos haluamme tehda liséyksié ja poistoja muualla listassa, meidéan taytyy
ottaa kayttoon iteraattori, joka osoittaa haluttuun kohtaan. Seuraava koodi
luo iteraattorin, joka osoittaa ensin listan alkuun. Sitten siirrimme iteraat-
toria kaksi askelta eteenpéin ja lisidmme alkion 5 iteraattorin kohdalle eli
listan toisen ja kolmannen alkion véliin.

ListIterator<Integer> x = lista.listIterator();
x.next();
x.next();
x.add(5);

LinkedList tarjoaa myos metodit get ja set, joiden avulla padsemme
késiksi tietysséd kohdassa listalla olevaan alkioon. Naméa metodit vievéat kui-
tenkin aikaa O(n), koska joudumme kulkemaan ensin oikeaan kohtaan listan
alusta tai lopusta. Témén vuoksi LinkedList ei ole hyvéa valinta, jos haluam-
me késitelld alkioita kohdan perusteella.

4.5 Tehokkuusvertailu

Téarked kysymys on, miten tehokkaita taulukkolista ja linkitetty lista ovat
kdytinndssd ja kumpaa meiddn kannattaa kdyttdd, jos voimme valita. Seu-
raavaksi vertailemme Javan taulukkolistan (ArrayList) ja linkitetyn listan
(LinkedList) kdytdnnon tehokkuutta.

Testissd luomme ensin taulukon, joka sisdltdéd luvut 1,2,...,n satunnai-
sessa jarjestyksessé, seké tyhjéan listan. Tamén jalkeen kdymme taulukon lapi
vasemmalta oikealle ja lisédmme kunkin luvun listalle sen oikealle paikalle
niin, ettd lista sdilyy jarjestettyné. Esimerkiksi jos listalla on ennestédén al-
kiot [2, 3, 6] ja seuraava taulukon alkio on 4, listasta tulee [2, 3,4, 6]. Teemme
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parametri n ArrayList LinkedList
10000 0.13 s 0.38 s
20000 0.48 s 1.20 s
30000 0.99 s 2.70 s
40000 1.72 s 5.15 s
50000 3.14 s 8.99 s

Taulukko 4.2: Listarakenteiden tehokkuusvertailu.

saman testin taulukkolistalle ja linkitetylle listalle.

Taulukkolistan tapauksessa kidymme listaa lépi alusta muuttujalla &, kun-
nes tulemme kohtaan, johon uusi alkio kuuluu. Tamén jélkeen lisidmme al-

kion kohtaan k kutsumalla metodia add.

for (int i = 0; i++) {

int k = 0;

i < n;

k++;
}
lista.add(k,taululi]);

}

while (k < lista.size() && lista.get(k) < taululi]) {

Linkitetyn listan tapauksessa luomme iteraattorin, jonka avulla etsimme
uuden alkion kohdan listan alusta ldhtien. Tamén jélkeen lisidmme alkion

listalle iteraattorin osoittamaan kohtaan.

for (int i = 0; i < n; i++) {
ListIterator<Integer> x =
while (x.hasNext()) {
if (x.next() > taululil) {
x.previous();
break;
}
}
x.add (taululil);
}

lista.listIterator();

Taulukkolistassa seké oikean kohdan etsiminen ettd alkion lisdéminen
vievit aikaa O(n), kun taas linkitetyssé listassa oikean kohdan etsiminen
vie aikaa O(n), mutta alkion liséédminen vie aikaa vain O(1). Mutta kuinka

nopeasti koodit toimivat kaytannossa?

Taulukko 4.2 nayttas testin tulokset. Osoittautuu, ettd taulukkolista on
selvésti nopeampr kuin linkitetty lista. Ndin kéy siitd huolimatta, ettd tau-
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5

Kuva 4.10: Taulukkolista ja linkitetty lista tietokoneen muistissa.

lukkolistassa alkion lisdédminen vie aikaa O(n), mutta linkitetyssa listassa
aikaa kuluu O(1). Kysymys kuuluukin:

Milloin kannattaa kayttdd linkitettya listaa?

Tietorakenteiden maailmassa jokaiselle tietorakenteelle on yleenséd omat tie-
tyt kiyttotarkoituksensa, joissa se erottuu edukseen muista tietorakenteista.
Linkitetty lista muodostaa kuitenkin poikkeuksen téhén sdéntoon: sitd ed
kannata kdyttid yleensd koskaan.

Syynéd tdhédn on, ettd nykyaikaiset tietokoneet suwosivat taulukkolistan
kédyttamisté linkitetyn listan sijaan. Kuvassa 4.10 ndkyy, miten taulukkolista
ja linkitetty lista asettuvat tietokoneen muistissa. Taulukkolistan alkiot ovat
periakkéin, kun taas linkitetyn listan alkiot voivat olla eri puolilla muistia se-
kalaisessa jarjestyksessd. Nykyaikaisen prosessorin véalimuistit ja komentojen
ennustus on toteutettu niin, ettd ne ovat parhaimmillaan silloin, kun tieto
on tallennettu muistissa perdakkéin — eli juuri kuten taulukkolistassa. Tamé&
nikyy kiytdnnossa siiné, etté taulukkolistan késittely on selvisti tehokkaam-
paa kuin linkitetyn listan késittely.

Vaikka linkitetty lista ei ole kédytdnnossd hyvé tietorakenne, linkitetyn
rakenteen idea on hyddyllinen ja tarvitsemme sitd myohemmin monimutkai-
semmissa tietorakenteissa.
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Luku 5

Hajautustaulu

Hajautustaulu (hash table) on tietorakenne, joka pitéaé ylla alkioiden joukkoa.
Voimme tarkastaa, kuuluuko tietty alkio joukkoon, seké lisdté ja poistaa al-
kioita. Kuten matematiikassa, jokainen alkio voi esiintyé enintdén kerran jou-
kossa. Hajautustaulussa kaikki ylla mainitut operaatiot toimivat tehokkaasti,
mika tekee siitd kédtevéin tyokalun algoritmien toteuttamisessa.

Tutustumme tésséd luvussa ensin hajautustaulun toimintaan ja sen te-
hokkuuteen vaikuttaviin seikkoihin. Tadmén jilkeen késittelemme Javan tie-
torakenteet HashSet ja HashMap, jotka perustuvat hajautustauluun. Lopuksi
kdymme lapi esimerkkeja tilanteista, joissa voimme kéyttdd hajautustaulua
algoritmien suunnittelussa.

5.1 Hajautustaulun toiminta

Toteutamme hajautustaulun taulukkona, jonka jokaisessa kohdassa on lista
joukkoon kuuluvia alkioita. Jotta voimme kayttdd hajautustaulua, tarvit-
semme hajautusfunktion (hash function) f, joka antaa hajautusarvon (hash
value) f(x) mille tahansa joukon alkiolle z. Hajautusarvo on kokonaislu-
ku valiltda 0,1,..., N — 1, missd& N on hajautustaulun koko. Tallennamme

[0[1]2]3[4[5]6]7[8]9)]
L]
12 15 7
32

Kuva 5.1: Hajautustaulu, joka vastaa joukkoa {7,12,15,32}. Hajautusfunk-
tiona on f(x) = x mod 10.

o1
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Kuva 5.2: Kaksi hajautustaulua joukolle {a,b,c}. Vasen tilanne on paras
mahdollinen, oikea tilanne taas huonoin mahdollinen.

hajautustaulun kohdassa k olevaan listaan kaikki ne joukon alkiot, joiden
hajautusarvo on k.

Kuvassa 5.1 on esimerkkinid hajautustaulu, jonka kokona on N = 10.
Olemme tallentaneet hajautustauluun joukon {7,12, 15,32} kdyttden hajau-
tusfunktiota f(x) = x mod 10. Tdm4 tarkoittaa, ettd alkion = hajautusarvo
on sen jakojadnnds 10:114 eli luvun viimeinen numero. Esimerkiksi alkiot 12
ja 32 ovat kohdassa 2, koska niissd viimeinen numero on 2, ja alkiot 15 ja
7 ovat vastaavasti kohdissa 5 ja 7. Kaikki muut hajautustaulun listat ovat
talla hetkelld tyhjia.

Kun haluamme tarkastaa, onko joukossa alkiota x, laskemme ensin sen
hajautusarvon f(z). TAmén jilkeen kdymme lépi kaikki kohdan f(z) listas-
sa olevat alkiot ja tarkastamme, onko jokin niistd alkio x. Vastaavasti kun
haluamme liséta alkion x joukkoon tai poistaa alkion x joukosta, teemme
muutoksen kohdassa f(z) olevaan listaan. Jokaisen operaation aikavaativuus
on O(m), missd m on listan alkioiden mé#rd. Hajautustaulu toimii siis te-
hokkaasti, jos jokainen siiné oleva lista on lyhyt.

5.1.1 Hajautusfunktio

Hajautusfunktio f(z) mé#érittdd, mihin kohtaan hajautustaulua alkio = si-
joitetaan. Sen taytyy antaa jokaiselle mahdolliselle alkiolle hajautusarvo eli
kokonaisluku valiltda 0,1,..., N — 1, missd /N on hajautustaulun koko. Muil-
ta osin meilld on periaatteessa vapaat kiddet hajautusfunktion suunnitteluun.
Mutta millainen olisi hyva hajautusfunktio?

Haluamme, etté hajautusfunktio jakaa alkioita tasaisesti hajautustaulun
eri puolille. Jos onnistumme téassé, kaikki listat ovat lyhyitd ja hajautus-
taulun operaatiot ovat tehokkaita. Kuva 5.2 niyttda kaksi hajautustaulua,
jotka vastaavat joukkoa {a,b,c} kahdella eri hajautusfunktiolla. Vasemmas-
sa taulussa hajautus on onnistunut téydellisesti ja jokainen alkio on omassa
listassaan. Oikeassa taulussa taas kaikki alkiot ovat joutuneet samaan lis-
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taan eikd hajautuksesta ole mitdéan hyotyéd. Tavoitteemme on saada aikaan
hajautusfunktio, jonka toiminta on lahempéné vasenta tilannetta.

Jos hajautettavat alkiot ovat kokonaislukuja, suoraviivainen hajautus-
funktio on f(zr) = x mod N, joka muuttaa luvun valille 0...N — 1 ja-
kojadnnoksen avulla. Tam& on helposti toteutettava ja yleensd hyvin toi-
miva hajautusfunktio. Enté jos alkiot ovat jotain muuta tyyppia kuin koko-
naislukuja? T&lloin meidédn taytyy padttda ensin jokin jarkeva tapa, kuinka
muutamme alkion kokonaisluvuksi, minké jédlkeen voimme jélleen ottaa ja-
kojadnnoksen N:114.

Tarkastellaan esimerkkiné tilannetta, jossa haluamme hajauttaa merkki-
jonoja eli meidan taytyy loytdd keino muuttaa merkkijono kokonaisluvuk-
si. Oletamme, ettd merkkijonossa on k& merkkid, joiden merkkikoodit ovat
Co,Ci, ..., Ch_1. Esimerkiksi jos merkkijono on testi, merkkikoodit! ovat
cg = 116, ¢y = 101, ¢ = 115, ¢35 = 116 ja ¢4 = 105. Yksi tapa muuttaa
merkkijono kokonaisluvuksi on laskea merkkikoodien summa

Co+ €1+ -+ Cpi,
jolloin merkkijonoa testi vastaa kokonaisluku
116 + 101 + 115 + 116 + 105 = 553.

Tamaé on sindnsd jarkevi tapa laskea hajautusarvo, mutta siind on yk-
si ongelma: kaksi merkkijonoa saavat aina saman hajautusarvon, jos niissé
on samat merkit eri jarjestyksessd. Pystymme parantamaan hajautusarvon
laskentaa lisddmaélla summaan kertoimet kayttden kaavaa

AFleg + AR 2 4o A%y,

missd A on vakio. Esimerkiksi jos A = 7, merkkijonoa testi vastaa koko-
naisluku

716+ 721014+ 72- 115+ 71 116 + 7° - 105 = 319711.

Tamé& menetelmé, jota kutsutaan nimell& polynominen hajautus (polynomial
hashing), on kaytannossé hyva merkkijonon hajautustapa, joka on kaytossé
esimerkiksi Javan standardikirjastossa. Voimme laskea polynomisen hajau-
tusarvon jakojaannoksen seuraavalla koodilla:

h=0
for i = 0 to k-1
h = (h*A+c[1i])%N;

Kéytamme tisss merkkien ASCII-koodeja. Esimerkiksi Javassa char-merkin ¢ koodin
saa selville kirjoittamalla (int)c, eli esimerkiksi (int)’t’ on 116.
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Tamén koodin etuna on, etté se laskee jakojaédnnoksen joka merkin liséé-
misen jilkeen, minké ansiosta tavallinen kokonaislukutyyppi (esim. Javassa
int tai long) riittd4 hajautusarvon laskemiseen.

5.1.2 Hajautuksen tehokkuus

Hajautustaulun operaatiot vieviit aikaa O(m), jossa m on hajautustaulussa
olevan listan pituus. Mutta kuinka suuri m on? Tamaé riippuu siitd, miké on
alkioiden méara n, hajautustaulun koko N seké hajautusfunktio f.

Jos kaikki sujuu hyvin ja hajautusfunktio jakaa alkioita tasaisesti hajau-
tustaulun eri puolille, jokaisessa listassa on noin n/N alkiota. Niinp4 jos valit-
semme hajautustaulun koon niin, ettd /N on samaa luokkaa kuin n, operaatiot
toimivat tehokkaasti ajassa O(1). Kuitenkin on mahdollista, ettd hajautuk-
sessa esiintyy paljon tormdayksid (collision), mikd tarkoittaa, ettd kahdella
alkiolla on sama hajautusarvo. Téll6in hajautus epdonnistuu ja alkiot jakau-
tuvat hajautustauluun epétasaisesti. Pahimmassa tapauksessa kaikki alkiot
saavat saman hajautusarvon ja ne kaikki tallennetaan samaan listaan, jolloin
operaatiot vievét aikaa O(n).

Hajautuksessa vaikeutena on, ettemme tiedé etukéteen, mité alkioita ha-
jautustauluun tallennetaan. Tarkastellaan tilannetta, jossa hajautettavat al-
kiot ovat kokonaislukuja ja kdytossid on hajautusfunktio f(x) = x mod N.
Taméa on hyvé hajautusfunktio olettaen, etté eri jakojaannoksia esiintyy ta-
saisesti aineistossa. Tdmé oletus ei kuitenkaan vélttaméattd pade: esimerkiksi
voi olla, ettd jostain syystéd jokainen hajautettava alkio on parillinen. Nyt
jos myo0s N on parillinen, jokainen hajautusarvo on parillinen ja vain puo-
let hajautustaulun kohdista on kéytosséd. Parempi tapa onkin valita N niin,
ettd se on alkuluku. Talloin on vihemmén todennédkoistd, ettd aineistossa
mahdollisesti olevat sdannollisyydet aiheuttaisivat tormayksia.

Emme voi kuitenkaan koskaan olla etukiteen varmoja, ettd hajautus toi-
mii hyvin. Vaikka meilla olisi erittdin hyva hajautusfunktio, ilked vastustaja
voi kuitenkin antaa meille joukon alkioita, jotka kaikki saavat saman hajau-
tusarvon. Tama riski on aina hajautuksessa, koska mahdollisten hajautusar-
vojen méaaré on paljon pienempi kuin mahdollisten alkioiden mééaré. Tamén
vuoksi emme voi mitenkddn suunnitella hajautusfunktiota niin, ettéd se ja-
kaisi alkiot varmasti tasaisesti hajautustauluun, jos meilld ei ole etukéteen
tietoa siitd, mitd alkioita hajautustauluun tullaan tallentamaan.

Kaikeksi onneksi hajautus toimii yleensé aina kdytinnossd hyvin ja voim-
me ajatella, ettd hajautustaulun operaatiot ovat O(1)-aikaisia, kunhan ha-
jautustaulun koko on riittdvan suuri ja hajautusfunktio on toteutettu jérke-
vasti. Vaikka on mahdollista, ettd hajautus epdonnistuu, tdmén riski on niin
pieni, ettei meidén tarvitse murehtia siitd kdytannossa.
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0[1]2]3[4[5]6]7[8]9)]

l l

(xyz,1)  (abc,5h)

(aaa, 8)

Kuva 5.3: Hakemiston tallentaminen hajautustauluun.

5.1.3 Hajautustaulu hakemistona

Voimme tallentaa hajautustauluun myos avain-arvo-pareja, joissa avaimen
hajautusarvo maarittaéd, mihin hajautustaulun listaan pari sijoitetaan. Saam-
me néin aikaan tietorakenteen hakemisto (dictionary), jota voi ajatella tau-
lukon yleistyksené. Taulukossa avaimet ovat kokonaisluvut 0,1,...,n — 1,
mutta hakemistossa ne voivat olla mitd tahansa arvoja.

Kuvassa 5.3 on esimerkkiné hajautustauluun tallennettu hakemisto, joka
vastaa seuraavaa ”taulukkoa”:

taulu["abc"]
taulu["xyz"] =
taulul["aaa"]

|
@ = O

Téssé tapauksessa hakemiston avaimet ovat merkkijonoja ja arvot ovat
kokonaislukuja. Hajautustaulun ansiosta voimme késitelld hakemistoa tau-
lukon tavoin niin, ettd operaatiot vieviit aikaa O(1).

Voimme myos toteuttaa hakemiston, jonka avaimet ovat kokonaislukuja.
Téllaisessa tietorakenteessa on jarkeé, jos avaimet ovat niin suuria, ettd emme
voi kiyttaa sen sijasta tavallista taulukkoa. Kuitenkin jos avaimet ovat pienié
kokonaislukuja, taulukko on paljon parempi valinta, koska sen vakiokertoimet
ovat huomattavasti hajautustaulua pienemmét.

5.2 Javan toteutukset

Javassa on kaksi hajautustaulua kéyttdvaa tietorakennetta: HashSet pitaéd
yll& alkioiden joukkoa ja HashMap toteuttaa hakemiston, jossa on avain-arvo-
pareja. Kummankin rakenteen operaatiot toimivat ajassa O(1).

5.2.1 HashSet-rakenne

HashSet on alkioiden joukko, johon voi lisédté alkion metodilla add ja josta
voi poistaa alkion metodilla remove. Esimerkiksi seuraava koodi luo joukon,
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jossa voi olla kokonaislukuja, ja liséé siithen luvut 3, 5 ja 8. Tadmén jélkeen
koodi poistaa luvun 5 joukosta.

HashSet<Integer> joukko = new HashSet<>();
joukko.add(3);

joukko.add(5) ;

joukko.add(8);

System.out.println(joukko); // [3, 5, 8]
joukko.remove(5) ;
System.out.println(joukko); // [3, 8]

Metodi contains kertoo, esiintyyko tietty alkio x joukossa:

if (joukko.contains(x)) {
System.out.println("alkio on joukossa");
} else {

System.out.println("alkiota ei ole joukossa");

Huomaa, etté jokainen alkio voi esiintyé vain kerran joukossa. Esimerkiksi
vaikka seuraava koodi koettaa lisdtd luvun 5 kolmesti joukkoon, se menee
sinne vain ensimmaiselld kerralla ja muut lisdykset jatetddn huomiotta.

HashSet<Integer> joukko = new HashSet<>();
joukko.add(5) ;

joukko.add(5);

joukko.add(5) ;

System.out.println(joukko); // [5]

5.2.2 HashMap-rakenne

HashMap luo hakemiston, jossa on avain-arvo-pareja. Hakemiston mééaritte-
lyssé tulee antaa avaimen ja arvon tyyppi. Metodi put lisdd uuden avain-
arvo-parin, ja metodi get hakee arvon avaimen perusteella.

Esimerkiksi seuraava koodi luo sanakirjan, jossa seké avaimet ettd arvot
ovat merkkijonoja. Syétdmme sanakirjaan merkkijonopareja, jotka kertovat
sanan kddnnoksen suomesta englanniksi.
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HashMap<String,String> sanakirja = new HashMap<>();
sanakirja.put("apina", "monkey") ;
sanakirja.put("banaani", "banana") ;

sanakirja.put("cembalo","harpsichord");

System.out.println(sanakirja.get("banaani")); // banana

Hyodyllinen on myos metodi containsKey, jonka avulla voi tarkastaa,
onko tietylle avaimelle tallennettu arvoa:

if (sanakirja.containsKey(sana)) {
System.out.println(sanakirja.get(sana));

} else {
System.out.println("sana puuttuu sanakirjasta");

}

5.2.3 Omat luokat

Javan luokissa on metodi hashCode, jonka avulla olio kertoo pyydettaessé
hajautusarvonsa. Voimme esimerkiksi selvittd&d merkkijonon apina hajau-
tusarvon seuraavasti:

System.out.println("apina".hashCode());

Taméa koodi tulostaa luvun 93022541, joka on siis merkkijonon apina
hajautusarvo Javassa. On tunnettua, ettd Java kdyttdd merkkijonon hajau-
tusarvon laskemiseen polynomista hajautusta vakiolla A = 31, joten voimme
laskea Javan hajautusarvon myos itse kaavalla

314.97 4+ 313112+ 312105 + 311 - 110 + 31° - 97 = 93022541.

Jos haluamme kayttaa omia olioitamme hajautustauluissa, meidan taytyy
toteuttaa luokkaan kaksi metodia: hashCode, joka antaa olion hajautusar-
von, sekd equals, joka ilmaisee, ovatko kaksi oliota samat. Metodi hashCode
riittdd toteuttaa niin, ettd se palauttaa jonkin kokonaisluvun, ja Java huo-
lehtii jakojadnnoksestd. Metodi equals on tarpeen, jotta Java pystyy var-
mistamaan, ovatko saman hajautusarvon antavat oliot todella samat.
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5.3 Hajautustaulun kiyttadminen

Hajautustaulun ansiosta voimme kayttéaéd algoritmeissamme joukkoja ja ha-
kemistoja, joiden operaatiot toimivat tehokkaasti. Voimme alkajaisiksi ratkoa
mukavammin ajassa O(n) sellaisia ongelmia, jotka olemme ratkoneet aiem-
min jirjestdmisen avulla ajassa O(nlogn).

Aloitamme ongelmasta, jossa haluamme selvittdd, montako eri alkiota
taulukko siséltdd. Luvussa 3.5.1 ratkaisimme ongelman jéarjestamalld taulu-
kon ja tutkimalla sen jilkeen vierekkéisia alkioita. Nyt kun kéytdssdmme on
hajautustaulu, voimme vain lisdta kaikki alkiot joukkoon ja hakea lopuksi
joukon koon. Niin saamme aikaan seuraavan algoritmin:

alkiot = []

for i = 0 to n-1
alkiot.add(taululi])

print(alkiot.size())

Téassé alkiot on hajautustaulua kayttava joukko, minkéd ansiosta algo-
ritmi toimii ajassa O(n).

Tarkastellaan sitten ongelmaa, jossa haluamme selvittda taulukon ylei-
simmé&n alkion. Ratkaisimme tdménkin ongelman aiemmin jérjestamalla tau-
lukon, mutta hajautustaulun avulla voimme ldhestyd ongelmaa toisella ta-
valla luomalla hakemiston, jonka avaimet ovat taulukon alkioita ja arvot nii-
den esiintymiskertoja. Nyt voimme vain kédyda lapi taulukon siséllon ja pitda
kirjaa, montako kertaa mikékin alkio esiintyy taulukossa:

laskuri = []
suurin = 0
for i = 0 to n-1
laskuri[taulul[i]l] += 1
if laskuri[taulul[i]] > suurin
suurin = laskuri[taululi]]
yleisin = taulul[i]
print(yleisin)

Té&ssd hakemisto laskuri on toteutettu hajautustaulun avulla, jolloin
avaimet voivat olla mitd tahansa lukuja ja operaatiot toimivat ajassa O(1).
Tuloksena on algoritmi, jonka aikavaativuus on O(n).

Kuten ndméa esimerkit osoittavat, hajautustaulu helpottaa algoritmien
luomista, koska meidédn ei tarvitse pukea ongelmia jarjestdmisen muotoon
vaan voimme késitelld niitd suoremmin. Mutta toisaalta olemme ratkoneet
vain uudestaan tehtédvié, jotka ovat hoituneet mainiosti my0s jérjestdmisen
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avulla. Antaisiko hajautustaulu meille jotain todellisia uusia mahdollisuuksia
algoritmien suunnittelussa?

Hajautustaulu osoittaa todelliset kyntensé silloin, kun haluamme pitéda
ylla aidosti dynaamista tietorakennetta eli haluamme vuorotellen muuttaa
tietorakennetta ja hakea sieltd tietoa. Talloin emme voi endd toteuttaa al-
goritmia, joka jérjestdd koko aineiston kerran alussa. Esimerkki téllaisesta
tehtavista on, ettd kdytossamme on funktio haeLuku, joka antaa lukuja yksi
kerrallaan. Jokaisen luvun jédlkeen meidédn tulee ilmoittaa, montako eri lu-
kua olemme saaneet tdhin mennessi, ennen kuin voimme pyytaéd funktiolta
seuraavan luvun. Voimme ratkaista tehtdvén seuraavasti ajassa O(n) hajau-
tustaulun avulla:

alkiot = []

for i =1 ton
luku = haeLuku()
alkiot.add(luku)
print(alkiot.size())

Téllaisesta algoritmista kédytetddn joskus nimed online-algoritmi. Taméa
tarkoittaa, ettd algoritmille annetaan syotettd alkio kerrallaan ja algoritmi
pystyy ilmoittamaan senhetkisen vastauksen joka alkion késittelyn jélkeen.
Vastaavasti offline-algoritmi tarvitsee kayttoonsa heti koko syotteen, jotta se
voi késitelld syotettéd kokonaisuutena, kuten jéarjestaé sen. Monissa tehtéavissé
online-algoritmi on vaikeampi keksia kuin offline-algoritmi.
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Luku 6
Binairihakupuu

Binddrihakupuu (binary search tree) on tietorakenne, joka pitéé ylla alkioiden
joukkoa, samaan tapaan kuin hajautustaulu. Bindarihakupuu eroaa hajau-
tustaulusta kuitenkin siind, etté se siilyttdd alkioita jdrjestyksessd. Tamén
ansiosta voimme esimerkiksi etsié tehokkaasti joukon pienimmén tai suurim-
man alkion, mika ei ole mahdollista hajautustaulussa.

Aloitamme luvun tutustumalla bindéripuiden teoriaan, minka jélkeen pe-
rehdymme bindarihakupuun toimintaan. Késittelemme bindérihakupuun te-
hokkaasta toteutuksesta esimerkkind AVL-puun. Sitten kiymme ldpi Javan
tietorakenteet TreeSet ja TreeMap, jotka perustuvat bindarihakupuuhun, ja
lopuksi vertailemme joukkorakenteita ja jérjestdmisté.

6.1 Taustaa bindiripuista

Bindédrihakupuun taustalla on yleisempi tietorakenne binddripuu (binary tree).
Ennen kuin tutustumme bind#rihakupuuhun, meidén onkin hyva selvittai
ensin, mikd on binddripuu ja mitd ominaisuuksia siihen liittyy.

Bindaripuu muodostuu n solmusta. Puussa ylimpané on solmu, jota kut-
sutaan juureksi (root). Jokaisella solmulla voi olla vasen ja oikea lapsi (child),
ja kaikilla solmuilla juurta lukuun ottamatta on yksikésitteinen vanhempi
(parent). Puun lehtid (leaf) ovat solmut, joilla ei ole lapsia.

Bindaripuun rakenne on rekursiivinen: jokainen solmu toimii juurena ali-
puulle (subtree), joka on myds binddripuu. Solmun z alipuu sisiltdd solmun
x seké kaikki solmut, joihin padsemme laskeutumalla alaspéin solmusta .
Voimme myds ajatella asiaa niin, ettéd jokaisen binddripuun solmun vasen ja
oikea lapsi on toinen (mahdollisesti tyhjé) binddripuu.

Kuvassa 6.1 on esimerkki bindédripuusta, jossa on 8 solmua. Solmu 1 on
puun juuri, ja solmut 4, 5, 7 ja 8 ovat puun lehtid. Solmun 3 vasen lapsi on
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Kuva 6.1: Binddripuu, jossa on 8 solmua. Puun juuri on solmu 1, ja puun

lehtid ovat solmut 4, 5, 7 ja 8.

(a) (b)

Kuva 6.2: (a) Vihiten solmuja sisdltavi korkeuden 2 binddripuu. (b) Eniten
solmuja sisdltdvd korkeuden 2 binddripuu.

solmu 5, oikea lapsi on solmu 6 ja vanhempi on solmu 1. Solmun 3 alipuu
sisdltaa solmut 3, 5, 6, 7 ja 8.

Binddripuun juuren syvyys (depth) on 0 ja jokaisen muun solmun syvyys
on yhtd suurempi kuin sen vanhemman syvyys. Bindédripuun korkeus (height)
on puolestaan suurin puun solmussa esiintyva syvyys eli toisin sanoen suurin
askelten médra juuresta alaspéin lehteen. Esimerkiksi kuvan 6.1 puun korkeus
on 3, koska solmujen 7 ja 8 syvyys on 3.

Jos bindaripuun korkeus on h, siind on vahintdéan h+1 solmua, jolloin puu
on pelkké solmujen lista, ja enintéin 2"+ — 1 solmua, jolloin kaikilla tasoilla
on kaikki mahdolliset solmut. Kuva 6.2 nayttaa esimerkit néistéa tapauksista,
kun puun korkeus on 2.

6.1.1 BinAiripuun kisittely

Voimme toteuttaa bindédripuun linkitettynd rakenteena niin, etté jokainen
puun solmu on olio, jossa on viittaus vasempaan ja oikeaan lapseen seké
mahdollisesti muita kenttid, kuten solmuun liittyva arvo. Jos solmulla ei ole
vasenta tai oikeaa lasta, viittauksena on null.
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Rekursio on luonteva tapa toteuttaa monia bindédripuun késittelyyn liit-
tyvid operaatioita. Esimerkiksi seuraava funktio laskee, montako solmua sille
annetussa puussa on:

function laskeSolmut(solmu)
if solmu == null
return 0O
return 1 + laskeSolmut(solmu.vasen) +
laskeSolmut (solmu.oikea)

Funktiolle annetaan parametrina solmu, joka vastaa puun juurta. Jos puu
on tyhja, siind ei ole yhtdin solmua. Muuten puussa on juurisolmu seké
vasemman ja oikean alipuun solmut. Pystymme laskemaan alipuiden solmut
rekursiivisesti kutsumalla samaa funktiota uudestaan.

Seuraava funktio puolestaan selvittda, mikd on puun korkeus. Huomaa,
ettd jos puu on tyhja, tulkintana on, ettd sen korkeus on —1.

function korkeus(solmu)
if solmu == null
return -1
return 1 + max(korkeus(solmu.vasen), korkeus(solmu.oikea))

6.1.2 Lapikayntijirjestykset

Voimme kayda lapi binddripuun solmut rekursiivisesti juuresta alkaen. Sol-
mujen lapikdyntiin on kolme tavallista jarjestysta:

e esijarjestys (pre-order): kisittelemme ensin juuren, sitten vasemman
alipuun ja lopuksi oikean alipuun

o sisdjirjestys (in-order): kisittelemme ensin vasemman alipuun, sitten
juuren ja lopuksi oikean alipuun

o jalkijarjestys (post-order): késittelemme ensin vasemman alipuun, sit-
ten oikean alipuun ja lopuksi juuren

Esimerkiksi kuvan 6.1 puussa esijérjestys on [1,2,4,3,5,6, 7, 8], sisdjirjes-
tys on [4,2,1,5,3,7,6,8] ja jalkijarjestys on [4,2,5,7,8,6,3, 1].

Voimme kiyda binddripuun solmut ldpi kaikissa ylld mainituissa jérjes-
tyksissé rekursion avulla. Esimerkiksi seuraava proseduuri tulostaa puun sol-
mut sisdjarjestyksessé, kun sille annetaan parametrina puun juuri:
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Kuva 6.3: Joukkoa {2,3,5,7,8,9} vastaava binddrihakupuu.

procedure tulosta(solmu)
if solmu == null
return
tulosta(solmu.vasen)
print (solmu.arvo)
tulosta(solmu.oikea)

6.2 Bindirihakupuun toiminta

Bindarihakupuu on bindéripuu, jonka kukin solmu vastaa yhtd joukon al-
kiota. Solmut on jérjestetty niin, ettd jokaisessa solmussa kaikki vasemman
alipuun solmut ovat arvoltaan pienempié ja vastaavasti kaikki oikean alipuun
solmut ovat arvoltaan suurempia. Tdméan ansiosta voimme loytaa kitevasti
halutun alkion puusta aloittamalla haun puun juuresta.

Kuvassa 6.3 on esimerkkiné joukkoa {2,3,5,7,8,9} vastaava bindédriha-
kupuu, jonka juurena on alkio 5. Vasemmassa alipuussa on kaikki alkiota 5
pienemmait alkiot, eli se vastaa joukkoa {2,3}. Oikeassa alipuussa taas on
kaikki alkiota 5 suuremmat alkiot, eli se vastaa joukkoa {7,8,9}. Huomaa,
ettd tdma on yksi monista tavoista muodostaa bindédrihakupuu kyseiselle jou-
kolle ja voisimme valita myos minké tahansa muun alkion puun juureksi.

6.2.1 Operaatioiden toteutus

Seuraavaksi kdiymme lédpi, kuinka voimme toteuttaa bind#irihakupuun avul-
la operaatioita joukon alkioiden kasittelemiseen. Osoittautuu, ettd voimme
toteuttaa kaikki operaatiot ajassa O(h), missd h on puun korkeus.

Alkion etsiminen

Kun haluamme etsid joukosta alkiota z, lihdemme liikkeelle puun juuresta
ja kuljemme alaspéin puussa. Kun olemme solmussa, jossa on alkio a, vaih-
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Kuva 6.4: Alkion 7 etsiminen joukosta {2,3,5,7,8,9} juuresta alkaen.

Kuva 6.5: Alkion 4 lisaaminen joukkoon {2,3,5,7,8,9}.

toehtoja on kolme. Jos a = x, olemme loytaneet halutun alkion, jos a > =z,
jatkamme hakua solmun vasempaan lapseen, ja jos a < z, jatkamme hakua
solmun oikeaan lapseen. Jos kuitenkaan solmulla ei ole lasta, johon meidén
tulisi edeté, toteamme, ettei joukossa ole alkiota x.

Kuva 6.4 nayttdd, kuinka 1oyddmme alkion 7 joukosta {2,3,5,7,8,9}.
Juurena on alkio 5, joten alkion 7 tdytyy olla juuren oikeassa alipuussa.
Téamén alipuun juurena on alkio 8, joten nyt taas tieddmme, ettid alkion 7
taytyy olla vasemmassa alipuussa, josta se 16ytyykin.

Alkion lisidminen

Kun haluamme lisiaté joukkoon alkion z, jota ei vield ole joukossa, kuljemme
ensin puussa aivan kuin etsisimme alkiota x. Sitten kun olemme pédsseet
solmuun, jolla ei ole lasta, johon meidén tulisi edetd, luomme uuden solmun
alkiolle = ja lisidmme sen tdhdn kohtaan lapseksi.

Kuva 6.5 nédyttdd, kuinka lisidmme alkion 4 joukkoon {2,3,5,7,8,9}.
Kun haemme puusta alkiota 4, paddymme solmuun, jossa on alkio 3 ja jolla
ei ole oikeaa lasta. Niinpéd luomme alkiolle 4 uuden solmun, jonka asetamme
alkion 3 solmun oikeaksi lapseksi.

Pienin alkio / suurin alkio

Kun haluamme 16ytaé joukon pienimmén alkion, ldahdemme liikkeelle juures-
ta ja etenemme joka askeleella solmun vasempaan lapseen. Kun solmulla ei
ole enéd vasenta lasta, olemme l6ytaneet joukon pienimmaéan alkion.
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Kuva 6.6: Alkion 5 poistaminen joukosta {2,3,5,7,8,9}. (a) Koska alkiolla
5 on kaksi lasta, etsimme seuraavan suuremman alkion 7. (b) Vaihdamme
keskenddn alkiot 5 ja 7, minkd jdilkeen voimme poistaa helposti alkion 5.

Vastaavalla tavalla 16yddmme joukon suurimman alkion etenemaélld koko
ajan oikeaan lapseen juuresta.

Seuraava suurempi alkio / edellinen pienempi alkio

Kun haluamme 16ytaéd joukon pienimmén alkion, joka on suurempi kuin x,
lahdemme liikkeelle puun juuresta. Kun olemme solmussa, jossa on alkio a,
etenemme vasempaan lapseen, jos a > =z, ja oikeaan lapseen, jos a < .
Jatkamme néin, kunnes emme voi edetd alemmas. Haluttu alkio on pienin
alkiota x suurempi alkio kaikista alkioista, joiden kautta kuljimme.

Kun haluamme vastaavasti 16ytaé joukon suurimman alkion, joka on pie-
nempi kuin x, menettelemme kéa#nteisesti edelliseen nahden.

Alkion poistaminen

Kun haluamme poistaa joukosta alkion x, etsimme ensin alkiota x vastaa-
van solmun tavalliseen tapaan. Jos solmulla ei ole lapsia tai vain yksi lapsi,
meiddn on helppoa poistaa solmu puusta ja sdilyttdd puun rakenne muu-
ten ennallaan. Jos kuitenkin solmulla on kaksi lasta, tilanne on hankalampi.
Télloin etsimme alkion y, joka on pienin x:84 suurempi alkio, ja vaihdamme
keskendén alkiot z ja y puussa. Témén jialkeen meiddn on helppoa poistaa
solmu, jossa on nyt alkio x, koska silld ei voi olla kahta lasta (jos solmulla
olisi vasen lapsi, y ei olisi pienin z:44 suurempi alkio).

Kuva 6.6 ndyttdad, kuinka poistamme joukosta {2,3,5,7,8,9} alkion 5.
Alkio on puun juuressa ja solmulla on kaksi lasta, joten meidin tulee etsi
ensin pienin alkiota 5 suurempi alkio, joka on 7. Vaihdamme sitten keskenain
arvot 5 ja 7, minké& jdlkeen meidédn on helppoa poistaa alkio 5.
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Kuva 6.7: Kaksi binddrihakupuuta joukolle {1,2,3,4,5}. Vasemman puun
korkeus on 2 ja oikean puun korkeus on 4.

6.2.2 Operaatioiden tehokkuus

Binddrihakupuun operaatiot vievit aikaa O(h), missi h on puun korkeus, jo-
ten operaatioiden tehokkuus riippuu puun korkeudesta. Operaatioiden tehok-
kuuteen vaikuttaa siis, miten olemme rakentaneet puun. Esimerkiksi kuvassa
6.7 on kaksi mahdollista bindarihakupuuta joukolle {1,2,3,4,5}. Vasemman
puun korkeus on 2, kun taas oikean puun korkeus on 4.

Jotta binddrihakupuu toimisi tehokkaasti, haluamme, ettd puun korkeus
ei kasva liian suureksi. Tarkemmin ottaen tavoitteemme on, ettd solmut ovat
jakautuneet tasaisesti puun eri puolille ja puun korkeus on O(logn). Téll6in
sanomme, etti puu on tasapainoinen (balanced). Jos onnistumme téssi, kaik-
ki puun operaatiot toimivat tehokkaasti ajassa O(log n). Saavutamme tavoit-
teemme lisdamaélla puuhun ehtoja, jotka rajoittavat sen korkeutta sopivasti.

Bindarihakupuun tasapainottamiseen tunnetaan monia menetelmiéa. Tu-
tustumme seuraavaksi AVL-puuhun, joka on varhaisin tunnettu tasapainoi-
nen bindarihakupuu. AVL-puu on yksinkertaisempi kuin monet mychemmin
kehitetyt rakenteet, minkéd vuoksi se sopii hyvin esittelemééan puiden tasa-
painotuksen ideoita. Javan ja muiden ohjelmointikielten standardikirjastoissa
kiytetadn kuitenkin muita rakenteita, kuten punamustaa puuta.

6.3 AVL-puu

AVL-puu (AVL tree) on tasapainoinen binddrihakupuu, jonka korkeus on
aina O(logn), minki ansiosta puun operaatiot toimivat tehokkaasti ajassa
O(logn). AVL-puussa jokaiseen solmuun liittyy tasapainoehto, joka takaa,
ettd puu on tasapainoinen. Kun péivitdmme puuta, meiddn taytyy pitdéd
huolta siité, etté tasapainoehto séilyy voimassa kaikissa solmuissa.
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Kuva 6.8: Vihiten solmuja sisdltdvat AVL-puut korkeuksille 0, 1, 2 ja 3.

6.3.1 Tasapainoehto

AVL-puun tasapainoehtona on, etti jokaisessa solmussa vasemman ja oikean
lapsen alipuiden korkeusero on enintddn 1.

Esimerkiksi kuvan 6.7 vasen puu on AVL-puu, kun taas oikea puu ei ole.
Oikea puu ei ole AVL-puu, koska esimerkiksi solmussa 1 vasemman lapsen ali-
puun korkeus on —1 mutta oikean lapsen alipuun korkeus on 3. Korkeuksien
erona on siis 4, vaikka ero saisi olla enintddn 1.

Kutsumme AVL-puun tasapainoehtoa AVL-ehdoksi. Osoittautuu, etté jos
binddrihakupuu tayttda AVL-ehdon, sen korkeus on O(logn). Eli jos pystym-
me toteuttamaan puun operaatiot niin, ettd AVL-ehto siilyy, saamme aikaan
bindérihakupuun, jonka operaatiot toimivat ajassa O(logn).

Miksi sitten AVL-ehto takaa, ettd bindarihakupuun korkeus on O(logn)?
Voimme ldhestyd asiaa pahimman tapauksen kautta: kun tieddmme, etté
AVL-puussa on n solmua, miké on sen suurin mahdollinen korkeus? Voimme
selvittdd tdmén laskemalla ensin kéddnteisesti, mikd on pienin mahdollinen
solmujen méaara AVL-puussa, jonka korkeus on h.

Merkitaan f(h):lla korkeutta h olevan AVL-puun pienintd mahdollista
solmujen médrdd. Kuvan 6.8 mukaisesti funktion ensimmaéiset arvot ovat

f0)=1, f(1)=2, f(2) =4 ja f(3) = 7. Yleisemmin

f(h) =1+ f(h—=1)+ f(h=2),

kun h > 2, koska jos haluamme rakentaa AVL-puun korkeutta h, jossa on
mahdollisimman vadh&n solmuja, meiddn kannattaa laittaa juuren lapsiksi
AVL-puut korkeutta h — 1 ja h — 2 niin, ettd kummassakin alipuussa on
mahdollisimman vahén solmuja. Funktiolle patee

f(h) = 2f(h—2),

eli funktion arvo ainakin kaksinkertaistuu kahden askeleen vilein. Voimme
ilmaista tdmén alarajan

f(n) =22,
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Kuva 6.9: Kierrot, joiden avulla korjaamme AVL-puuta.

jonka voimme taas muuttaa yldrajaksi
h < 2log f(h).

Tarkastellaan sitten puuta, jossa on n solmua ja jonka korkeus on h.
Korkeudelle téaytyy pated f(h) < n, koska korkeutta h olevassa puussa on
véhintdan f(h) solmua. Niinpd saamme ylirajan

h <2logn,

miké tarkoittaa samaa kuin A = O(logn).

6.3.2 Kiertojen toteuttaminen

Voimme toteuttaa AVL-puun operaatiot muuten samaan tapaan kuin ylei-
sessd, binddrihakupuussa, mutta meidén taytyy varmistaa alkion lisdédmisen
ja poistamisen jalkeen, ettd AVL-ehto on edelleen voimassa. Témé onnistuu
tekemaélld sopivia kiertoja (rotation), jotka muuttavat puun rakennetta. Jot-
ta voimme toteuttaa kierrot, pididmme jokaisessa solmussa tietoa siitd, miké
on solmusta alkavan alipuun korkeus.

Osoittautuu, ettd voimme korjata puun rakenteen kaikissa tilanteessa
kéyttden kahta kiertotyyppié, jotka on esitetty kuvassa 6.9. Kierrdmme sol-
muja x ja y, joihin liittyvét alipuut A, B ja C'. Voimme tehdé kierron joko
vasemmalta oikealle, jolloin solmu y nousee ylospéin, tai oikealta vasemmalle,
jolloin solmu = nousee ylospéin.

Kun lisédmme AVL-puuhun solmun, jonkin solmun AVL-ehto voi rik-
koontua. Tédmé ilmenee niin, ettéd jossain solmussa lasten alipuiden korkeu-
det ovat ennen lisd&dmistd h ja h + 1 ja lisi&dmisen jélkeen h ja h + 2. Kuva
6.10 néyttda esimerkin téllaisesta tilanteesta. Vasemmassa puussa solmun 3
lasten korkeudet ovat 0 ja 1, joten AVL-ehto on kunnossa. Oikeassa puussa
olemme lisénneet solmun 9, minké seurauksena solmun 3 lasten korkeudet
ovat 0 ja 2 eikd AVL-ehto endd péde.
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Kuva 6.10: (a) Jokaisessa puun solmussa pitee AVL-ehto. (b) AVL-ehto me-
nee rikki solmussa 3, kun lisidmme puuhun solmun 9.

Kuva 6.12: Tapaus 2: nostamme solmua z kahdesti ylospdin.
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Kuva 6.13: Kierrdmme solmun 7 puun juureksi, jolloin AVL-ehto pdtee taas.

Solmun lisddmisen jilkeen kuljemme puussa ylospéin lisitystd solmusta
juureen ja paivitdimme solmujen korkeudet. Jos jokin solmu ei tdytd AVL-
ehtoa, korjaamme asian tekemadlld yhden tai kaksi kiertoa. Oletetaan, etta x
on alimpana puussa oleva solmu, jossa AVL-ehto ei péade, y on x:n lapsi, jon-
ka alipuussa on lisdtty solmu, ja z on puolestaan y:n lapsi, jonka alipuussa
on lisdtty solmu. Tapauksia on kaksi: jos y ja z ovat samanpuoleisia lapsia,
kierrdmme solmua y kerran ylospéin (kuva 6.11), ja muuten kierrdimme sol-
mua z kahdesti ylospiin (kuva 6.12). Témén korjauksen jélkeen AVL-ehto
on jalleen voimassa kaikissa puun solmuissa, eli meidédn riittda aina korjata
ehto alimmassa solmussa, jossa se ei ole voimassa.

Kuvassa 6.10(b) AVL-ehto ei ole voimassa solmussa 3, koska vasemman
alipuun korkeus on 0 ja oikean alipuun korkeus on 2. Téssd tapauksessa
xr=3,y="7T]jaz=_8. Koska y on z:n oikea lapsi ja z on y:n oikea lapsi,
meidén riittaé tehda yksi kierto, joka nostaa solmua 7 ylospéin puun juureksi.
Tuloksena on kuvan 6.13 mukainen puu, jossa AVL-ehto on jélleen voimassa,
koska solmun 7 kummankin alipuun korkeus on nyt 1.

Kun poistamme puusta solmun, menettelemme melko samalla tavalla
kuin lisddmisessd. Nyt on mahdollista, ettd ennen poistoa jossakin solmus-
sa lasten alipuiden korkeudet ovat h ja h — 1 ja poiston jédlkeen h ja h — 2.
Poiston jilkeen nousemme puussa ylospéin poistetun solmun vanhemmas-
ta alkaen, ja jos vastaan tulee solmu z, jossa AVL-ehto ei pédde, korjaamme
asian. Talla kertaa valitsemme solmut y ja z niin, ettd y on z:n lapsi, jonka
korkeus on suurin, ja samoin z on y:n lapsi, jonka korkeus on suurin. Jos y:n
kummankin lapsen korkeus on sama, valitsemme z:n niin, ettd se on saman-
puoleinen lapsi kuin y. Sitten korjaamme AVL-ehdon kierroilla kuten solmun
lisddmisessé. Toisin kuin lisddmisessé, saatamme joutua korjaamaan ehdon
useassa solmussa, koska ehdon korjaaminen yhdesséd solmussa voi rikkoa sen
jossain ylemméssé solmussa. Kun lopulta saavumme juureen, AVL-ehto pétee
jélleen kaikissa solmuissa.

Koska AVL-puun korkeus on O(logn) ja jokainen kierto tapahtuu vakio-
ajassa, pystymme korjaamaan tasapainon seké lisddmisen ettd poistamisen
jalkeen ajassa O(logn). Lisddmisen jalkeen kuljemme puuta ylospéin O(log n)
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askelta ja teemme enintédén kaksi kiertoa. Poistamisen jélkeen taas kuljemme
puuta ylospain O(logn) askelta ja teemme enintddn O(logn) kiertoa.

6.4 Javan toteutukset

Javan tietorakenteet TreeSet ja TreeMap pohjautuvat punamustaan puu-
hun, joka on AVL-puun tapainen mutta monimutkaisempi bindéarihakupuu.
Ne muistuttavat rakenteita HashSet ja HashMap, mutta erona on, ettd pys-
tymme liséksi etsiméén alkioita niiden jérjestyksen perusteella. Rakenteiden
operaatiot toimivat ajassa O(logn).

6.4.1 TreeSet-rakenne

Seuraava koodi luo TreeSet-rakenteen, joka pitdé ylla lukujen joukkoa. Koo-
di liséa joukkoon alkioita ja tulostaa sitten sen sisdllon. Huomaa, etta tulos-
tuksessa joukon alkiot nidkyvéat jéarjestyksesséd pienimmaésté suurimpaan, kos-
ka bind#drihakupuu pitaé niita jarjestyksessa.

TreeSet<Integer> joukko = new TreeSet<>();
joukko.add (4);

joukko.add(1);

joukko.add(8);

joukko.add(7);

System.out.println(joukko); // [1, 4, 7, 8]

Koska joukko on jérjestyksessé, pystymme etsiméin tehokkaasti pienim-
mén ja suurimman alkion metodeilla first ja last:

System.out.println(joukko.first()); // 1
System.out.println(joukko.last()); // 8

Pystymme myo6s etsiméén seuraavan tiettyd alkiota suuremman tai pie-
nemmaén alkion metodeilla higher ja lower:

System.out.println(joukko.higher(5)); // 7
System.out.println(joukko.lower(5)); // 4

6.4.2 TreeMap-rakenne

Seuraava koodi luo sanakirjan TreeMap-rakenteen avulla:
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TreeMap<String,String> sanakirja = new TreeMap<>();
sanakirja.put("apina","monkey") ;
sanakirja.put("banaani","banana") ;
sanakirja.put("cembalo","harpsichord");

Téamaé sanakirja muodostuu avain-arvo-pareista, joissa avaimet ovat suo-
men kielen sanoja ja arvot ovat englannin kielen sanoja. Sanakirjan sisélto
on jérjestetty avaimien perusteella. Esimerkiksi voimme selvittdd, mika on
aakkosjérjestyksessd ensimméinen ja viimeinen avain:

System.out.println(sanakirja.firstKey()); // apina
System.out.println(sanakirja.lastKey()); // cembalo

Samoin voimme selvittdd lahinnd tiettyd avainta olevat avaimet:

System.out.println(sanakirja.higherKey("biisoni")); // cembalo
System.out.println(sanakirja.lowerKey("biisoni")); // banaant

6.4.3 Omat luokat

Jos haluamme kéyttdd omia olioitamme TreeSet- ja TreeMap-rakenteissa,
meidén tulee toteuttaa luokkaan kaksi metodia: equals ilmaisee, ovatko
kaksi oliota samat, ja compareTo kertoo kahden olion suuruusjirjestyksen.
Jalkimmaisen metodin ansiosta luokka toteuttaa rajapinnan Comparable.

Miksi oikeastaan metodi equals on tarpeen? Metodi compareTo palaut-
taa arvon 0 tarkalleen silloin, kun alkiot ovat yhtd suuret, joten myo6s sen
avulla voi tarkastaa asian. Syyné on, ettd TreeSet toteuttaa rajapinnan Set,
joka edellyttid, ettd luokassa on oikein toimiva metodi equals, vaikka siitd
ei sindnsé olekaan hyotya téssa tapauksessa.

6.5 Tehokkuusvertailu

Monissa ongelmissa meilla on kaksi mahdollista ldhestymistapaa: voimme
kayttad joko joukkorakenteita tai sitten taulukoita ja jérjestdmistd. Vaikka
molemmat tavat johtavat tehokkaaseen ratkaisuun, vakiokertoimissa voi olla
merkittavid eroja, jotka vaikuttavat kdytdnnon tehokkuuteen.

Tarkastelemme seuraavaksi ongelmaa, jossa meille on annettu n lukua
sisaltava taulukko, ja haluamme selvittda, montako eri lukua taulukossa on.
Ratkaisemme ongelman kolmella eri tavalla ja tutkimme sitten ratkaisujen
tehokkuutta.
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Ratkaisu 1: TreeSet

Ensimmaéinen tapa ratkaista tehtdva on luoda TreeSet, johon lisidmme tau-
lukon luvut. Koska jokainen luku voi esiintyé joukossa vain kerran, joukon
koko ilmaisee meille, montako eri lukua taulukossa on. Tamé ratkaisu vie
aikaa O(nlogn), koska jokainen add-operaatio vie aikaa O(logn).

TreeSet<Integer> joukko = new TreeSet<>();

for (int i = 0; i < taulu.length; i++) {
joukko.add (taululi]);

}

System.out.println(joukko.size());

Ratkaisu 2: HashSet

Emme tarvitse TreeSet-rakenteen alkioiden jérjestysté, joten saamme toisen
ratkaisun kayttamalla sen sijaan HashSet-rakennetta. Koodi siilyy muuten
taysin samanlaisena. Témé ratkaisu vie aikaa O(n) hajautuksen ansiosta.

HashSet<Integer> joukko = new HashSet<>();

for (int i = 0; i < taulu.length; i++) {
joukko.add(taululil);

}

System.out.println(joukko.size());

Ratkaisu 3: jarjestdminen

Kolmas tapa ratkaista tehtdva on kédyttdd jérjestdmistd: kopioimme ensin
luvut uuteen taulukkoon, jérjestamme tdmén taulukon ja tutkimme sitten,
monessako kohdassa jérjestetyssa taulukossa luku vaihtuu. Tama ratkaisu vie
aikaa O(nlogn), koska taulukon jéirjestdminen vie aikaa O(nlogn).

int[] kopio = taulu.clone();

Arrays.sort (kopio);

int laskuri = 1;

for (int i = 1; i < kopio.length; i++) {
if (kopio[i-1] !'= kopio[i]) laskuri++;

}

System.out.println(laskuri) ;
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taulukon koko n  TreeSet HashSet jérjestdminen

10 0.74 s 0.25 s 0.09 s
2108 1.60 s 0.45 s 0.19 s
4108 5.60 s 1.56 s 0.52 s
8105 12.19s 4.50 s 0.97 s

Taulukko 6.1: Algoritmien suoritusaikojen vertailu.

Vertailun tulokset

Taulukko 6.1 esittdd tehokkuusvertailun tulokset. Jokaisessa testissd taulu-
kossa on satunnaisia lukuja vélilta 1...10°.

Osoittautuu, etté ratkaisujen valillda on merkittavia tehokkuuseroja. En-
sinndkin HashSet-ratkaisu on noin kolme kertaa nopeampi kuin TreeSet-
ratkaisu. Tamé onkin odotettavaa, koska hajautustaulun operaatiot vievit ai-
kaa O(1), kun taas bindérihakupuun operaatiot vievit aikaa O(log n). Selvésti
nopein ratkaisu on kuitenkin kolmas jéarjestamisté kayttava ratkaisu, joka on
noin kymmenen kertaa TreeSet-ratkaisua nopeampi.

Miten on mahdollista, ettd sekd TreeSet-ratkaisun ettd jérjestdmisrat-
kaisun aikavaativuus on O(nlogn), mutta jarjestdmisratkaisu on kymmenen
kertaa nopeampi? Tamé johtuu siitd, ettd taulukon jarjestdminen on hyvin
kevyt operaatio ja se tehdédn vain kerran. Bindarihakupuussa jokainen lisdys
muuttaa puun rakennetta, miké aiheuttaa suuret vakiokertoimet.

Vaikka joukot ovat kétevié, niité ei siis kannata kayttda turhaan. Jos ha-
luamme ratkaista ongelman todella tehokkaasti, kannattaa miettid, voisim-
meko kayttiad tavalla tai toisella jarjestdamistd joukkojen sijaan.
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Luku 7
Keko

Keko (heap) on tietorakenne, jonka operaatiot ovat alkion lisdédminen seké
pienimmén tai suurimman alkion etsiminen ja poistaminen. Vaikka voisim-
me toteuttaa ndméa operaatiot myos bindarihakupuun avulla, keon etuna on,
ettd saamme aikaan yleistéd joukkorakennetta kevyemmdn rakenteen, kun ra-
joitumme tilanteeseen, jossa kidytossdmme on vain ndmé operaatiot.

Tutustumme téssd luvussa bindérikeko-rakenteeseen, joka on tavallisim-
min kaytetty kekorakenne. Binédérikeko toteutetaan bindédripuuna, ja se mah-
dollistaa alkion etsimisen ajassa O(1) seké alkioiden lisdykset ja poistot ajas-
sa O(logn). Javassa voimme kéyttdd tietorakennetta PriorityQueue, joka
perustuu binéérikekoon.

7.1 Binaarikeko

Bindgdrikeko (binary heap) on bindéripuu, jonka kaikki tasot alinta tasoa
lukuun ottamatta ovat tdynné solmuja. Alimman tason solmut on puolestaan
sijoitettu mahdollisimman vasemmalle ylempien solmujen lapsiksi.

Kun luomme keon, meidan taytyy paéattdaa, onko se minimikeko vai mak-
simikeko. Minimikeossa voimme etsié ja poistaa pienimmén alkion, kun taas
maksimikeossa voimme etsid ja poistaa suurimman alkion. Keon toiminta
perustuu siihen, ettéd jokainen keon solmu tayttaa kekoehdon. Minimikeossa
ehtona on, ettd jokaisen solmun arvo on pienempi tai yhtd suuri kuin sen
kummankin lapsen arvo. Maksimikeossa puolestaan ehtona on, etté jokaisen
solmun arvo on suurempi tai yhté suuri kuin sen kummankin lapsen arvo. Ke-
koehdon ansiosta minimikeon juuressa on keon pienin alkio ja maksimikeon
juuressa on keon suurin alkio.

Kuvassa 7.1 on minimikeko, johon on tallennettu kymmenen alkiota.
Keon kolme ensimmaéisté tasoa ovat tdynné ja neljannelld tasolla kolme en-

7
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Kuva 7.1: Minimikeko, joka sisdltid alkiot [1,3,4,5,5,5,7,8,8,9].

simmaéistd kohtaa on kaytetty. Keon juurena on joukon pienin alkio 1, ja
kaikki solmut téayttavét kekoehdon. Huomaa, ettd sama alkio voi esiintyé
monta kertaa keossa, kuten téssé keossa alkiot 5 ja 8.

7.1.1 Keon tallentaminen

Tallennamme bindérikeon taulukkona, joka sisdltdé keon solmujen arvot jér-
jestyksessé ylhdalta alaspéin ja vasemmalta oikealle. Témé tehokas tallen-
nustapa on mahdollinen, koska keon kaikki tasot ovat tdynné solmuja. Tal-
lennamme keon taulukkoon kohdasta 1 alkaen, koska tdmé helpottaa keon
operaatioiden toteuttamista.

Esimerkiksi tallennamme kuvan 7.1 keon taulukkona seuraavasti:

keko = [0,1,3,5,4,5,8,9,7,8,5]

Huomaa, ettd taulukon ensimméinen alkio on 0, koska emme kayta kohtaa
0 keon tallentamiseen.

Taulukkototeutuksen etuna on, ettd voimme laskea helposti, missd koh-
dissa keon alkiot ovat taulukossa. Ensinnékin keon juuri eli pienin tai suurin
alkio on aina kohdassa 1. Lisédksi jos tieddmme, etté tietty solmu on kohdassa
k, niin solmun vasen lapsi on kohdassa 2k, solmun oikea lapsi on kohdassa
2k + 1 ja solmun vanhempi on kohdassa |k/2]. Esimerkissimme solmu 3 on
taulukossa kohdassa 2, joten sen vasen lapsi on kohdassa 4, oikea lapsi on
kohdassa 5 ja vanhempi on kohdassa 1.

Kaytdnnossd haluamme yleensé, ettd pystymme lisidamaén kekoon uusia
alkioita, jolloin saattaa olla tarpeen suurentaa taulukkoa. Voimme toteuttaa
tdmén samalla tavalla kuin taulukkolistassa, jolloin taulukon suurentaminen
ei hidasta keon operaatioita.
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Kuva 7.2: Lisidmme alkion 2 kekoon ja nostamme sitd ylospdin, kunnes ke-
koehto tulee jilleen voimaan.

7.1.2 Operaatioiden toteutus

On helppoa etsid minimikeon pienin alkio tai maksimikeon suurin alkio O(1)-
ajassa, koska tamaé alkio on aina keon juuressa. Seuraavaksi ndemme, kuinka
voimme toteuttaa alkion lisddmisen seké pienimmaén tai suurimman alkion
poistamisen O(logn)-ajassa.

Alkion lisiaminen

Kun lisddmme uuden alkion kekoon, lisiédmme sen ensin seuraavaan vapaana
olevaan paikkaan puussa. Jos alimmalla tasolla on tilaa, lisédmme sen sinne
mahdollisimman vasemmalle, ja muuten aloitamme uuden tason, jossa on
toistaiseksi vain lisdttdva solmu. Alkion lisddmisen jidlkeen meidan taytyy
varmistaa, ettd kekoehto séilyy edelleen voimassa. Tama tapahtuu siirtamalla
alkiota ylospéin keossa, kunnes kekoehto tulee voimaan.

Kuva 7.2 nayttda, mitd tapahtuu, kun lisidmme alkion 2 esimerkkike-
koomme. Lisddmme alkion ensimmaéiseen vapaaseen kohtaan keon alimmalla
tasolla. Koska alkio 2 on pienempi kuin sen vanhempi 5, vaihdamme namé
alkiot keskendén. Téamén jélkeen alkio 2 on pienempi kuin sen vanhempi 3,
joten vaihdamme myos namé alkiot kesken#ddn. Nyt kekoehto on voimassa
eikd meidén tarvitse enédd tehdd muutoksia kekoon.
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vaihe 1 vaihe 2
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Kuva 7.3: Poistamme keon juuressa olevan alkion korvaamalla sen viimeiselld
alkiolla ja laskettamalla sitd alaspdin puussa.

Alkion lisdéminen kekoon vie aikaa O(logn), koska keossa on O(logn) ta-
soa ja kuljemme aina ylospéin keon pohjalta huippua kohden, kunnes olemme
loytéaneet alkiolle sopivan paikan keosta.

Alkion poistaminen

Kun haluamme poistaa keon juuressa olevan alkion, siirrimme ensin keon
viimeisen alkion keon juureksi ja poistamme sille kuuluneen solmun. Tamén
jilkeen lasketamme juureen nostettua alkiota alaspéin keossa, kunnes ke-
koehto on jélleen voimassa kaikkialla. Koska solmulla voi olla kaksi lasta,
voi olla kaksi vaihtoehtoa, kumman lapsista nostamme ylemmaés. Jos keko
on minimikeko, valitsemme lapsen, jossa on pienempi arvo, ja jos keko on
maksimikeko, valitsemme vastaavasti lapsen, jossa on suurempi arvo.

Kuva 7.3 nayttéad, kuinka poistamme esimerkkikeostamme pienimmén al-
kion eli juuressa olevan alkion 1. Aluksi korvaamme alkion 1 keon viimeisella
alkiolla 5 ja poistamme keosta alkiolle 5 kuuluneen solmun. Témén jélkeen
vaihdamme kesken&in alkion 5 ja sen vasemman lapsen alkion 3, ja sitten
vield alkion 5 ja sen vasemman lapsen alkion 4. Tdmén jélkeen kekoehto on
voimassa ja olemme onnistuneet poistamaan pienimman alkion keosta.

Alkion poistaminen keosta vie aikaa O(logn), koska keossa on O(logn)
tasoa ja kuljemme polkua alaspéin keon huipulta pohjaa kohden.
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7.2 Prioriteettijono

Monissa ohjelmointikielissé kekoa vastaava tietorakenne tunnetaan nimell&
prioriteettijono (priority queue). Niin on myos Javassa, jonka standardikir-
jastoon kuuluu tietorakenne PriorityQueue. Se on binédirikekoon perustuva
tietorakenne, joka toteuttaa oletuksena minimikeon.

Seuraava koodi esittelee Javan prioriteettijonon kiyttamista. Metodi add
lisd&d alkion jonoon, metodi peek hakee pienimmén alkion ja metodi poll
hakee ja poistaa pienimmaén alkion.

PriorityQueue<Integer> jono = new PriorityQueue<>();
jono.add(5);

jono.add(3);

jono.add(8);

jono.add(7);

System.out.println(jono.peek()); // 3
System.out.println(jono.poll()); // 3
System.out.println(jono.poll()); // &

Jos haluamme luoda prioriteettijonon, joka onkin maksimikeko, voimme
tehdé sen seuraavaan tapaan:

PriorityQueue<Integer> jono =
new PriorityQueue<>(10,Collections.reverseOrder());

Téssé tilanteessa meidén taytyy antaa konstruktorille kaksi tietoa: keol-
le alussa muistista varattava tila (tdssd 10) sekéd alkioiden jarjestdmistapa
(tdssd kéddnteinen jérjestys). Huomaa, ettd Java varaa keolle tarvittaessa
myohemmin uuden suuremman muistialueen, joten tdméa mééarittely ei tar-
koita, ettd keossa voisi olla enintdéan 10 alkiota.

Jos haluamme tallentaa PriorityQueue-rakenteeseen omia olioitamme,
meidédn tulee toteuttaa luokkaan metodi compareTo ja merkité, ettd luokka
toteuttaa rajapinnan Comparable.

7.3 Tehokkuusvertailu

Mité hyotya keosta oikeastaan on? Meillahén on olemassa jo bindarihakupuu,
jonka avulla voimme toteuttaa kaikki keon operaatiot ja enemmdnkin. Keos-
sa voimme hakea ja poistaa vain pienimmén tai suurimman alkion, mutta
binddrihakupuussa voimme késitelld myos muita alkioita.

Keon etuna on, ettd siind on tehokkaan taulukkototeutuksen ansiosta
pienemmat vakiokertoimet kuin bindédrihakupuussa. Jos meille riittaa, etté
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voimme hakea ja poistaa vain pienimmén tai suurimman alkion, voi siis olla
hyva ratkaisu kayttaa kekoa bind#drihakupuun sijasta. Mutta kuinka suuria
erot ovat kiaytannossa?

Tastd antaa kuvaa seuraava testi, jossa vertailemme keskendén Javan tie-
torakenteita PriorityQueue ja TreeSet. Testissd meilld on taulukko, jossa
on satunnaisessa jarjestyksessa luvut 1,2,... n. Lisdédmme ensin taulukon
n/2 ensimmaistd lukua joukkoon. Témaén jilkeen kdymme lépi loput n/2 lu-
kua, ja jokaisen luvun kohdalla lisédémme sen joukkoon ja poistamme joukon
pienimmén luvun. Laskemme lisdksi samalla summaa poistetuista luvuista.
Kaytdmme testissé seuraavia koodeja:

PriorityQueue<Integer> jono = new PriorityQueue<>();
for (int 1 = 0; i < n/2; i++) {
jono.add(luvut[i]);
b
long summa = O;
for (int i = n/2; i < n; i++) {
jono.add (luvut [i]);
summa += jono.poll();
}

System.out.println(summa) ;

TreeSet<Integer> joukko = new TreeSet<>();
for (int i = 0; i < n/2; i++) {
joukko.add (luvut [i]);
}
long summa = O;
for (int i = n/2; i < n; i++) {
joukko.add (luvut [i]);
summa += jono.pollFirst();
}

System.out.println(summa) ;

Taulukko 7.1 nédyttaé testin tulokset. Témén testin perusteella néayttaa
siltd, ettd keon kayttdmisestd on todellista hyotyd, koska PriorityQueue
toimii 2-3 kertaa nopeammin kuin TreeSet.

7.4 Lisai keosta

Koska keko on tallennettu taulukkona, voimme tulkita minké tahansa taulu-
kon kekona, kunhan vain kekoehto on voimassa taulukon kaikissa kohdissa.
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taulukon koko n  PriorityQueue TreeSet

109 0.29 s 0.78 s
2106 0.71 s 1.50 s
4.108 1.56 s 3.72's
8- 106 3.68 s 9.43 s

Taulukko 7.1: Algoritmien suoritusaikojen vertailu.

vaihe 1 vaihe 2 vaihe 3
(1) (1)
DG 66 WO 6 6
vaihe 4 vaihe 5

Kuva 7.4: Muutamme taulukon keoksi korjaamalla kekoehdon alipuissa.

Kéaymme seuraavaksi ldpi menetelmén, jonka avulla voimme muuttaa taulu-
kon keoksi O(n)-ajassa. Tamén jilkeen tutustumme kekojéirjestdmiseen, joka
on O(nlogn)-aikainen jirjestamisalgoritmi.

7.4.1 Taulukosta keoksi

Oletetaan, ettd meilld on n alkiota sisdltdva taulukko ja haluamme muut-
taa sen keoksi. Suoraviivainen tapa on luoda tyhja keko ja lisédtd jokainen
taulukon alkio siihen erikseen O(logn)-ajassa. Talla tavalla saamme raken-
nettua keon O(nlogn)-ajassa. Osoittautuu kuitenkin, ettd pystymme myos
muuttamaan taulukon suoraan keoksi tehokkaammin ajassa O(n).

Ideana on jarjestédd alkuperdisen taulukon alkioita uudestaan niin, etta ke-
koehto tulee voimaan taulukon jokaiseen kohtaan — jolloin taulukko on muut-
tunut keoksi. Kdymme lépi taulukon alkiot lopusta alkuun ja varmistamme
jokaisessa kohdassa, ettd kekoehto on voimassa kyseisestd kohdasta alkavassa
alipuussa. Jos kekoehto ei ole voimassa, korjaamme sen laskettamalla kysei-
sen kohdan alkiota alaspéin keossa. Kun lopulta padsemme taulukon alkuun,
kekoehto on voimassa koko taulukossa.
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Kuva 7.4 ndyttdd esimerkin, jossa muutamme taulukon [7,4,6,1,3,5,2]
minimikeoksi. Kun tulkitsemme taulukon kekona, kekoehto on aluksi rikki
monessa taulukon kohdassa. Ensin korjaamme kekoehdon tason 2 alipuissa
vaihtamalla kesken&ddn alkiot 2 ja 6 ja sitten alkiot 1 ja 4. Témén jélkeen
korjaamme kekoehdon tason 1 alipuussa eli koko keossa laskettamalla alkion
7 keon huipulta pohjalle. Nyt kekoehto on voimassa kaikkialla taulukossa,
joten olemme onnistuneet muuttamaan taulukon keoksi.

Miksi sitten tdma vie aikaa vain O(n)? Oletetaan, ettd keossa on h tasoa ja
kaikki tasot ovat tdynné solmuja, eli keossa on n = 2" — 1 solmua. Laskemme
jokaiselle tasolle, montako alkiota laskeutuu enintdén jostakin tdmén tason
solmusta alaspéin. Ensinnékin tasolta 1 tasolle 2 laskeutuu enintdén 1 alkio
— juuressa oleva alkio. Vastaavasti tasolta 2 tasolle 3 laskeutuu enintédin
1 + 2 alkiota ja tasolta 3 tasolle 4 laskeutuu enintdén 1 + 2 + 4 alkiota.
Yleisemmin tasolta k tasolle k41 laskeutuu enintéifin 14+24---4+2F1 =2k 1
alkiota Koska tasoja on h ja alimmalta tasolta ei voi laskeutua alaspiin,
kokonaistyomééréd on enintaan

'-D+ 22—+ + 2" —1)=2"—h <n,

joten aikaa kuluu vain O(n).

7.4.2 Kekojirjestiminen

Kekojirjestiminen (heap sort) on jérjestdmisalgoritmi, jonka toiminta pe-
rustuu kekoon. Ideana on muuttaa jarjestettiava taulukko ensin keoksi ja sen
jalkeen poistaa alkiot keosta yksi kerrallaan jarjestyksessa. Kekojérjestdminen
vie aikaa O(nlogn), koska taulukon muuttaminen keoksi vie aikaa O(n) ja
n alkion poistaminen keosta vie aikaa O(nlogn).

Kuva 7.5 nayttdd esimerkin kekojirjestdmisesté, kun jérjestimme tau-
lukon [5,2,3,1,7,4,6] pienimméstd suurimpaan. Muutamme ensin taulukon
maksimikeoksi, jolloin taulukosta tulee [7,5,6, 1,2, 4, 3]. Témén jélkeen pois-
tamme yksi kerrallaan keon juuressa olevan alkion vaihtamalla sen keon vii-
meisen alkion kanssa. Tdmén seurauksena keosta poistuneet alkiot (merkitty
katkoviivoilla) muodostavat lopulta jérjestetyn taulukon.

Olemme siis saaneet aikaan kolmannen O(nlogn)-aikaisen jérjestdamis-
algoritmin lomitusjérjestdmisen ja pikajérjestdmisen rinnalle. Kekojarjesta-
misen etuna on, ettd sen tilavaativuus on vain O(1), koska keon operaa-
tiot kayttavit vain yksittdisia muuttujia. Kekojarjestdminen ei ole kuiten-
kaan kaytdnnossd yhtd tehokas algoritmi kuin lomitusjéarjestdminen tai pi-
kajérjestaminen, mink&d vuoksi se ei ole saavuttanut samanlaista asemaa
jarjestamisalgoritmien joukossa. Siin& on kuitenkin yksi kiinnostava ominai-
suus: jos haluamme selvittdd vain taulukon £ pienintéd tai suurinta alkiota,
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Kuva 7.5: Esimerkki kekojdrjestimisesta.

tamé onnistuu ajassa O(n + klogn), koska meidén riittd4 poistaa keosta k
kertaa pienin tai suurin alkio ajassa O(logn).
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Luku 8

Peruuttava haku

Peruuttava haku (backtracking) on menetelmé, jonka avulla voimme kdyda
jarjestelmaéllisesti kaikki yhdistelmét, jotka voidaan muodostaa annetuista
aineksista. Peruuttava haku on raa’an voiman algoritmi, jonka toteutus on
yleensé suoraviivainen, ja menetelmé on kéayttokelpoinen silloin, kun yhdis-
telmien ma&rd on niin pieni, ettd ehdimme kayda kaikki lapi.

Téassd luvussa tutustumme ensin peruuttavan haun algoritmeihin, jotka
kdyvéat 1api lukujen yhdistelmid. Tamén jélkeen ndemme, miten peruutta-
vaa hakua voi kéyttdd kahdessa vaikeammassa ongelmassa ja miten hakua
voi tehostaa. Lopuksi toteutamme pelin tekodlyn minimax-algoritmilla, joka
perustuu peruuttavaan hakuun.

8.1 Silmukoista rekursioon

Aloitamme tehtédvéstd, jossa haluamme kidyda lapi kaikki n luvun yhdis-
telmét, joissa jokainen luku on kokonaisluku vililtad 1...m. Téllaisia yhdis-
telmid on yhteensd m”, koska kohtia on n ja joka kohdassa luvun voi valita
m tavalla. Esimerkiksi jos n = 3 ja m = 4, yhdistelmét ovat [1,1,1], [1,1, 2],
1,1,3], [1,1,4], [1,2,1], [1,2,2], [1,2, 3], [1, 2, 4], jne.

Luonteva tapa ratkaista tehtéavé tietylle n:n arvolle on luoda n sisékkéista
silmukkaa, joista jokainen kédy m lukua lapi. Esimerkiksi seuraava koodi kéy
lapi kaikki yhdistelmét tapauksessa n = 3:

for a=1tom
for b =1 tom
for c =1 tom
print(a,b,c)

T&mé on sinfdnsd mainio ratkaisu, mutta siind on yksi ongelma: lukujen

87
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Kuva 8.1: Yhdistelmien muodostaminen alkaa (n =3 jam =4).

maara n vaikuttaa silmukoiden méadrdadn. Jos haluaisimme muuttaa n:n ar-
voa, meidédn taytyisi muuttaa koodin silmukoiden méaérédd, miké ei ole hyvé
asia. Peruuttavan haun avulla voimme kuitenkin toteuttaa ratkaisun rekur-
siivisesti niin, ettd sama koodi toimii kaikille n:n arvoille.

8.1.1 Haun toteuttaminen

Seuraava rekursiivinen proseduuri haku muodostaa yhdistelmid peruuttavan
haun avulla. Parametri £ tarkoittaa kohtaa, johon seuraava luku asetetaan.
Jos k = n, jokin yhdistelmé& on valmistunut, jolloin se tulostetaan. Muuten
haku kay lapi kaikki tavat sijoittaa kohtaan k luku 1...m ja jatkaa rekur-
siivisesti kohtaan k + 1. Haku ldhtee kayntiin kutsulla haku(0), ja luvut on
n-kokoinen taulukko, johon yhdistelmé muodostetaan.

procedure haku(k)
if k ==
print (luvut)
else
for i =1 tom
luvut[k] = 1
haku (k+1)

Kuva 8.1 nayttad, miten haku ldhtee liikkeelle tapauksessa n = 3 ja m =
4. Merkki ”—"tarkoittaa lukua, jota ei ole vield valittu. Haun ensimméinen
taso valitsee yhdistelmén ensimmaéisen luvun kohtaan 0. Témén valintaan on
nelja vaihtoehtoa, koska mahdolliset luvut ovat 1...4, joten haku haarautuu
neljaan osaan. Tamén jélkeen haku jatkaa rekursiivisesti eteenpéin ja valitsee
muihin kohtiin tulevat luvut.

Voimme arvioida algoritmin tehokkuutta laskemalla, montako kertaa pro-
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seduuria haku kutsutaan yhteensd haun aikana. Proseduuria kutsutaan ker-
ran parametrilla 0, m kertaa parametrilla 1, m? kertaa parametrilla 2, jne.,
joten kutsujen médrd on yhteensa
mn+1 -1
l+m+m?*+- +m"= ——— = O0(m").
m—1

Téastd nékee, ettd kutsujen yhteismédrd on samaa luokkaa kuin viimeisen
tason kutsujen maara. Viimeiselld tasolla tehdédénkin enemmén kutsuja kuin
kaikilla muilla tasoilla yhteensa.

8.1.2 Osajoukkojen liapikdynti

Tarkastellaan sitten ongelmaa, jossa haluamme kayda lapi kaikki n alkion
joukon osajoukot. Osajoukkoja on yhteensd 2", koska jokainen alkio joko
kuuluu tai ei kuulu osajoukkoon. Esimerkiksi joukon {2, 3, 5,9} osajoukkoja
ovat {2,5} ja {3,5,9}.

Osoittautuu, ettd voimme ratkaista tehtdvan kdymaélla lapi kaikki n lu-
vun yhdistelmit, joissa jokainen luku on 0 tai 1. Ideana on, ettid jokainen
yhdistelmén luku kertoo, kuuluuko tietty alkio osajoukkoon, Alkio kuuluu
osajoukkoon tarkalleen silloin, kun sen kohdalla on luku 1. Esimerkiksi kun
joukkona on {2, 3,5,9}, yhdistelma [1, 0, 1, 0] vastaa osajoukkoa {2,5} ja yh-
distelmé [0, 1,1, 1] vastaa osajoukkoa {3,5,9}.

Seuraava koodi ndyttdd, miten voimme kaydi osajoukot ldpi peruutta-
van haun avulla. Proseduuri haku valitsee, otetaanko kohdassa k oleva alkio
mukaan osajoukkoon vai ei, ja merkitsee tdmén tiedon taulukkoon valinta.
Kuten ennenkin, haku l&htee kdyntiin kutsulla haku(0).

procedure haku(k)

if k ==n
// kasittele osajoukko
else

for i =0 to 1
valintalk] = i
haku (k+1)

8.1.3 Permutaatioiden lapikaynti

Peruuttavan haun avulla voimme myos kédyda lapi joukon permutaatiot eli
erilaiset jérjestykset. Kun joukossa on n alkiota, siitd voidaan muodostaa
kaikkiaan n! permutaatiota. Esimerkiksi joukon {1,2,3,4} permutaatioita
ovat {2,4,1,3} ja {4,3,1,2}.
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Kuva 8.2: Kuningatarongelman ratkaisut tapauksessa n = 4.

Téssé tilanteessa haluamme kaydéa 1api n luvun yhdistelmié, joissa jokai-
nen luku on vililtd 1...n ja lisdksi mikdédn luku ei toistu. Saamme tdmén
aikaan lisddmélla hakuun uuden taulukon mukana, joka kertoo, onko tietty
luku jo mukana. Joka vaiheessa haku voi valita yhdistelméén vain sellaisia
lukuja, joita ei ole valittu sithen aiemmin.

procedure haku(k)

if k == n
print (luvut)
else

for i =1 ton
if not mukanali]
mukanal[i] = true
luvut[k] = i
haku (k+1)
mukana[i] = false

8.2 Esimerkkeja

K&ymme seuraavaksi ldpi kaksi vaativampaa esimerkkid peruuttavan haun
soveltamisesta. Ratkaisemme ensin shakkiin liittyvdn ongelman, ja tdmén
jalkeen etsimme parhaan tavan tyotehtévien jakamiseen. Molemmissa sovel-
luksissa ndemme myo6s, miten peruuttavaa hakua voi tehostaa.

8.2.1 Kuningatarongelma

Tehtavamme on laskea, monellako tavalla n x n -shakkilaudalle voidaan aset-
taa n kuningatarta niin, etteivit mitkéaéan kaksi kuningatarta uhkaa toisiaan.
Shakissa kuningattaret voivat uhata toisiaan vaaka-, pysty- tai vinosuun-
taisesti. Esimerkiksi tapauksessa n = 4 mahdollisia sijoitustapoja on kaksi,
jotka on esitetty kuvassa 8.2.

Voimme ratkaista tehtédvan toteuttamalla algoritmin, joka kdy laudan lapi
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Kuva 8.3: Peruuttavan haun toiminta kuningatarongelmassa.

ylhéalta alaspéin ja asettaa yhden kuningattaren jokaiselle riville. Kuva 8.3
esittdd haun toimintaa tapauksessa n = 4. Ensimmaéisen rivin kuningatar
voidaan asettaa mihin tahansa sarakkeeseen, mutta seuraavilla riveilld aiem-
mat valinnat rajoittavat hakua. Kuvassa nékyy toisen kuningattaren sijoit-
taminen, kun ensimmaéinen kuningatar on toisessa sarakkeessa. Télloin ainoa
vaihtoehto on, ettd toinen kuningatar on viimeisessi sarakkeessa, koska kai-
kissa muissa tapauksissa kuningattaret uhkaisivat toisiaan.

Seuraava proseduuri haku esittdd peruuttavan haun algoritmin, joka las-
kee kuningatarongelman ratkaisut:

procedure haku(y)

if y ==n
laskuri += 1
else

for x = 0 to n-1
if voi_sijoittaa(y,x)
kohtaly] = x
haku(y+1)
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Oletamme, ettd laudan rivit ja sarakkeet on numeroitu 0...n — 1. Pa-
rametri y kertoo, mille riville seuraava kuningatar tulee sijoittaa, ja haku
lahtee kdyntiin kutsulla haku(0). Jos rivind on n, kaikki kuningattaret on jo
sijoitettu, joten yksi ratkaisu on 16ytynyt. Muuten suoritetaan silmukka, joka
kdy lapi mahdolliset sarakkeet muuttujan x avulla. Jos kuningatar voidaan
sijoittaa sarakkeeseen x eli se ei uhkaa mitédédn aiemmin sijoitettua kuninga-
tarta, merkitddan taulukkoon kohta, ettd kuningatar y on sarakkeessa x, ja
haku jatkuu eteenpéin rekursiivisesti.

Lisdksi taytyy toteuttaa funktio voi_sijoittaa, joka tutkii, voidaanko
uusi kuningatar sijoittaa rivin y sarakkeeseen x. Tamé voidaan selvittaa tau-
lukon kohta avulla néin:

function voi_sijoittaa(y,x)
for 1 = 0 to y-1
if kohta[i] ==
return false
if abs(i-y) == abs(kohtali]l-x)
return false
return true

Funktio kéy lapi kaikki aiemmin sijoitetut kuningattaret. Jos aiemmin si-
joitettu kuningatar olisi samassa sarakkeessa (ensimméinen ehto) tai samal-
la vinorivilla (toinen ehto) kuin uusi kuningatar, téllaista sijoitusta ei voida
tehd4 ja funktio palauttaa false. Jos taas mikdédn aiempi kuningatar ei uh-
kaa uutta kuningatarta, funktio palauttaa true. Huomaa jalkimmaéisessé eh-
dossa kéteva tapa tarkastaa, ovatko kuningattaret samalla vinorivilla, itseis-
arvon (funktio abs) avulla. Kuningattaret ovat samalla vinorivilla tarkalleen
silloin, kun niiden vaaka- ja pystysuuntaiset erot ovat samat.

Nyt meilld on valmis algoritmi, jonka avulla voimme k&ydéa ldpi kuninga-
tarongelman ratkaisuja. Taulukko 8.1 néyttéé ratkaisujen madrat tapauksissa
n =1...10. Algoritmimme selvittdd ndmé tapaukset salamannopeasti, mut-
ta suuremmilla n:n arvoilla algoritmi alkaa viedd paljon aikaa. Syyn& tdhén
on, ettd kuningatarten sijoitustapojen méaara kasvaa eksponentiaalisesti eli
rajahdysmaéisen nopeasti. Esimerkiksi tapauksessa n = 20 erilaisia ratkaisuja
on jo yli 39 miljardia.

Voimme kuitenkin koettaa nopeuttaa algoritmia parantamalla sen toteu-
tusta. Yksi helppo tehostus on hyodyntdd symmetriaa. Jokaista kuninga-
tarongelman ratkaisua vastaa toinen ratkaisu, joka saadaan peilaamalla rat-
kaisu vaakasuuntaisesti. Esimerkiksi kuvassa 8.2 ratkaisut voidaan muuttaa
toisikseen peilaamalla. Taméan havainnon ansiosta voimme puolittaa algo-
ritmin suoritusajan lisddamalla vaatimuksen, ettd ensimmaéinen kuningatar
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Taulukko 8.1: Kuningatarongelman ratkaisujen mddrid.

asetetaan laudan vasempaan puoliskoon, ja kertomalla lopuksi vastauksen
kahdella. Jos laudan koko on pariton, taytyy vield késitelld erikseen tapaus,
jossa ensimmaéinen kuningatar sijoitetaan keskisarakkeeseen.

Toinen mahdollinen tehostus olisi toteuttaa funktio voi_sijoittaa pa-
remmin. Talld hetkelld se kay lapi kaikki aiemmin sijoitetut kuningattaret
ja vie aikaa O(n), mutta funktio on mahdollista toteuttaa myos ajassa O(1)
ottamalla kayttoon uusia aputaulukoita, joissa on tietoa, mitka sarakkeet ja
vinorivit ovat uhattuina. Tamé& tehostus on kuitenkin vaikeampi toteuttaa
kuin symmetristen ratkaisujen karsinta.

Kuningatarongelma on kuitenkin pohjimmiltaan vaikea ongelma, eiké sen
ratkaisuun tunneta mitéan oleellisesti raakaa voimaa parempaa tapaa. Talla
hetkelld suurin tapaus, jonka ratkaisu tunnetaan, on n = 27. Tdmén tapauk-
sen késittely vei aikaa noin vuoden laskentaklusterilla, jossa oli suuri méaéré

rinnakkain laskevia suorittimial.

8.2.2 Tyo6tehtavien jakaminen

Tarkastellaan tilannetta, jossa on n tydtehtdvid ja n tyontekijaa. Tehtavit
tulee jakaa tyontekijdille niin, ettd jokainen tyontekija suorittaa tarkalleen
yvhden tyotehtdvan. Jokaisesta tyotehtavista tiedetdén, paljonko sen suorit-
taminen maksaa kullakin tyontekijalla, ja tavoitteena on etsié ratkaisu, jossa
kokonaishinta on pienin mahdollinen.

Kuvassa 8.4 on esimerkki tilanteesta, jossa n = 3. Téssé optimaalinen ta-
pa jakaa tyotehtavét on, ettd B suorittaa ensimmaéisen tydtehtéavéan, C suo-

127-Queens Puzzle: Massively Parellel Enumeration and Solution Counting. https:
//github.com/preusser/q27
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Tyontekija A [ 4| 8 | 5

Tyontekija B 1113

Tyontekija C 41216

Kuva 8.4: Optimaalinen tapa jakaa tydtehtdvdt.

rittaa toisen tyotehtdvan ja A suorittaa kolmannen tyotehtavin. Taméan rat-
kaisun kustannus on 14245 = 8.

Oletamme, ettd tyotehtdvat ja tyontekijit on numercitu 0...n — 1 ja
voimme lukea taulukosta hintala][b], paljonko tyotehtévin a suorittaminen
maksaa tyontekijalla . Toteutamme peruuttavan haun algoritmin, joka kay
lapi tyotehtavit jarjestyksessé ja valitsee jokaiselle tyontekijén.

Seuraava proseduuri haku saa kaksi parametria: k£ on seuraavaksi késitel-
tava tyotehtdva ja h on tdhdn mennessd muodostunut hinta. Haku ldhtee
kédyntiin kutsulla haku(0, 0). Taulukko mukana pitd4 kirjaa, mitké tyontekijat
on jo valittu, ja muuttujassa p on yhteishinta parhaassa tdhin mennesséa
16ytyneessé ratkaisussa. Ennen hakua muuttujan p arvona on oo, koska mi-
tdan ratkaisua ei ole vield olemassa.

procedure haku(k,h)

if k ==n
p = min(p,h)
else

for i = 0 to n-1
if not mukanali]
mukanal[i] = true
haku(k+1,h+hintal[k] [i])
mukana[i] = false

Tama on toimiva peruuttavan haun algoritmi, ja haun péédtteeksi muut-
tujassa p on parhaan ratkaisun yhteishinta. Algoritmi on kuitenkin hidas,
koska se kdy aina lapi kaikki n! mahdollista ratkaisua. Koska haluamme vain
loytad parhaan ratkaisun emmeké kayda lapi kaikkia ratkaisuja, pystym-
me tehostamaan algoritmia lisidmé&an siihen ehdon, joka lopettaa ratkaisun
muodostamisen, jos siitéd ei voi tulla aiempaa parempi.

Testaamme seuraavaksi algoritmia tapauksella, jossa n = 20 ja jokainen
taulukossa hinta oleva arvo on satunnainen kokonaisluku valilla 1...100.
Téssé tapauksessa edelld kuvattu algoritmi kévisi 1dpi

20! = 2432902008176640000
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eri ratkaisua, miké veisi aikaa satoja vuosia. Jotta voimme ratkaista tapauk-
sen, meidan taytyy parantaa algoritmia niin, etté se ei kay ldpi kaikkia ratkai-
suja mutta 16ytaa kuitenkin parhaan ratkaisun. Téssé avuksi tulee tekniikka,
josta kidytetddn usein nimeé branch and bound. Siiné ideana on tehostaa pe-
ruuttavaa hakua vihentdmaélld tutkittavien ratkaisujen méaréa sopivien yla-
ja alarajojen avulla.

Keskeinen havainto on, ettd voimme rajoittaa hakua muuttujan p avul-
la. Tésséd muuttujassa on joka hetkelld tdhdn mennesséd parhaan loydetyn
ratkaisun yhteishinta, joten tdmé on yldiraja sille, kuinka suuri parhaan rat-
kaisun yhteishinta voi olla. Toisaalta muuttujassa A on muodosteilla olevan
ratkaisun hinta téssd vaiheessa, joka on alaraja yhteishinnalle. Jos h > p,
muodosteilla olevasta ratkaisusta ei voi tulla aiempaa parempaa. Voimmekin
lisdté algoritmin alkuun seuraavan tarkastuksen:

procedure haku(k,h)
if h >=p
return

Téamén ansiosta ratkaisun muodostaminen pédttyy heti, jos sen hinta
on yhtd suuri tai suurempi kuin parhaan tiedossa olevan ratkaisun hinta.
Téamén tehostuksen avulla saamme ratkaistua muodostamamme tapauksen
testikoneella 152 sekunnissa. Témé& on hieno saavutus, koska alkuperdinen
algoritmi ei kyennyt ratkaisemaan tapausta lainkaan.

Voimme kuitenkin tehostaa algoritmia vield lisdd laskemalla tarkemman
arvion alarajalle. Muodosteilla olevan ratkaisun hinta on varmasti ainakin h,
mutta voimme lisdksi arvioida, paljonko myohemmin valittavat tyontekijat
lisdavat kustannusta:

procedure haku(k,h)
if h+arvio(k) >= p
return

Téssé funktion arvio tulee antaa jokin arvio, paljonko ainakin maksaa
suorittaa jaljella olevat tyotehtdavat k...n — 1. Yksi kdtevd tapa saada ar-
vio on kayda léapi jaljelld olevat tyotehtavat ja valita jokaisen tekijéksi halvin
tyontekija valittaméatta siitd, onko kyseinen tyontekija mahdollisesti valittu
aiemmin. Tadmé& antaa alarajan sille, paljonko kustannuksia on ainakin vield
tiedossa. Tamén tehostuksen jélkeen tapauksen n = 20 késittely vie testiko-
neella vain 7 sekuntia. Paremman alarajan ansiosta saimme siis algoritmin
vield noin 20 kertaa nopeammaksi verrattuna edelliseen versioon.
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Kuva 8.5: Esimerkki minimax-algoritmin toiminnasta.

8.3 Pelin tekoily

Peruuttavan haun avulla voi myos toteuttaa tekodlyn kahden pelaajan peliin,
kuten ristinollaan tai shakkiin. Téllaisen tekodlyn taytyy pystya paattamadn,
miten toimia annetussa pelin tilanteessa. Ideana on luoda haku, joka kéy lapi
jarjestelméllisesti mahdollisia siirtoja, joita pelaajat voivat tehda.

8.3.1 Minimax-algoritmi

Minimaz-algoritmi on peruuttavaan hakuun perustuva algoritmi, joka valit-
see tekodlyn siirron pelissi. Se kay ldpi pelinkulkuja tiettyyn syvyyteen asti,
arvioi pelitilanteet ja valitsee siirron, joka takaa mahdollisimman hyvalta vai-
kuttavan tuloksen. Algoritmin nimi tulee siité, ettd se vuorotellen minimoi
ja maksimoi tulosta puun kerroksissa.

Kuvassa 8.5 on esimerkki algoritmin toiminnasta, kun hakusyvyytené on
kolme tasoa ja joka tilanteessa on kaksi mahdollista siirtoa. Puun juuressa
oleva solmu vastaa nykyista pelitilannetta, jossa tekodlyn taytyy paattaé seu-
raava siirto, ja jokainen askel puussa alaspéin tarkoittaa yhté siirtoa. Téassé
tekodly tutkii, mitéd kaikkea voi tapahtua, kun se siirtdd ensin itse, sitten
vastustaja siirtdd, ja sitten se siirtdd uudestaan. Puun alimmalla tasolla on
jokaisen kolmen siirron padssé olevan pelitilanteen hyvyys eli tekoélyn arvio,
kuinka hyvé kyseinen tilanne on sen itsensé kannalta.

Tekoély valitsee aina siirron, joka on mahdollisimman hyvé sen itsensé
kannalta. Toisaalta tekodly olettaa, ettd vastustaja valitsee siirron, joka on
mahdollisimman huono tekoédlyn kannalta. Niinpa joka toisella tasolla sol-
muissa on maksimi lasten arvoista ja joka toisella tasolla minimi. Téssé esi-
merkissa tekodly tekee siirron, joka takaa, ettd kolmen siirron pédsta peliti-
lanteen hyvyys on ainakin 5 riippumatta vastustajan toimista.
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Kuva 8.6: Alfa-beeta-karsinnan vaikutus.

Tekodlyn pelitaito riippuu kahdesta asiasta: (1) montako tasoa alemmas
se tutkii puuta ja (2) miten hyvin se osaa arvioida pohjalla olevia pelitilantei-
ta. Mita syvemmalle haku jatkuu, sitd paremmin tekodly pelaa, koska se saa
enemman tietoa pelinkuluista, mutta sitd kauemmin vie, ennen kuin tekoély
tekee péaatoksen. Pelitilanteen arviointi puolestaan vaatii tietoa pelattavas-
ta pelistd. Esimerkiksi shakissa pelitilannetta voi arvioida tutkimalla, mité
nappuloita itselld ja vastustajalla on jéljella.

8.3.2 Alfa-beeta-karsinta

Minimax-algoritmin toimintaa on mahdollista tehostaa alfa-beeta-karsinnalla,
joka jattdda puun osia tutkimatta, jos on selvdd, ettd ne eivat voi vaikuttaa
tekodlyn valintaan. Tdmé& muistuttaa aiemmin peruuttavan haun yhteydessé
hyodyntdméaamme branch and bound -tekniikaa.

Kuva 8.6 néyttad, kuinka alfa-beeta-karsinta onnistuu tehostamaan ha-
kua esimerkkitilanteessamme. Katkoviivoilla esitetyt puun osat ovat sellaisia,
joita ei ole tarpeen tutkia, koska ne eivét voisi vaikuttaa ylempénd puussa
olevaan osittain laskettuun minimiin tai maksimiin.

Kun tekodly saapuu vasemmassa haarassa solmuun, jonka arvona on 7,
sen ei endd tarvitse tutkia muita vasemman haaran solmuja. Taméa johtuu
siitd, ettd tekodly tietdd jo téssé vaiheessa, ettd vasemman haaran minimi
on enintddn 5. Niinpi sen ei tarvitse laskea maksimia luvusta 7 ja jostain
toisesta luvusta, koska tdmé ei voisi muuttaa minimia.

Kun sitten oikeassa haarassa tekoély on laskenut toiseksi alimmalla tasolla
olevaan solmuun maksimin 2, sen ei enéé tarvitse tutkia muita oikean haaran
solmuja. Tamé& johtuu siitd, ettd juuren maksimi on ainakin 5 ja oikeassa
haarassa valittaisiin minimi luvusta 2 ja jostain toisesta luvusta, mika ei
voisi kasvattaa juuressa olevaa maksimia.
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Luku 9

Dynaaminen ohjelmointi

Dynaaminen ohjelmointi (dynamic programming) on tekniikka, jonka avulla
voi monessa tilanteessa laskea ongelman ratkaisujen yhteisméaran tai 16ytas
ratkaisun, joka on jollain tavalla optimaalinen. Ideana on muotoilla ongel-
ma rekursiivisesti niin, ettd voimme laskea halutun asian saman ongelman
pienempien osaongelmien avulla. Témén jélkeen saamme aikaan tehokkaan
algoritmin, kun késittelemme jokaisen osaongelman vain kerran.

Téssé luvussa tutustumme ensin dynaamisen ohjelmoinnin perusteisiin
kéyttden esimerkkind tehtavad, jossa rakennamme torneja palikoista. Témén
jalkeen kdiymme lapi kokoelman muita tehtévié, jotka esittelevit lisdd dynaa-
misen ohjelmoinnin mahdollisuuksia.

9.1 Perustekniikat

Aloitamme dynaamiseen ohjelmointiin tutustumisen tehtavésta, jossa ha-
luamme rakentaa palikoista tornin, jonka korkeus on n. Kunkin palikan kor-
keus on 1, 2 tai 3, ja jokaista palikkatyyppid on saatavilla rajattomasti. Mo-
nellako tavalla voimme rakentaa tornin?

Esimerkiksi kun tornin korkeus on n = 4, voimme rakentaa sen 7 tavalla

Kuva 9.1: Voimme rakentaa korkeuden 4 tornin 7 tavalla palikoista, joiden
korkeudet ovat 1, 2 ja 3.

99
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I : i}n—?)

i 3 n—1

Kuva 9.2: Rekursiivinen idea: kun alamme rakentaa tornia, voimme laittaa
pohjalle korkeuden 1, 2 tai 3 palikan.

kuvan 9.1 mukaisesti. Jos n on pieni, voimme laskea tornien mééran helposti
kaymalla 1api kaikki tavat, mutta tornien maara kasvaa nopeasti emmeké voi
kayttaa raakaa voimaa suuremmilla n:n arvoilla. Seuraavaksi ratkaisemmekin
ongelman tehokkaasti dynaamisella ohjelmoinnilla.

9.1.1 Rekursiivinen esitys

Jotta voimme kayttdd dynaamista ohjelmointia, meidén taytyy pystyé esit-
taméan ongelma rekursiivisesti niin, ettd saamme laskettua ongelman ratkai-
sun kédyttden osaongelmina pienempid vastaavia ongelmia. Téssé tehtavassa
luonteva rekursiivinen funktio on tornit(n): monellako tavalla voimme ra-
kentaa tornin, jonka korkeus on n? Esimerkiksi tornit(4) = 7, koska voimme
rakentaa korkeuden 4 tornin 7 tavalla.

Funktion pienten arvojen laskeminen on helppoa. Ensinnékin tornit(0) =
1, koska on tarkalleen yksi tapa rakentaa tyhjé torni: siiné ei ole mitéan pali-
koita. Sitten tornit(1) = 1, koska ainoa tapa rakentaa korkeuden 1 torni on
valita palikka, jonka korkeus on 1, ja tornit(2) = 2, koska voimme raken-
taa korkeuden 2 tornin valitsemalla joko kaksi palikkaa, jonka kummankin
korkeus on 1, tai yhden palikan, jonka korkeus on 2.

Kuinka voisimme sitten laskea funktion arvon yleisessd tapauksessa, kun
tornin korkeus on n? Téassd voimme miettié, kuinka tornin rakentaminen al-
kaa. Meilld on kolme mahdollisuutta: voimme laittaa ensin palikan, jonka
korkeus on 1, 2 tai 3. Jos aloitamme korkeuden 1 palikalla, meidan téaytyy
rakentaa sen pédlle korkeuden n —1 torni. Vastaavasti jos aloitamme korkeu-
den 2 tai 3 palikalla, meidédn taytyy rakentaa sen péélle torni, jonka korkeus
on n — 2 tai n — 3. Kuva 9.2 havainnollistaa tdmén idean. Niinpd voimme
laskea tornien médran rekursiivisesti kaavalla

tornit(n) = tornit(n — 1) + tornit(n — 2) + tornit(n — 3),
kun n > 3. Esimerkiksi voimme laskea

tornit(3) = tornit(2) + tornit(1l) + tornit(0) =4
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korkeus n tornit(n)

0 1
1 1
2 2
3 4
4 7
5 13
6 24
7 44
8 81
9 149
Taulukko 9.1: Tornien mddrdt, kun korkeus n on 0,1,...,9.

ja
tornit(4) = tornit(3) + tornit(2) + tornit(1l) =7,
jolloin olemme saaneet laskettua esimerkkitapaustamme vastaavasti, ettd
voimme rakentaa korkeuden 4 tornin 7 tavalla.
Taulukko 9.1 ndyttaa funktion tornit(n) arvot, kun n =0,1,...,9. Ku-
ten taulukosta voi huomata, funktion arvo kasvaa nopeasti: se lihes kaksin-

kertaistuu joka askeleella. Kun n on suuri, meilld onkin valtavasti mahdolli-
suuksia tornin rakentamiseen.

9.1.2 Tehokas toteutus

Nyt kun olemme saaneet aikaan rekursiivisen funktion, voimme toteuttaa sen
ohjelmoimalla seuraavasti:

function tornit(n)

if (n == 0) return 1
if (n == 1) return 1
if (n == 2) return 2

return tornit(n-1)+tornit(n-2)+tornit(n-3)

Tamé on toimiva ratkaisu, mutta siind on yksi ongelma: funktion arvon
laskeminen vie kauan aikaa, jos n on vahédnkin suurempi. Kaytédnnossé lasken-
ta alkaa hidastua parametrin n = 30 tienoilla. Esimerkiksi arvon tornit(40)
laskeminen vie aikaa noin minuutin ja arvon tornit(50) vie aikaa niin kauan,
ettd emme jaksa odottaa laskennan valmistumista.

Syyné laskennan hitauteen on, ettéd funktiota tornit kutsutaan uudes-
taan ja uudestaan samoilla parametreilla ja tornien mééra lasketaan loppujen
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lopuksi summana luvuista 1 ja 2 pohjatapauksista. Niinpé kun tornien méaéra
on suuri, laskenta on tuomittu vieméan kauan aikaa. Voimme kuitenkin sel-
viytyéd ongelmasta toteuttamalla laskennan hieman toisella tavalla.

Téassd astuu kuvaan dynaamisen ohjelmoinnin keskeinen idea taulukointi
(memoization): laskemme funktion arvon kullekin parametrille vain kerran ja
tallennamme tulokset taulukkoon myohempéd kayttod varten. Tata varten
luomme taulukon tornit, jossa kohtaan tornit[i] tallennetaan funktion arvo
tornit(i). Kun haluamme laskea korkeuden n tornien médrdn, tdytdmme

taulukon kohdat 0,1, ...,n. Seuraava koodi toteuttaa laskennan:
tornit[0] = 1
tornit[1] = 1
tornit[2] =

for i = 3 ton
tornit[i] = tornit[i-1]+tornit[i-2]+tornit[i-3]

Koodin suorituksen jilkeen taulukon arvo tornit[n] kertoo meille, mo-
nellako tavalla voimme rakentaa korkeuden n tornin.

Tamén toteutuksen etuna on, ettd se on huomattavasti nopeampi kuin
rekursiivinen funktio. Koska koodissa on vain yksi for-silmukka, se vie aikaa
vain O(n), eli voimme késitelld tehokkaasti myos suuria n:n arvoja. Esimer-
kiksi voimme nyt laskea salamannopeasti, etté

tornit(50) = 10562230626642,

eli on yli 10562 miljardia tapaa rakentaa korkeuden 50 torni.

9.2 Esimerkkeja

Olemme nyt tutustuneet dynaamisen ohjelmoinnin perusideaan, mutta tdmé
on vasta alkua sille, mitd kaikkea tekniikan avulla pystyy tekemé&én. Seuraa-
vaksi kilymme lapi kokoelman tehtdvid, jotka esittelevit lisdd dynaamisen
ohjelmoinnin mahdollisuuksia.

9.2.1 Pisin nouseva alijono

Ensimméinen tehtava on selvittdd, kuinka pitkéd on n alkiota sisdltdvén tau-
lukon pisin nouseva alijono (longest increasing subsequence) eli mahdolli-
simman pitkéd vasemmalta oikealle eteneva jono alkioita, jossa seuraava alkio
on aina edellistd suurempi. Kuvassa 9.3 on esimerkki taulukosta, jonka pisin
nouseva alijono [2, 5,7, 8] on pituudeltaan 4.



9.2. ESIMERKKEJA 103

Kuva 9.3: Taulukon pisin nouseva alijono on [2,5,7,8].

Voimme ldhestyd tehtdvad laskemalla jokaiselle taulukon kohdalle &k =
0,1,...,mn — 1 arvon pisin(k): kuinka pitkd on pisin nouseva alijono, joka
padttyy kohtaan k. Kun olemme laskeneet kaikki ndmé arvot, suurin arvoista
kertoo meille, kuinka pitké on pisin nouseva alijono koko taulukossa. Esimer-
kiksi kuvan 9.3 taulukossa pisin(6) = 4, koska kohtaan 6 p#éttyva pisin
nouseva alijono on pituudeltaan 4.

Millainen on sitten pisin kohtaan k péaattyvi alijono? Yksi mahdollisuus
on, ettd alijonossa on vain kohdan k alkio, jolloin pisin(k) = 1. Muussa
tapauksessa alijonossa on ensin kohtaan z paéttyva pisin nouseva alijono,
missd ¢ < k, ja sitten vield kohdan k alkio. Tama edellyttdd, ettd kohdan
x alkio on pienempi kuin kohdan k alkio. Tuloksena olevan alijonon pituus
on pisin(z) + 1. Tdmé& antaa mahdollisuuden dynaamiseen ohjelmointiin:
kun haluamme laskea arvon pisin(k), kiiymme lipi kaikki mahdolliset tavat
valita kohta x ja valitsemme niistd parhaan vaihtoehdon.

Seuraava koodi laskee jokaiselle k = 0,1,...,n — 1 pisimmén kohtaan k
paattyvin alijonon pituuden ylld kuvattua ideaa kayttden. Koodi olettaa,
ettd taulukon sisdlto on taulukossa taulu, ja se muodostaa taulukon pisin,
jossa on pisimpien alijonojen pituudet.

for k = 0 to n-1
pisin[k] =1
for x = 0 to k-1
if taululx] < taululk] and pisin[x]+1 > pisin[k]
pisin[k] = pisin[x]+1

Koodin suorituksen jédlkeen pisimmén nousevan alijonon pituus on siis
suurin taulukon pisin arvoista. TAméi algoritmi vie aikaa O(n?), koska kiym-
me jokaisessa kohdassa k 1édpi kaikki taulukon edelliset kohdat.

Mita jos haluaisimme selvittdd pisimméan nousevan alijonon pituuden
lisdksi, mistd alkioista se muodostuu? T&mé& onnistuu laajentamalla hie-
man koodia. Rakennamme taulukon aiempi, joka kertoo jokaisessa kohdassa,
missd on tdhédn kohtaan paédttyvén pisimmén alijonon edellinen alkio. Voim-
me muodostaa taulukon seuraavasti:
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=>

Kuva 9.4: Mahdolliset reitit vasemmasta ylikulmasta oitkeaan alakulmaan.

for k = 0 to n-1
pisin[k] =1
aiempilk] = -1
for x = 0 to k-1
if taululx] < taululk] and pisin[x]+1 > pisin[k]
pisin[k] = pisin[x]+1
aiempilk] = x

Tamén jélkeen jokaisessa kohdassa k arvo aiempilk] kertoo pisimmén
alijonon edellisen alkion kohdan. Kuitenkin jos alijonon pituus on 1, taulu-
kossa on arvo —1. Voimme nyt selvittdéd kohtaan k paattyvan alijonon alkiot
kédnteisesti seuraavasti:

while k != -1
print (taululk])
k = aiempi [k]

Voimme kayttaa vastaavaa tekniikkaa dynaamisessa ohjelmoinnissa aina,
kun haluamme selvittdd, misté aineksista paras ratkaisu muodostuu.

9.2.2 Reitti ruudukossa

Olemme n X n -ruudukon vasemmassa yldkulmassa ja haluamme péasta oi-
keaan alakulmaan. Jokaisella vuorolla voimme siirtyd askeleen alaspéin tai
oikealle. Kuitenkin joissakin ruuduissa on este, emmeké voi kulkea sellaisen
ruudun kautta. Montako mahdollista reittid on olemassa? Esimerkiksi ku-
vassa 9.4 on 4 x 4 -ruudukko, jossa on kolme mahdollista reittid ruudukon
vasemmasta ylidkulmasta oikeaan alakulmaan.

Téassé tehtidvissd osaongelmat ovat kaksiulotteisia, koska olemme reitin
joka vaiheessa tietyn rivin tietysséd sarakkeessa. Niinpd méérittelemme re-
kursiivisen funktion, jolla on kaksi parametria: reitit(y, z) kertoo, montako
reittid on vasemmasta ylakulmasta ruutuun (y, z). Numeroimme rivit ja sa-
rakkeet 1,2,...,n ja haluamme laskea arvon reitit(n,n), joka on reittien
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méaara vasemmasta ylidkulmasta oikeaan alakulmaan.

Hyodyllinen havainto on, ettd jokaisessa ruudussa on kaksi mahdolli-
suutta, kuinka reitti voi tulla ruutuun, koska voimme tulla joko ylha&ltéa
tai vasemmalta. Kun haluamme laskea reittien méarad, laskemmekin yhteen
ylhéilta ja vasemmalta tulevat reitit. Rajoituksena jos ruudussa on este, sii-
hen tulevien reittien mééra on aina nolla. Témén perusteella saamme aikaan
seuraavan dynaamisen ohjelmoinnin algoritmin:

for y=1ton
for x =1 ton
if estely] [x]
reitit[y]l[x] = 0

else if y == 1 and x ==
reitit[yl[x] = 1
else

reititly] [x] = reitit[y-1] [x]+reitit[y] [x-1]

Koodi laskee jokaiseen ruutuun reittien méiran vasemmasta ylakulmasta
kyseiseen ruutuun. Jos ruudussa on este, reittien méard on 0, koska mitaéan
reittid ei ole olemassa. Jos ruutu on vasen ylikulma (eli y = 1 ja x = 1),
reittien méadréd on 1, koska reitti alkaa siitd ruudusta. Muuten reittien méasra
saadaan laskemalla yhteen ylhaéltd ja vasemmalta tulevat reitit. Tuloksena
on algoritmi, joka vie aikaa O(n?).

Huomaa, ettéd téssd kdytdmme taulukon kohtia 1,2,... n ja oletamme,
ettd kohdissa 0 on arvona nolla. Téméa on kétevad, koska meidén ei tarvitse
tehda erikoistapauksia ruudukon yléreunaa ja vasenta reunaa varten.

9.2.3 Repunpakkaus

Termi repunpakkaus (knapsack) viittaa ongelmiin, jossa meilld on joukko
tavaroita, joilla on tietyt painot, ja haluamme selvittédd, millaisia yhdistelmié
niistd voi muodostaa. Ongelmasta on monia muunnelmia, joiden yhdistavana
tekijdna on, ettd ne voi ratkaista tehokkaasti dynaamisella ohjelmoinnilla.
Seuraavaksi keskitymme ongelmaan, jossa meilld on n tavaraa, joilla on
painot pi,ps,...,p,. Haluamme selvittda kaikki mahdolliset yhteispainot,
jotka voimme muodostaa valitsemalla jonkin osajoukon tavaroista. Esimer-
kiksi jos tavaroiden painot ovat [1, 3,3, 4], niin mahdolliset yhteispainot ovat

0,1,3,4,5,6,7,8,10, 11].

Esimerkiksi yhteispaino 6 on listalla, koska saamme sen painoista 3 + 3 = 6,
ja yhteispaino 8 on listalla, koska saamme sen painoista 1 4+ 3 + 4 = 8.



106 LUKU 9. DYNAAMINEN OHJELMOINTI

01 234567891011
E=0 [V
E=1 |V |V
E=2|v|vV| [V|IV
E=3 v V| [VIV| [VIV
k=4 |v|V| [VIVIVIVIVIV] VIV

Kuva 9.5: Mahdolliset yhteispainot, kun painot ovat [1,3,3,4].

On helppoa laskea, mikd on suurin mahdollinen tavaroiden yhteispaino,
koska saamme sen valitsemalla kaikki tavarat. Suurin yhteispaino on siis

§=p1+p2+ -+ Pn

Tamé on meille hyddyllinen ylaraja, koska tieddmme nyt, ettd tavaroiden
yhteispaino on aina jokin luku valilld 0. .. s.

Voimme ldhestyé tehtdvia dynaamisella ohjelmoinnilla luomalla funktion
painot(k): mitki kaikki yhteispainot voimme muodostaa, jos kdytossdmme
on tavarat 1,2,...,k7 Oletamme, ettd funktio palauttaa taulukon, jossa on
s 4+ 1 alkiota: jokaiselle yhteispainolle 0,1, ..., s tieto siitd, voimmeko muo-
dostaa sen painoista pi, pe,...,pr. Tapaus painot(0) on helppo, koska kun
meilld ei ole mitddn tavaroita, ainoa mahdollinen yhteispaino on 0. Tdmén
jalkeen pystymme laskemaan tapauksen painot(k) ottamalla lahtokohdaksi
tapauksen painot(k — 1) ja selvittdmalld, mitd uusia yhteispainoja voimme
muodostaa, kun saamme kiyttdd myos painoa py.

Kuva 9.5 nayttad dynaamisen ohjelmoinnin taulukoiden siséllon esimer-
kissimme, jossa painot ovat [1,3,3,4]. Ensimmaéiselld rivilla & = 0, joten
ainoa yhteispaino on 0. Toisella rivilla k£ = 1, joten saamme kayttad painoa
p1 = 1 ja voimme muodostaa yhteispainot 0 ja 1. Kolmannella rivilld £ = 2,
jolloin saamme kédytt6omme painon p; = 3 ja voimme muodostaa yhteispai-
not 0, 1, 3 ja 4. Viimeiselld rivilla kdytossamme ovat kaikki painot, joten se
vastaa ongelman ratkaisua.

Voimme toteuttaa dynaamisen ohjelmoinnin kétevésti niin, ettd koodissa
on vain yksi boolean-taulukko painot, jossa on s + 1 alkiota. Taulukko ker-
too laskennan jokaisessa vaiheessa, mitka yhteispainot ovat mahdollisia silla
hetkelld. Aluksi taulukon kohdassa 0 on arvo true ja kaikissa muissa kohdis-
sa on arvo false. Tamén jilkeen paivitdimme taulukkoa lisdédméallda mukaan
painoja yksi kerrallaan.
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painot[0] = true
for i =1 ton
for j =s to 0
if painot[j]
painot[j+p[il] = true

Térked yksityiskohta algoritmissa on, ettd kdiymme jokaisen painon koh-
dalla taulukon lapi lopusta alkuun. Syyné tdhéan on, etté télla tavalla saamme
laskettua oikealla tavalla, mitd uusia yhteispainoja voimme muodostaa, kun
saamme kayttdd uutta painoa kerran. Laskennan jédlkeen voimme tulostaa
kaikki mahdolliset yhteispainot néin:

for i = 0 to s
if painot[i]
print (i)

Tuloksena olevan algoritmin aikavaativuus on O(ns). Algoritmin tehok-
kuus riippuu siis paitsi tavaroiden mééarastd, myos niiden painoista. Jotta
algoritmi on kayttokelpoinen, painojen summan s taytyy olla niin pieni, etta
voimme varata niin suuren taulukon.

9.2.4 Binomikertoimet

Binomikerroin (2) ilmaisee, monellako tavalla voimme muodostaa n alkion

joukosta k alkion osajoukon. Esimerkiksi (g) = 10, koska voimme muodostaa

joukosta {1,2,3,4,5} seuraavat 3 alkion osajoukot:

e {1,2,3} e {1,3,5} e {2,4,5}
e {1,2,4} e {1,4,5} e {3,4,5)
e {1,2,5} o {2,3,4}
e {1,3,4} e {2,3,5}

Binomikertoimien laskemiseen on monia tapoja. Dynaamisen ohjelmoin-
nin kannalta kiinnostava tapa on rekursiivinen kaava

n\y (n-—1 . n—1

k) \k-1 k)
Voimme perustella kaavan tarkastelemalla k alkion osajoukon muodostamista
joukosta {1,2,...,n}. Jos otamme osajoukkoon mukaan alkion n, meidédn
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tulee muodostaa vield k — 1 alkion osajoukko joukosta {1,2,...,n — 1}. Jos
taas emme ota osajoukkoon mukaan alkiota n, meidédn tulee muodostaa k
alkion osajoukko joukosta {1,2,...,n — 1}. Liséiksi pohjatapauksina

()

koska voimme muodostaa tyhjéan osajoukon yhdella tavalla, ja

(Z) =0, jos k >n,

koska n alkiosta ei voi muodostaa osajoukkoa, jossa on yli n alkiota.

Tama rekursiivinen kaava tarjoaa meille tavan laskea tehokkaasti bino-
mikertoimia dynaamisen ohjelmoinnin avulla. Voimme toteuttaa laskennan
seuraavasti:

binom[0] [0] = 1
for i =1 ton
binom[i] [0] = 1
for j =1 tok
binom[i] [j1 = binom[i-1][j-1]+binom[i-1] [j]

Koodin suorituksen jilkeen taulukon kohdassa binom[n|[k] on binomiker-
roin (Z) Algoritmi vie aikaa O(nk), joten sitd voi kdyttdd melko suurten
binomikertoimien laskemiseen.



Luku 10

Verkkojen perusteet

Voimme ratkaista monia algoritmiikan ongelmia esittdmalld tilanteen verk-
kona (graph) ja kdyttamélld sitten sopivaa verkkoalgoritmia. Tyypillinen
esimerkki verkosta on tieverkosto, joka muodostuu kaupungeista ja niiden
vilisistd teistd. Téllaisessa verkossa ongelmana voi olla selvittda vaikkapa,
kuinka voimme matkustaa kaupungista a kaupunkiin b.

Téssé luvussa aloitamme verkkoihin tutustumisen kaymaélla lapi verkko-
jen késitteitd sekd tapoja esittdd verkkoja ohjelmoinnissa. Téamén jilkeen
ndemme, miten voimme tutkia verkkojen rakennetta ja ominaisuuksia sy-
vyyshaun ja leveyshaun avulla. Seuraavissa kirjan luvuissa jatkamme verk-
kojen kisittelyd ja opimme lisdd verkkoalgoritmeja.

10.1 Verkkojen kisitteita

Verkko muodostuu solmuista (node tai vertex) ja niiden vilisistd kaarista
(edge). Kuvassa 10.1 on verkko, jossa on viisi solmua ja seitsemén kaarta.
Merkitsemme verkon solmujen ma#raé kirjaimella n ja kaarten méaaraa kir-
jaimella m. Liséksi numeroimme verkon solmut kokonaisluvuin 1,2, ..., n.
Sanomme, etté kaksi solmua ovat vierekkdin (adjacent), jos niiden vélilla
on kaari. Solmun naapureja (neighbor) ovat kaikki solmut, joihin se on yhtey-
dessi kaarella, ja solmun aste (degree) on sen naapureiden mééra. Kuvassa

Kuva 10.1: Verkko, jossa on viisi solmua ja seitsemdn kaarta.

109
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Kuva 10.3: Verkossa on sykli 2 — 4 — 5 — 2.

10.1 solmun 2 naapurit ovat 1, 4 ja 5, joten solmun aste on 3.

Polku ja sykli

Verkossa oleva polku (path) on kaaria pitkin kulkeva reitti ldhtosolmusta koh-
desolmuun. Kuva 10.2 ndyttéaé kaksi mahdollista polkua solmusta 1 solmuun
5 esimerkkiverkossamme. Ensimméinen polku on 1 — 2 — 5 ja toinen polku
onl—3—4-—=5.

Polku on sykli (cycle), jos sen alku- ja loppusolmu on sama, siind on
ainakin yksi kaari eiké se kulje kahta kertaa saman solmun tai kaaren kautta.
Kuvassa 10.3 on esimerkkiné sykli 2 — 4 — 5 — 2. Jos verkossa ei ole yhtéén
syklid, sanomme, ettd verkko on sykliton (acyclic).

Yhteniisyys ja komponentit

Verkko on yhtendinen (connected), jos minkd tahansa kahden solmun vélilla
on polku. Kuvan 10.1 verkko on yhten&inen, mutta kuvan 10.4 verkko ei ole
yhtendinen, koska esimerkiksi solmujen 1 ja 2 vililla ei ole polkua.
Voimme esittéé verkon aina kokoelmana yhtenéisid komponentteja (com-
ponent). Kuvassa 10.4 yhtenéiset komponentit ovat {1, 3} ja {2,4,5}.
Verkko on puu (tree), jos se on seki yhtendinen ettd sykliton. Puussa

®
7

Kuva 10.4: Verkon yhtendiset komponentit ovat {1,3} ja {2,4,5}.
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Kuva 10.5: Puu eli yhtendinen, sykliton verkko.

.

Kuva 10.6: Suunnattu verkko.

¥

kaarten médrd on aina yhden pienempi kuin solmujen mééra, ja jokaisen
kahden solmun vililla on yksikésitteinen polku. Kuvassa 10.5 on esimerkkiné
puu, jossa on viisi solmua ja nelja kaarta.

Suunnattu verkko

Suunnatussa (directed) verkossa jokaisella kaarella on tietty suunta, jonka
mukaisesti meidan taytyy kulkea kaarta pitkin. Suunnat rajoittavat siis kul-
kemistamme verkossa. Kuvassa 10.6 on esimerkkiné suunnattu verkko, jossa
voimme kulkea solmusta 1 solmuun 5 polkua 1 — 2 — 5, mutta emme voi
kulkea mitenk&én solmusta 5 solmuun 1.

Painotettu verkko

Painotetussa (weighted) verkossa jokaiseen kaareen liittyy jokin paino, joka
kuvaa tyypillisesti kaaren pituutta. Kun kuljemme polkua painotetussa ver-
kossa, polun pituus on kaarten painojen summa. Kuvassa 10.7 on esimerkkiné
painotettu verkko, jossa polun 1 — 2 — 5 pituus on 5 + 8 = 13 ja polun
1—-+3—4—5pituuson2+4+3=09.

Kuva 10.7: Painotettu verkko.
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Kuva 10.8: Verkon vieruslistaesitys.

10.2 Verkot ohjelmoinnissa

Verkon esittdmiseen ohjelmoinnissa on monia mahdollisuuksia. Sopivan esi-
tystavan valintaan vaikuttaa, miten haluamme késitelld verkkoa algoritmis-
sa, koska jokaisessa esitystavassa on omat etunsa. Seuraavaksi kiiymme lapi
kolme tavallista esitystapaa.

10.2.1 Vieruslistaesitys

Tavallisin tapa esittdd verkko on luoda kullekin solmulle wvieruslista (ad-
jacency list), joka kertoo, mihin solmuihin voimme siirtyd solmusta kaaria
pitkin. Kuvassa 10.8 on verkko ja sitéd vastaava vieruslistaesitys. Jos haluam-
me tallentaa verkon vieruslistoina Javassa, voimme luoda taulukon

ArrayList<Integer>[] verkko = new ArraylList[n+1];

ja alustaa vieruslistat néin:

for (dnt i = 1; i <= n; i++) {
verkko[i] = new ArrayList<>();

}

Tamaén jalkeen lisddmme kaaret listoille néin:

verkko[1] .add(2);
verkko[1] .add(3);
verkko[1].add(4);
verkko[2] .add(4);
verkko[2] .add(5);
verkko[3] .add(4);
verkko[4] .add(5);

Vieruslistaesitys on monessa tilanteessa hyvé tapa tallentaa verkko, koska
haluamme usein selvittdd, mihin solmuihin padsemme siirtyméan tietysté
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solmusta kaaria pitkin. Esimerkiksi seuraava koodi kay ldpi solmut, joihin
voimme siirtya solmusta x kaarella:

for (Integer s : verkkol[x]) {
// kisittele solmu s
}

Jos verkko on suuntaamaton, eli voimme kulkea kaaria molempiin suun-
tiin, voimme tallentaa verkon vastaavalla tavalla, kunhan tallennamme kun-
kin kaaren molempiin suuntiin. Jos taas verkko on painotettu, voimme tal-
lentaa jokaisesta kaaresta seké kohdesolmun ettéd painon.

10.2.2 Kaarilistaesitys

Toinen tapa tallentaa verkko on luoda kaarilista (edge list), joka sisiltaa
kaikki verkon kaaret. Javassa voimme luoda listan

ArrayList<Kaari> kaaret = new ArrayList<>();

jossa on seuraavanlaisia kaaria:

public class Kaari {
public int alku, loppu;

public Kaari(int alku, int loppu) {
this.alku = alku;
this.loppu = loppu;

}

Seuraava koodi luo esimerkkiverkkoamme vastaavan kaarilistan:

kaaret.add(new Kaari(1,2));
kaaret.add(new Kaari(1,3));
kaaret.add(new Kaari(1,4));
kaaret.add(new Kaari(2,4));
kaaret.add(new Kaari(2,5));
kaaret.add(new Kaari(3,4));
kaaret.add(new Kaari(4,5));

Kaarilista on hyvé esitystapa algoritmeissa, joissa haluamme pystyé kay-
méadn helposti ldpi kaikki verkon kaaret eiké ole tarvetta selvittdd tietysté
solmusta ldhtevia kaaria.
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Kuva 10.9: Verkon vierusmatriisiesitys.

10.2.3 Vierusmatriisiesitys

Vierusmatriisi (adjacency matriz) on kaksiulotteinen taulukko, joka kertoo
jokaisesta verkon kaaresta, esiintyyko se verkossa. Matriisin rivin a sarak-
keessa b oleva arvo ilmaisee, onko verkossa kaarta solmusta a solmuun b. Ku-
vassa 10.9 on esimerkki verkon vierusmatriisiesityksestd. Téassd tapauksessa
matriisin jokainen arvo on 0 (ei kaarta) tai 1 (kaari).

Javassa voimme maéaéritelld vierusmatriisin seuraavasti:

int[1[] verkko = new int[n+1] [n+1];

Tamén jalkeen muodostamme matriisiin néin:

verkko[1][2] = 1
verkko[1][3] = 1
verkko[1] [4] = 1;
verkko[2] [4] = 1;
1
1
1

b

I

verkko[2] [6] =
verkko[3] [4] =
verkko[4] [5] =

b

3

b

Jos verkko on painotettu, voimme vastaavasti merkitd kaarten painot
vierusmatriisiin. Vierusmatriisin etuna on, ettd voimme tarkastaa helposti,
onko tietty kaari verkossa. Esitystapa kuluttaa kuitenkin paljon muistia, eiké
sitd voi kayttad, jos verkon solmujen méara on suuri.

10.3 Verkon ldpikiaynti

Tutustumme seuraavaksi kahteen keskeiseen verkkoalgoritmiin, jotka kayvat
lédpi verkossa olevia solmuja ja kaaria. Ensin kéasittelemme syvyyshakua, joka
on yleiskayttoinen algoritmi verkon lapikayntiin, ja sen jéilkeen leveyshakua,
jonka avulla voimme 16ytaé lyhimpiéd polkuja verkossa.
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Kuva 10.10: Estmerkk: syvyyshaun toiminnasta.

10.3.1 Syvyyshaku

Syvyyshaku (depth-first search eli DFS) on verkkojen késittelyn yleistyokalu,
jonka avulla voimme selvittdd monia asioita verkon rakenteesta. Kun alam-
me tutkia verkkoa syvyyshaulla, meidén tulee péattaa ensin, mistd solmusta
haku ldhtee liikkeelle. Haku etenee vuorollaan kaikkiin solmuihin, jotka ovat
saavutettavissa lahtosolmusta kulkemalla kaaria pitkin.

Syvyyshaku pitdd ylla jokaisesta verkon solmusta tietoa, onko solmussa
jo vierailtu. Kun haku saapuu solmuun, jossa se ei ole vieraillut aiemmin,
se merkitsee solmun vierailluksi ja alkaa kaydé ldpi solmusta ldhtevia kaa-
ria. Jokaisen kaaren kohdalla haku etenee verkon niihin osiin, joihin péésee
kaaren kautta. Lopulta kun haku on kédynyt ldpi kaikki kaaret, se perddntyy
taaksepdin samaa reittid kuin tuli solmuun.

Kuvassa 10.10 on esimerkki syvyyshaun toiminnasta. Jokaisessa vaiheessa
harmaat solmut ovat solmuja, joissa haku on jo vieraillut. Téassé esimerkissé
haku lahtee liikkeelle solmusta 1, josta péadsee kaarella solmuihin 2 ja 3. Haku
etenee ensin solmuun 2, josta péadsee edelleen solmuihin 4 ja 5. Tdmén jélkeen
haku ei endd 16ydéd uusia solmuja téstd verkon osasta, joten se perddntyy
takaisin kulkemaansa reittid solmuun 1. Lopuksi haku kdy vield solmussa
3, josta el padse muihin uusiin solmuihin. Nyt haku on ké&ynyt ldpi kaikki
solmut, joihin péddsee solmusta 1.

Syvyyshaku on mukavaa toteuttaa rekursiivisesti seuraavaan tapaan:
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procedure haku(solmu)
if vierailtul[solmu]
return
vierailtu[solmu] = true
for naapuri in verkko[solmu]
haku(naapuri)

Haku kéynnistyy, kun kutsumme proseduuria haku parametrina haun
lahtosolmu. Jokaisessa kutsussa proseduuri tarkistaa ensin, olemmeko jo kay-
neet parametrina annetussa solmussa, ja paattyy heti tiassé tilanteessa. Muu-
ten proseduuri merkitsee, ettd olemme nyt kdyneet solmussa ja etenee rekur-
siivisesti kaikkiin sen naapureihin. Haku vie aikaa O(n + m), koska késitte-
lemme jokaisen solmun ja kaaren enintédin kerran.

Mihin voisimme sitten kéiyttaa syvyyshakua? Seuraavassa on joitakin esi-
merkkejé syvyyshaun kayttokohteista:

Polun etsiminen

Syvyyshaun avulla voimme etsid verkosta polun solmusta a solmuun b, jos
tallainen polku on olemassa. Téamé tapahtuu aloittamalla haku solmusta a ja
pysahtymalld, kun vastaan tulee solmu b. Jos polkuja on useita, syvyyshaku
loytéaa jonkin niisté riippuen solmujen késittelyjarjestyksesta.

Yhteniisyys ja komponentit

Suuntaamaton verkko on yhtenéinen, jos kaikki solmut ovat yhteydessé toi-
siinsa. Voimmekin tarkastaa verkon yhtendisyyden aloittamalla syvyyshaun
jostakin solmusta ja tutkimalla, saavuttaako haku kaikki verkon solmut.
Lisdksi voimme 16ytédd verkon yhtenédiset komponentit kdymélla 1dpi solmut
ja aloittamalla uuden syvyyshaun aina, kun vastaan tulee vierailematon sol-
mu. Jokainen syvyyshaku muodostaa yhden komponentin.

Syklin etsiminen

Jos suuntaamaton verkko siséltdéd syklin, huomaamme tdmén syvyyshaun
aikana siitéd, ettd tulemme toista kautta johonkin solmuun, jossa olemme
kédyneet jo aiemmin. Niinpa 16yddmme syvyyshaun avulla jonkin verkossa
olevan syklin, jos sellainen on olemassa.
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Kuva 10.11: Estmerkk: leveyshaun toiminnasta.

10.3.2 Leveyshaku

Leveyshaku (breadth-first search eli BF'S) kiy syvyyshaun tavoin lapi kaikki
verkon solmut, joihin paésee kaaria pitkin annetusta ldhtosolmusta. Erona on
kuitenkin, missa jarjestyksessé solmut kiydéaan léapi. Leveyshaku kdy solmuja
l&pi kerroksittain niin, ettéd se késittelee solmut siind jarjestyksessd kuin ne
ovat tulleet ensimmaistéd kertaa vastaan haun aikana.

Vaikka voisimme kéayttda leveyshakua yleisenéd algoritmina verkon l&pi-
kédyntiin syvyyshaun tavoin, kdytdmme sitd tavallisesti silloin, kun olemme
kiinnostuneita verkon lyhimmistd poluista. Leveyshaun avulla pystymme ni-
mittdin maarittdmasan lyhimméan polun pituuden eli etdisyyden 1lahtésolmusta
kuhunkin haun aikana kohtaamaamme solmuun. Té&ssé oletamme, ettd po-
lun pituus tarkoittaa sen kaarten méarad eli lyhin polku on mahdollisimman
vahédn kaaria sisdltava polku.

Kuvassa 10.11 on esimerkki leveyshaun toiminnasta, kun aloitamme haun
solmusta 1 ldhtien. Késittelemme ensin solmun 1, josta péddsemme uusiin
solmuihin 2 ja 3. Tamé& tarkoittaa, ettd lyhimmé&t polut solmuihin 2 ja 3
ovat 1 — 2 ja 1 — 3 eli etdisyys néaihin solmuihin on 1. Sitten késittelemme
solmun 2, josta pddsemme uusiin solmuihin 4 ja 5. Tamé tarkoittaa, etté
lyhimmét polut solmuihin 4 ja 5 ovat 1 — 2 — 4 ja 1 — 2 — 5 eli etdisyys
néihin solmuihin on 2. Lopuksi kéisittelemme vield solmut 3, 4 ja 5, joista
emme kuitenkaan pé#se enédd uusiin solmuihin.
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Tavallinen tapa toteuttaa leveyshaku on kiyttaa jonoa, jossa on késittelya
odottavia solmuja. Jonon ansiosta pystymme kdymaéén l&pi solmut siiné jar-
jestyksessd kuin olemme loytédneet ne leveyshaun aikana. Oletamme, etté
jonossa on metodi enqueue, joka lisdd alkion jonon loppuun, sekd metodi
dequeue, joka hakee ja poistaa jonon ensimméisen alkion. Seuraava koodi
suorittaa leveyshaun ldhtésolmusta alku alkaen:

jono.enqueue (alku)
vierailtul[alku] = true
etaisyys[alku] = 0
while not jono.empty()
solmu = jono.dequeue()
for naapuri in verkko[solmu]
if vierailtu[naapuril
continue
jono.enqueue (naapuri)
vierailtul[naapuri] = true

etaisyys[naapuri] = etaisyys[solmu]+1

Lisddmme ensin jonoon lahtosolmun ja merkitsemme, ettd olemme vierail-
leet siind ja etté etdisyys sithen on 0. Tamaéan jéalkeen alamme késitelld solmuja
siiné jarjestyksessa kuin ne ovat jonossa. Késittelemme solmun kdymalla 1api
sen naapurit. Jos emme ole aiemmin kéyneet naapurissa, lisidmme sen jo-
noon ja paivitamme taulukoita. Haku vie aikaa O(n+m), koska kisittelemme
jokaisen solmun ja kaaren enintdén kerran.

10.3.3 Esimerkki: Labyrintti

Olemme labyrintissa ja haluamme péa#sta ruudusta A ruutuun B. Joka vuo-
rolla voimme siirtyd yhden askeleen ylospéin, alaspéin, vasemmalle tai oi-
kealle. Pystymmeko pédseméédn ruudusta A ruutuun B, ja jos pystymme,
miké on lyhin mahdollinen reitti? Esimerkiksi kuvassa 10.12(a) lyhin reitti
ruudusta A ruutuun B muodostuu 9 askeleesta.

Voimme esittdd ongelman verkkona niin, ettd jokainen lattiaruutu on yksi
verkon solmuista ja kahden solmun vélilld on kaari, jos vastaavat ruudut ovat
vierekkiin labyrintissa. Kuva 10.12(b) niyttaa esimerkkilabyrinttimme verk-
kona. Téta esitystapaa kidyttden ruudusta A on reitti ruutuun B tarkalleen
silloin, kun vastaavat verkon solmut kuuluvat samaan yhten&iseen kompo-
nenttiin. Voimme siis tarkastaa syvyyshaulla, onko ruudusta A reittid ruu-
tuun B. Lyhin reitti ruudusta A ruutuun B 16ytyy puolestaan leveyshaulla,
joka ldhtee liikkeelle ruudusta A.

Huomaa, ettd meidén ei tarvitse erikseen muuttaa labyrinttia verkok-
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A

(a) (b)

Kuva 10.12: (a) Lyhin reitti labyrintissa ruudusta A ruutuun B. (b) Laby-
rintin esittdminen verkkona.

si, vaan voimme toteuttaa haut implisiittiseen verkkoon. Tamaéa tarkoittaa,
ettd teemme haun labyrinttiin sen omassa esitysmuodossa. Kdytannossa la-
byrintti on kédtevaa tallentaa kaksiulotteisena taulukkona, joka kertoo, mitké
ruudut ovat seindruutuja. Télloin voimme toteuttaa esimerkiksi syvyyshaun
seuraavan tyylisesti:

procedure haku(y,x)

if y<Oorx<Oory>mnorx>n
return

if seinaly] [x] or vierailtuly] [x]
return

vierailtuly] [x] = true

haku(y+1,x)

haku(y-1,x)

haku(y,x+1)

haku(y,x-1)
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Luku 11
Lyhimmaéat polut

Monissa verkkoihin liittyvissd ongelmissa on kysymys siitéd, ettd haluamme
loytada lyhimmdn polun (shortest path) verkon solmusta toiseen. Esimerkiksi
voimme haluta selvittdd, miké on nopein reitti kahden katuosoitteen véalilla
tai mikéd on halvin tapa lentédéd kaupungista toiseen. Naisséd ja muissa sovel-
luksissa on téarkedd, ettd 16ydamme lyhimmén polun tehokkaasti.

Olemme kéayttédneet aiemmin leveyshakua lyhimpien polkujen etsimiseen.
Téamaé onkin hyvé ratkaisu, kun haluamme 16ytéaa polut, joiden kaarten maéra
on pienin. Téssd luvussa keskitymme kuitenkin vaikeampaan tilanteeseen,
jossa verkko on painotettu ja haluamme loytaé polut, joissa painojen summa
on pienin. Talloin emme voi endd kiayttdd leveyshakua vaan tarvitsemme
kehittyneempid menetelmié.

Lyhimpien polkujen etsimiseen painotetussa verkossa on monia algorit-
meja, joilla on erilaisia ominaisuuksia. Téassé luvussa kdymme ldpi ensin Bell-
manin ja Fordin algoritmin ja Dijkstran algoritmin, jotka etsivét lyhimmét
polut annetusta lahtosolmusta kaikkiin verkon solmuihin. Témén jélkeen tu-
tustumme Floydin ja Warshallin algoritmiin, joka etsii samanaikaisesti ly-
himmaét polut kaikkien verkon solmujen valilla.

11.1 Lyhimmét polut 1dhtosolmusta

Tavallisin tilanne kdytdnnon verkko-ongelmissa on, ettd haluamme 16ytaa ly-
himmén polun solmusta a solmuun b. Yksittdisen lyhimmén polun etsiminen
vaatii usein kuitenkin, ettd etsimme sitd ennen muitakin lyhimpid polkuja.
Niinpa keskitymme alusta asti yleisempéédn ongelmaan, jossa olemme valin-
neet jonkin solmun ldhtosolmuksi ja haluamme méaarittda jokaiselle verkon
solmulle, kuinka pitk&d on lyhin polku ldhtésolmusta solmuun eli mikéd on
solmun etéisyys lahtosolmusta.

121
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Kuva 11.1: Lyhimpien polkujen pituudet solmusta 1 alkaen.

Kuvassa 11.1 on esimerkkiné verkko, jossa ldhtosolmuna on solmu 1 ja jo-
kaisen solmun viereen on merkitty sen etéisyys. Esimerkiksi solmun 5 etéisyys
on 9, koska lyhin polku solmusta 1 solmuun 5 on 1 — 3 — 5, jonka pituus on
247 = 9. Kéytdmme téta verkkoa esimerkkini, kun tutustumme seuraavaksi
kahteen algoritmiin lyhimpien polkujen etsimiseen.

11.1.1 Bellmanin ja Fordin algoritmi

Bellmanin ja Fordin algoritmi etsii lyhimmaét polut annetusta ldhtésolmusta
kaikkiin verkon solmuihin. Algoritmi muodostaa taulukon, joka kertoo jokai-
selle verkon solmulle sen etdisyyden ldhtosolmusta. Algoritmi toimii missé
tahansa verkossa, kunhan verkossa ei ole negatiivista syklié eli syklid, jonka
painojen summa on negatiivinen.

Bellmanin ja Fordin algoritmi pitda ylla arvioita solmujen etaisyyksistéa
niin, ettd aluksi etdisyys ldhtosolmuun on 0 ja etéisyys kaikkiin muihin sol-
muihin on Ad#dreton. Tamén jélkeen algoritmi alkaa parantaa etéisyyksia et-
simé&lléd verkosta kaaria, joiden kautta kulkeminen lyhentdé polkuja. Jokaisel-
la askeleella algoritmi etsii kaaren a — b, jolle pétee, ettd padsemme solmuun
b aiempaa lyhempédéd polkua kulkemalla kaarella solmusta a. Kun mitdéan
etdisyysarviota ei voi endd parantaa, algoritmi paéttyy ja kaikki etéisyydet
vastaavat todellisia lyhimpien polkujen pituuksia.

Kuva 11.2 néyttdé esimerkin Bellmanin ja Fordin algoritmin toiminnas-
ta, kun lahtésolmuna on solmu 1. Jokaisen solmun vieressé on ilmoitettu sen
etéisyysarvio: aluksi etdisyys solmuun 1 on 0 ja etéisyys kaikkiin muihin sol-
muihin on A#retdn. Jokainen etdisyyden muutos nékyy kuvassa omana vai-
heenaan. Ensin parannamme etaisyytta solmuun 2 kulkemalla kaarta 1 — 2,
jolloin etdisyydeksi tulee 8. Sitten parannamme etéisyyttd solmuun 3 kulke-
malla kaarta 1 — 3, jolloin solmun uudeksi etéisyydeksi tulee 2. Jatkamme
samalla tavalla, kunnes emme voi enédd parantaa mitdan etaisyytta ja kaikki
etéisyydet vastaavat lyhimpien polkujen pituuksia.

Bellmanin ja Fordin algoritmi on mukavaa toteuttaa kayttden verkon kaa-
rilistaesitysté, jossa jokaisesta kaaresta on tallennettu alku- ja loppusolmu
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Kuva 11.2: Esimerkki Bellmanin ja Fordin algoritmin toiminnasta.

seké paino. Toteutamme algoritmin niin, ettd se muodostuu kierroksista, jois-
ta jokainen kay léapi kaikki verkon kaaret ja koettaa parantaa etdisyysarvioita
niiden avulla. Voimme toteuttaa algoritmin néin:

while true
muutos = false
for kaari in kaaret
nyky = etaisyys[kaari.loppul
uusi = etaisyys[kaari.alku]+kaari.paino
if uusi < nyky
etaisyys[kaari.loppul = uusi
muutos = true
if not muutos
break

Algoritmi kéy jokaisella kierroksella ldpi verkon kaaret ja tutkii kunkin
kaaren kohdalla, miké on nykyinen etéisyys kaaren kohdesolmuun sekd miké
on uusi etdisyys, jos kuljemmekin solmuun kaaren kautta. Jos uusi etiisyys
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Kuva 11.3: Negatiivinen sykli 2 — 4 — 5 — 2, jonka avulla voimme lyhentdd
polkuja loputtomasti.

on pienempi, paivitdimme sen solmun etéisyysarvioksi. Muuttujassa muutos
on tieto siitéd, onko jokin etdisyys muuttunut kierroksen aikana, ja algoritmi
paattyy, kun mikédan etédisyys ei muuttunut.

Algoritmin analyysi

Olemme nyt kuvailleet ja toteuttaneet Bellmanin ja Fordin algoritmin, mutta
miten voimme olla varmoja, etté se 16ytda lyhimmét polut, ja miten nopeas-
ti se toimii? Jotta voimme vastata néihin kysymyksiin, tarvitsemme kaksi
havaintoa koskien verkon lyhimpiéa polkuja.

Ensimmaéinen havainto on, ettd jos s — so — -+ — s, on lyhin polku
solmusta s; solmuun sg, niin myos s; — s on lyhin polku solmusta s;
solmuun ss, s; — ss — s3 on lyhin polku solmusta s; solmuun ss, jne., eli
jokainen lyhimmén polun alkuosa on myos lyhin polku vastaavaan solmuun.
Jos néin ei olisi, voisimme parantaa lyhintd polkua solmusta s; solmuun s
parantamalla jotain polun alkuosaa, miké aiheuttaisi ristiriidan.

Toinen havainto on, ettd n solmun verkossa jokainen lyhin polku voi
sisdltda enintddn n— 1 kaarta, kun oletamme, ettéd verkossa ei ole negatiivista
syklid. Jos polkuun kuuluisi n kaarta tai enemmén, jokin solmu esiintyisi po-
lulla monta kertaa. Tama ei ole kuitenkaan mahdollista, koska ei olisi jarke&
kulkea monta kertaa saman solmun kautta, kun haluamme saada aikaan ly-
himmén polun.

Tarkastellaan nyt, mitd tapahtuu algoritmin kierroksissa. Ensimméisen
kierroksen jélkeen olemme l6yténeet lyhimmaéat polut, joissa on enintédén yksi
kaari. Toisen kierroksen jialkeen olemme l6yténeet lyhimmét polut, joissa on
enintddn kaksi kaarta. Sama jatkuu, kunnes n — 1 kierroksen jilkeen olemme
l6yténeet lyhimmaét polut, joissa on enintddn n — 1 kaarta. Koska missidéin
lyhimmaéssé polussa ei voi olla enempéé kaaria, olemme loytéaneet kaikki ly-
himmét polut. Algoritmin riittd4 suorittaa siis enintédén n—1 kierrosta, joista
jokainen kay lépi kaikki verkon kaaret ajassa O(m). Niinpé algoritmi l6yt&é
kaikki lyhimmét polut ajassa O(nm).

Mité tapahtuu sitten, jos verkossa on negatiivinen sykli? Esimerkiksi ku-
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Kuva 11.4: Esimerkki Dijkstran algoritmin toiminnasta.

van 11.3 verkossa on negatiivinen sykli 2 — 4 — 5 — 2, jonka paino on
—2. Téssé tilanteessa Bellmanin ja Fordin algoritmi jatkuu ikuisesti, koska
voimme lyhentdd loputtomasti syklin kautta kulkevia polkuja. Oikeastaan
ongelma on siind, ettd lyhin polku ei ole mielekis késite, jos polun osana
on negatiivinen sykli. Voimme kuitenkin havaita verkossa olevan negatiivi-
sen syklin Bellmanin ja Fordin algoritmin avulla: jos jotain etdisyyttd voi
parantaa vield n — 1 kierroksen jélkeen, verkossa on negatiivinen sykli.

11.1.2 Dijkstran algoritmi

Digkstran algoritms on Bellmanin ja Fordin algoritmin tehostettu versio, jon-
ka toiminta perustuu oletukseen, ettd verkossa ei ole negatiivisen painoisia
kaaria. Bellmanin ja Fordin algoritmin tapaan Dijkstran algoritmi pitaé ylla
arvioita etéisyyksistd lahtosolmusta muihin solmuihin. Erona on kuitenkin
tapa, miten Dijkstran algoritmi parantaa etdisyyksié.

Dijkstran algoritmissa verkon solmut kuuluvat kahteen luokkaan: késitte-
leméattomiin ja késiteltyihin. Aluksi kaikki solmut ovat késitteleméttomia.
Algoritmi etsii joka askeleella késittelemattoméan solmun, jonka etiisyysarvio
on pienin. Sitten algoritmi kéy ldpi kaikki solmusta ldhtevit kaaret ja koettaa
parantaa etaisyyksié niiden avulla. Tamén jédlkeen solmu on késitelty eika sen
etédisyys endd muutu, eli aina kun olemme késitelleet solmun, olemme saaneet
selville sen lopullisen etéisyyden.

Kuva 11.4 néyttda esimerkin Dijkstran algoritmin toiminnasta. Solmun
harmaa vari tarkoittaa, ettd se on késitelty. Aluksi valitsemme késittelyyn
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solmun 1, koska sen etéisyys 0 on pienin. Sitten jéljelld ovat solmut 2, 3, 4 ja
5, joista valitsemme késittelyyn solmun 3, jonka etdisyys 2 on pienin. Tdmén
jalkeen valitsemme késittelyyn solmun 2, jonka etédisyys on 6. Sama jatkuu,
kunnes olemme kisitelleet kaikki verkon solmut.

Dijkstran algoritmissa etsimme n kertaa késittelemattéméan solmun, jon-
ka etdisyysarvio on pienin. Koska haluamme saada algoritmista tehokkaan,
meidén taytyy pystyé 16ytdmaan solmut nopeasti. Tavallinen tapa toteuttaa
Dijkstran algoritmi on kayttda kekoa, jonka avulla 16yddmme joka vaihees-
sa pienimmén etdisyyden solmun logaritmisessa ajassa. Tallennamme kekoon
pareja, joissa on solmun etdisyys ja tunnus ja jotka jarjestetdidn etédisyyden
mukaan pienimméstid suurimpaan. Aluksi keossa on vain ldhtosolmua vas-
taava solmu, jonka etdisyys on 0. Témén jédlkeen haemme joka askeleella
keosta solmun, jonka etéisyys on pienin. Jos solmu on jo kisitelty, emme tee
mitddn. Muuten kdiymme lépi kaikki solmusta ldhtevét kaaret ja tarkastam-
me, voimmeko parantaa etéisyyksid niiden avulla. Aina kun voimme parantaa
etaisyyttd, lisidmme uuden etédisyyden kekoon.

Dijkstran algoritmi on mukavaa toteuttaa kidyttien verkon vieruslistaesi-
tystd. Voimme toteuttaa algoritmin seuraavasti:

keko.push((0,alku))
while not keko.empty()
solmu = keko.pop() [1]
if kasitelty[solmu]
continue
kasitelty[solmu] = true
for kaari in verkko[solmu]
nyky = etaisyys[kaari.loppu]
uusi = etaisyys[solmu]+kaari.paino
if uusi < nyky
etaisyys[kaari.loppu] = uusi
keko.push((uusi,kaari.loppu))

Huomaa, ettd keossa voi olla samaan aikaan wuseita etéisyyksid samalle
solmulle, koska lisédmme kekoon uuden solmun aina etéisyyden parantuessa.
Kasittelemme kuitenkin jokaisen solmun vain kerran, koska aina kun olemme
hakeneet uuden solmun keosta késittelyd varten, varmistamme ensin, etté
emme ole kisitelleet sitd aiemmin.

Algoritmin analyysi

Dijkstran algoritmi on ahne algoritmi, koska se etsii joka vaiheessa vield
késittelemattomén solmun, jonka etédisyys on pienin, minka jalkeen kyseisen
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Kuva 11.5: Digkstran algoritma ei toimi oitkein negatiivisen kaaren takia.

solmun etéisyys ei endd muutu. Miten voimme olla varmoja, ettd olemme
l6ytaneet tissd vaiheessa oikean etéisyyden?

Voimme ajatella asiaa siltd kannalta, etté jos etédisyytta olisi mahdollista
parantaa, niin verkossa olisi oltava jokin toinen vield késittelem&ton solmu,
jonka kautta voisimme muodostaa lyhemmén polun. Kuitenkin tieddmme,
ettd kaikkien muiden tarjolla olevien solmujen etéisyydet ovat suurempia tai
yhtéd suuria eivitka etdisyydet voi lyhentyé, koska verkossa ei ole negatiivi-
sia kaaria. Téstd syystd voimme turvallisesti valita késittelyyn pienimmén
etdisyyden solmun ja kiinnittdd sen etéisyyden.

Dijkstran algoritmi toimii siis oikein, jos verkossa ei ole negatiivisia kaa-
ria, mutta kuinka nopeasti algoritmi toimii? Ensinnékin algoritmi kay lapi
verkon solmut ja kaaret, missd kuluu aikaa O(n + m). Lisdksi algoritmis-
sa on joukko kekoon liittyvid operaatioita, jotka vaikuttavat tehokkuuteen.
Pahimmassa tapauksessa lisidmme jokaisen kaaren kohdalla kekoon uuden
alkion, eli lisiykset kekoon vievit aikaa O(mlogm). Toisaalta poistamme
kaikki alkiot aikanaan keosta, mihin menee myos aikaa O(mlogm). Algorit-
min kokonaisaikavaativuus on siis O(n + mlogm).

Voimme vield hieman siistia aikavaativuutta, kun teemme luontevan ole-
tuksen, ettd verkossa ei ole kahta kaarta, joiden alku- ja loppusolmu ovat sa-
mat. T&llsin m < n?, joten logm < log(n?) = 2logn ja saamme algoritmin
aikavaativuudeksi O(n + mlogn).

Enta mita tapahtuu, jos verkossa kuitenkin on negatiivinen kaari? Télloin
Dijkstran algoritmi ei toimi valttdmétta oikein. Kuva 11.5 nayttaa esimerkin
téllaisesta tilanteesta. Algoritmi seuraa ahneesti ylempéd polkua ja toteaa,
ettd pienin etéisyys solmusta 1 solmuun 5 on 8. Kuitenkin parempi tapa olisi
kulkea alempaa polkua, jolloin polun pituus on vain 6.

11.1.3 Esimerkki: Reittiopas

Nyt meilld on tarvittavat tiedot, joiden avulla voimme luoda reittioppaan
eli jarjestelmén, jonka avulla voi etsid eri kulkuvélineitd kayttavia reittejé
kaupungissa. Voimme mallintaa kaupungin verkkona, jonka solmut ovat kau-
pungin paikkoja ja kaaret ovat mahdollisia yhteyksiéd paikkojen vililla. Reit-
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? 13:27 13:27

13:15 13:15 13:15
? 13:40 13:32

(a) (b) (c)

Kuva 11.6: Nopeimman reitin etsiminen paikasta 1 paikkaan 3. (a) Matka
alkaa kello 13:15. (b) Kaymme lipi paikasta 2 lihtevdit yhteydet. (¢) Kaymme
lapi paikasta 3 lahtevit yhteydet.

tioppaan tulisi ilmoittaa nopein reitti paikasta a paikkaan b.

Reittioppaan toteuttamiseen liittyy yksi lisdhaaste: kulkuvélineilld on
tietyt aikataulut, jotka rajoittavat niiden kéayttod. Esimerkiksi bussilinjan
lahtojé saattaa olla 10 minuutin vélein. Meidédn tulee siis ottaa huomioon
reitin etsimisesséi, mihin aikaan saavumme mihinkin paikkaan. Voimme to-
teuttaa tdmén tallentamalla verkon kaaret muodossa "matka alkaa ajanhet-
kend x ja padttyy ajanhetkend y”.

Koska kaikissa matkoissa kuluu positiivinen méérd aikaa, voimme et-
sid reittejd Dijkstran algoritmin avulla. Toteutamme algoritmin niin, etta
méadritdmme jokaiseen paikkaan varhaisimman ajan, jolloin voimme péaasti
kyseiseen paikkaan. Alussa tieddmme, ettd olemme lahtopaikassa matkam-
me alkuhetkené. Sitten kun otamme késittelyyn uuden paikan, kdymme lépi
siitd lahtevia yhteyksid, joihin ehdimme optimaalista aikataulua noudattaen.
Saamme tehostettua hakua merkittavisti ottamalla huomioon jokaisesta lin-
jasta vain ensimmaéisen 1ahdon, johon ehdimme. Tamé& on perusteltua, koska
ei voi missaén tilanteessa olla hyvéa idea odottaa mychempéan lahtoon.

Kuva 11.6 nayttda esimerkkitilanteen, jossa haluamme kulkea paikasta 1
paikkaan 3 ja ldhdemme matkaan kello 13:15. Paikasta 1 ldhtee 10 minuutin
vélein yhteys paikkaan 2 (kesto 7 minuuttia) sekd 30 minuutin vélein yhteys
paikkaan 3 (kesto 10 minuuttia). Niinpéd padsemme paikkaan 2 kello 13:27
ja paikkaan 3 kello 13:40. Sitten paikasta 2 lihtee 5 minuutin vélein yhteys
paikkaan 3 (kesto 2 minuuttia). Tdmén avulla pddsemme paikkaan 3 kello
13:32, eli nopein reitti kulkee paikan 2 kautta.

Kaytdnnossd hakua voisi vield tehostaa monella tavalla. Esimerkiksi kun
loyddmme jonkin reitin kohdepaikkaan, voimme siitd ldhtien hylédta kaikki
paikat, joihin ehdimme my6hemmin kuin kohdepaikkaan.
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1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
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kierros 1 kierros 2 kierros 3 kierros 4

Kuva 11.7: Esimerkk: Floydin ja Warshallin algoritmin toiminnasta.

11.2 Kaikki lyhimmét polut

Tarkastellaan seuraavaksi ongelmaa, jossa haluamme etsid lyhimmét polut
verkon kaikista solmuista katkkiin solmuihin. Yksi tapa ratkaista tehtédva
olisi suorittaa Bellmanin ja Fordin tai Dijkstran algoritmi jokaisesta verkon
solmusta alkaen. Voimme kuitenkin ratkaista tehtdvan suoremmin etsimall&
kaikki polut samanaikaisesti Floydin ja Warshallin algoritmilla.

11.2.1 Floydin ja Warshallin algoritmi

Floydin ja Warshallin algoritmi muodostaa n x n -kokoisen etdisyysmatriisin
(distance matriz), jossa rivin a sarakkeessa b on lyhimmén polun pituus sol-
musta a solmuun b. Algoritmi alustaa ensin matriisin niin, ettid siihen on
merkitty vain etdisyydet, jotka toteutuvat kulkemalla yksittéista kaarta, ja
kaikissa muissa matriisin kohdissa etéisyys on déreton. Sitten algoritmi suo-
rittaa n kierrosta, jotka on numeroitu 1, 2, ..., n. Kierroksella k algoritmi etsii
polkuja, joissa on vilisolmuna solmu £ sekd mahdollisesti muita vélisolmuja
joukosta 1,2,...,k— 1. Jos téillainen polku parantaa etiisyyttd, paivitdimme
uuden etaisyyden matriisiin. Lopulta jokainen solmu on ollut valisolmuna
poluilla, jolloin olemme saaneet selville kaikki lyhimmét polut.

Kuva 11.7 nayttaa esimerkin Floydin ja Warshallin algoritmin toiminnas-
ta. Kierroksella 1 etsimme polkuja, joissa solmu 1 on vélisolmuna. Téllaisia
polkuja ei ole, koska solmuun 1 ei péidse mistddn solmusta, joten matriisi
ei muutu. Kierroksella 2 huomaamme, ettd voimme kulkea solmun 2 kautta
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solmusta 1 solmuun 4, jolloin saamme etdisyyden 8. Samoin voimme kul-
kea solmun 2 kautta solmusta 3 solmuun 4, jolloin saamme etdisyyden 5.
Jatkamme vastaavasti, kunnes kierroksen 4 jilkeen olemme saaneet selville
kaikki etédisyydet ja etdisyysmatriisi on lopullinen.

Floydin ja Warshallin algoritmin mukavana puolena on, ettd se on hyvin
helppoa toteuttaa. Meidén riittaéd luoda kolme sisdkkaista for-silmukkaa, jot-
ka toteuttavat matriisin paivitykset. Seuraavassa koodissa muuttuja k kertoo,
mikd kierros on kyseessd eli mitd solmua kdytdmme vilisolmuna. Jokaisel-
la kierroksella kdymme l&pi kaikki solmuparit (7, ) ja koetamme parantaa
niiden etéisyyksid kulkemalla solmun £ kautta.

for k =1 ton
for i =1 ton
for j=1ton
etaisyys[i] [j] = min(etaisyys([i][j],
etaisyys[i] [k]+etaisyys[k] [j])

Algoritmin aikavaativuus on selkeéisti O(n?), koska se muodostuu kolmes-
ta sisékkéisesté for-silmukasta.

Algoritmin analyysi

Miksi Floydin ja Warshallin algoritmi toimii? Voimme ymmértéia algoritmia
tarkastelemalla sen toimintaa ”kéénteisesti” rekursiivisesti. Kun verkossa on
lyhin polku solmusta a solmuun b, millainen tdmé& polku voi olla?

Yksi mahdollisuus on, ettd polku on vain kaari solmusta a solmuun b.
Télloin sen pituus on merkitty etdisyysmatriisiin algoritmin alussa. Muus-
sa tapauksessa polussa on yksi tai useampi vélisolmu. Oletetaan, ettd x on
vélisolmu, jonka tunnus on suurin. Saamme nyt kaksi osatehtédvaa: meidén
tulee ensin kulkea solmusta a solmuun z ja sen jalkeen solmusta x solmuun b
niin, ettd kummallakin polulla jokaisen vilisolmun tunnus on pienempi kuin
x. Voimme késitelld ndmé osatehtévat rekursiivisesti.

Floydin ja Warshallin algoritmi muodostaa joka vaiheessa polkuja, joissa
voi olla vélisolmuina solmuja 1, 2, . . ., . Kun haluamme muodostaa lyhimmén
polun solmusta a solmuun b, meilld on kaksi vaihtoehtoa: Jos solmu ¢ on
vélisolmuna, yhdistdmme lyhimmén polun solmusta a solmuun ¢ ja solmusta
7 solmuun b. Jos taas solmu ¢ ei ole vélisolmuna, olemme késitelleet polun jo
alemmin. Algoritmin paatteeksi véalisolmuina voi olla solmuja 1,2, ..., n, eli
miké tahansa verkon solmu voi olla vélisolmu.
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algoritmi aikavaativuus  erityista

leveyshaku O(n +m) ei salli painoja kaarissa
Bellmanin ja Fordin algoritmi ~ O(nm)

Dijkstran algoritmi O(n +mlogn) ei salli negatiivisia kaaria
Floydin ja Warshallin algoritmi  O(n?) etsii kaikki polut

Taulukko 11.1: Algoritmit lyhimpien polkujen etsimiseen.

11.2.2 Algoritmien vertailua

Olemme nyt kidyneet lidpi monia algoritmeja lyhimpien polkujen etsintéaén ja
voimme alkaa muodostaa yleiskuvaa aiheesta. Taulukko 11.1 néyttéa yhteen-
vedon algoritmiemme tehokkuudesta ja ominaisuuksista.

Kéytannossa leveyshaku ja Dijkstran algoritmi ovat yleisimmin tarvitta-
vat algoritmit: jos kaarilla ei ole painoja, kiytdmme leveyshakua, ja muuten
Dijkstran algoritmia. Dijkstran algoritmin rajoituksena on, ettd verkossa ei
saa olla negatiivisia kaaria, mutta talld rajoituksella ei ole yleensd merki-
tysta kdytdnnon ongelmissa, koska kaarten painot eivét useimmiten voi olla
negatiivisia. Esimerkiksi selvéstikdén tien pituus tai lennon hinta ei voi ol-
la negatiivinen. Jos kuitenkin verkossa voi olla negatiivisia kaaria, voimme
turvautua Bellmanin ja Fordin algoritmiin.

Miten sitten Floydin ja Warshallin algoritmi vertautuu muihin algorit-
meihin? TAmé riippuu siitd, onko verkko harva (sparse) vai tihed (dense).
Harvassa verkossa on vihén kaaria ja m &~ n, kun taas tihedssé verkossa on
paljon kaaria ja m ~ n?%. Floydin ja Warshallin algoritmi on parhaimmil-
laan silloin, kun verkko on tihed, koska sen aikavaativuus ei riipu kaarten
méadrastd. Esimerkiksi jos etsimme kaikki lyhimmét polut suorittamalla n
kertaa Dijkstran algoritmin, harvassa verkossa aikaa kuluu O(n?logn), mut-
ta tihedssi verkossa aikaa kuluu O(n®logn). Siis harvassa verkossa aikavaa-
tivuus on parempi kuin Floydin ja Warshallin algoritmissa, mutta tihedssa
verkossa se on huonompi. Toisaalta Floydin ja Warshallin algoritmin vakio-
kertoimet ovat hyvin pienet sen yksinkertaisen rakenteen ansiosta, minké&
ansiosta algoritmi voi toimia kaytédnnossé yllattavankin nopeasti.



132 LUKU 11. LYHIMMAT POLUT



Luku 12

Suunnatut syklittomét verkot

Verkkoalgoritmien suunnittelussa aiheuttavat usein vaikeuksia verkossa ole-
vat syklit, ja monen ongelman ratkaiseminen on vaikeaa nimenomaan sen ta-
kia, ettd meidén taytyy ottaa huomioon, mité tapahtuu sykleisséa. Téssa lu-
vussa katsomme, miten asiat muuttuvat, kun voimmekin olettaa, etté kasitel-
tavand on suunnattu verkko, jossa e: ole sykleja.

Kun verkko on suunnattu ja syklitén, voimme muodostaa sille aina topo-
logisen jarjestyksen, joka antaa luontevan jarjestyksen késitellda verkon solmut
niiden riippuvuuksien mukaisesti. Témén ansiosta voimme myd&s hyddyntaéd
dynaamista ohjelmointia verkon polkujen késittelyssé. Itse asiassa tulemme
huomaamaan, ettd mikd tahansa dynaamisen ohjelmoinnin algoritmi voidaan
nidhdé suunnatun syklittémén verkon késittelyna.

Enté jos verkossa kuitenkin on sykleja? Osoittautuu, ettd voimme sil-
ti esittdd sen syvirakenteen syklittoména verkkona muodostamalla verkon
vahvasti yhtendiset komponentit. Taméan ansiosta voimme tietyissé tilanteis-
sa késitelld verkkoa mukavasti syklittomén verkon tavoin, vaikka se ei olisi-
kaan alun perin sykliton.

e‘Zf: 0S0gONe=0

Kuva 12.1: Verkko ja yksi sen topologinen jarjestys [1,3,5,2,4].

133
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%

vaihe 1 vaihe 2 vaihe 3 vaihe 4
vaihe 5 vaihe 6 vaihe 7 vaihe 8
vaihe 9 vaihe 10 vaihe 11

Kuva 12.2: Esimerkki topologisen jdrjestyksen muodostamisesta.

12.1 Topologinen jirjestys

Topologinen jirjestys (topological sort) on suunnatun verkon solmujen jérjes-
tys, jossa pitee, ettd jos solmusta a on kaari solmuun b, niin solmu a on
ennen solmua b jarjestyksessé. Topologinen jérjestys voidaan esittéd listana,
joka ilmaisee solmujen jarjestyksen. Kuvassa 12.1 on esimerkkiné verkko ja
yksi sen topologinen jarjestys [1,3, 5,2, 4].

Osoittautuu, ettd voimme muodostaa suunnatulle verkolle topologisen
jarjestyksen tarkalleen silloin, kun verkko on sykliton (directed acyclic graph
eli DAG). Tutustumme seuraavaksi tehokkaaseen algoritmiin, joka muodos-
taa topologisen jirjestyksen tai toteaa, ettei jarjestystd voi muodostaa ver-
kossa olevan syklin takia.

12.1.1 Jéarjestyksen muodostaminen

Voimme muodostaa topologisen jarjestyksen suorittamalla joukon syvyysha-
kuja, joissa jokaisella solmulla on kolme mahdollista tilaa:

e tila 0 (valkoinen): solmussa ei ole kayty
e tila 1 (harmaa): solmun késittely on kesken

e tila 2 (musta): solmun késittely on valmis
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vaihe 1 vaihe 2 vaihe 3 vaihe 4

Kuva 12.3: Topologista jirjestystd ei voi muodostaa syklin takia.

Algoritmin alussa jokainen solmu on valkoinen. Kdymme lapi kaikki ver-
kon solmut ja aloitamme aina syvyyshaun solmusta, jos se on valkoinen. Ai-
na kun saavumme uuteen solmuun, sen véri muuttuu valkoisesta harmaak-
si. Sitten kun olemme késitelleet kaikki solmusta ldhtevit kaaret, solmun
véiri muuttuu harmaasta mustaksi ja lisédmme solmun listalle. Tamé lis-
ta kadnteisessa jarjestyksessd on verkon topologinen jérjestys. Kuitenkin jos
saavumme jossain vaiheessa toista kautta harmaaseen solmuun, verkossa on
sykli eiké topologista jérjestysté ole olemassa.

Kuva 12.2 nayttad, kuinka algoritmi muodostaa topologisen jarjestyksen
esimerkkiverkossamme. Téssd tapauksessa suoritamme kaksi syvyyshakua,
joista ensimmaéinen alkaa solmusta 1 ja toinen alkaa solmusta 5. Algoritmin
tuloksena on lista [4,2, 3,1, 5], joten kddnteinen lista [5,1,3,2,4] on verkon
topologinen jarjestys. Huomaa, ettd tdmé on eri jarjestys kuin kuvassa 12.1
— topologinen jérjestys ei ole yksikésitteinen ja voimme yleensd muodostaa
jarjestyksen monella tavalla. Kuva 12.3 nayttda puolestaan tilanteen, jossa
topologista jérjestysté ei voi muodostaa verkossa olevan syklin takia. Téssa
verkossa on sykli 2 — 4 — 3 — 2, jonka olemassaolon huomaamme siité,
ettd tulemme uudestaan harmaaseen solmuun 2.

Algoritmin analyysi

Miksi algoritmi toimii? Tarkastellaan ensin tilannetta, jossa verkossa on sykli.
Jos algoritmi saapuu uudestaan harmaaseen solmuun, on selvéé, ettéd verkos-
sa on sykli, koska algoritmi on onnistunut pddsemédn harmaasta solmusta
itseensé kulkemalla jotain polkua verkossa. Toisaalta jos verkossa on sykli,
algoritmi tulee jossain vaiheessa ensimmaisté kertaa johonkin syklin solmuun
x. Tamén jélkeen se kdy ldpi solmusta ldhtevit kaaret ja aikanaan kay var-
masti 1api kaikki syklin solmut ja saapuu uudestaan solmuun x. Niinpé algo-
ritmi tunnistaa kaikissa tilanteissa oikein verkossa olevan syklin.

Jos sitten verkossa ei ole syklid, algoritmi lisédd jokaisen solmun listalle
sen jilkeen, kun se on késitellyt kaikki solmusta ldhtevit kaaret. Jos siis
verkossa on kaari a — b, solmu b lisdtédédn listalle ennen solmua a. Lopuksi lista
kddnnetddn, jolloin solmu a tulee ennen solmua b. Témén ansiosta jokaiselle
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OHPE

TIPE TITO

Kuva 12.4: Kurssien esitietovaatimukset verkkona.

| OHPE |5 OHJA S TIPE| |[TITO| [JYM = TIRA | LAMA |
- ~_

Kuva 12.5: Topologinen jdrjestys antaa kurssien suoritusjirjestyksen.

kaarelle a — b patee, ettd solmu a tulee jérjestykseen ennen solmua b, eli
algoritmi muodostaa kelvollisen topologisen jarjestyksen.

Algoritmin aikavaativuus on O(n-+m), koska se kéy kaikki verkon solmut
ja kaaret 1dpi syvyyshaun avulla.

12.1.2 Esimerkki: Kurssivalinnat

Yliopiston kurssit ja niiden esitietovaatimukset voidaan esittda suunnattuna
verkkona, jonka solmut ovat kursseja ja kaaret kuvaavat, missé jérjestyksessé
kurssit tulisi suorittaa.

Kuvassa 12.4 on esimerkkiné joitakin tietojenkésittelytieteen kandiohjel-
man kursseja. Téllaisen verkon topologinen jérjestys antaa meille yhden ta-
van suorittaa kurssit esitietovaatimusten mukaisesti. Kuvassa 12.5 nikyy esi-
merkkind topologinen jérjestys, joka vastaa suoritusjarjestystda OHPE, OH-
JA, TIPE, TITO, JYM, TIRA, LAMA.

On selvié, ettd kurssien ja esitietovaatimusten muodostaman verkon tu-
lee olla sykliton, jotta kurssit voi suorittaa halutulla tavalla. Jos verkossa on
sykli, topologista jérjestysté ei ole olemassa eikd meilld ole mitdan mahdol-
lisuutta suorittaa kursseja esitietovaatimusten mukaisesti.
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GGIND GGINE agiN
(3—(5) 020 (35
Kuva 12.6: Mahdolliset polut solmusta 1 solmuun 5.

12.2 Dynaaminen ohjelmointi

Kun tieddmme, ettd suunnattu verkko on sykliton, voimme ratkaista helpos-
ti monia verkon polkuihin liittyvid ongelmia dynaamisen ohjelmoinnin avul-
la. Tamé&a on mahdollista, koska topologinen jérjestys antaa meille selkeédn
jéarjestyksen, jossa voimme késitelld solmut.

12.2.1 Polkujen laskeminen

Tarkastellaan esimerkkiné ongelmaa, jossa haluamme laskea, montako polkua
suunnatussa syklittoméasséd verkossa on solmusta 1 solmuun n. Esimerkiksi
kuvan 12.6 verkossa solmusta 1 solmuun 5 on kolme mahdollista polkua:
1—-2—=251=-3—=5jal—=+3—=>2-—=05.

Polkujen mé&aran laskeminen on vaikea ongelma yleisessé verkossa, jos-
sa voi olla sykleja. Itse asiassa tehtdvé ei ole edes mielekés sellaisenaan: jos
verkossa on sykli, voimme kiertdd syklid miten monta kertaa tahansa ja tuot-
taa aina vain uusia polkuja, joten polkuja tulee ddrettomasti. Nyt kuitenkin
oletamme, ettd verkko on syklitén, jolloin polkujen mééra on rajoitettu ja
voimme laskea sen tehokkaasti dynaamisella ohjelmoinnilla.

Jotta voimme kayttdd dynaamista ohjelmointia, meidén taytyy mééritelld
ongelma rekursiivisesti. Sopiva funktio on polut(z), joka antaa polkujen
médrdn solmusta 1 solmuun x. Tatd funktiota kiyttden polut(n) kertoo,
montako polkua on solmusta 1 solmuun n. Esimerkiksi kuvan 12.6 tilantees-
sa funktion arvot ovat seuraavat:
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Nyt meidén taytyy enaé l0ytad tapa laskea funktion arvoja. Pohjatapauk-
sessa olemme solmussa 1, jolloin on aina yksi tyhja polku:

polut(l) =1

Enté sitten, kun olemme jossain muussa solmussa x? Télloin kdymme
lépi kaikki solmut, joista pddsemme solmuun x kaarella, ja laskemme yhteen
néihin solmuihin tulevien polkujen méaardt. Kun oletamme, ettd solmuun x
on kaari solmuista uy, us, . .., ux, saamme seuraavan rekursiivisen kaavan:

polut(z) = polut(uy) + polut(ug) + - -+ + polut(uy)

Esimerkiksi kuvan 12.6 verkossa solmuun 5 on kaari solmuista 2, 3 ja 4,
joten

polut(5) = polut(2) + polut(3) + polut(4) =2+ 1+0=3.

Koska tiedamme, ettd verkko on syklitén, voimme laskea funktion arvoja
tehokkaasti dynaamisella ohjelmoinnilla. Oleellista on, ettd emme voi joutua
koskaan silmukkaan laskiessamme arvoja, ja kidytdnnossd laskemme arvot
jossakin solmujen topologisessa jéarjestyksessa.

12.2.2 Ongelmat verkkoina

Itse asiassa voimme esittdd minkd tahansa dynaamisen ohjelmoinnin algo-
ritmin suunnatun syklittomén verkon késittelynéd. Ideana on, ettd muodos-
tamme verkon, jossa jokainen solmu on yksi osaongelma ja kaaret ilmaisevat,
miten osaongelmat liittyvat toisiinsa.

Tarkastellaan esimerkkiné luvusta 9.1 tuttua tehtévad, jossa haluamme
laskea, monellako tavalla voimme muodostaa korkeuden n tornin, kun voim-
me kéyttaa palikoita, joiden korkeudet ovat 1, 2 ja 3. Voimme esittda tamén
tehtavian verkkona niin, ettd solmut ovat tornien korkeuksia ja kaaret ker-
tovat, kuinka voimme rakentaa tornia palikoista. Jokaisesta solmusta x on
kaari solmuihin = 4+ 1, z 4+ 2 ja  + 3, ja polkujen mé&ra solmusta 0 solmuun
n on yhta suuri kuin tornin rakentamistapojen méaéra. Esimerkiksi kuva 12.7
niyttda verkon, joka vastaa tapausta n = 4. Solmusta 0 solmuun 4 on yh-
teensd 7 polkua, eli voimme rakentaa korkeuden 4 tornin 7 tavalla.

Olemme saaneet siis uuden tavan luonnehtia dynaamista ohjelmointia:
voimme kdyttid dynaamista ohjelmointia, jos pystymme esittamddan ongel-
man suunnattuna syklittémdand verkkona.
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{1,2,3,4} {5,6}

(b)

Kuva 12.8: (a) Verkon vahvasti yhtendiset komponentit. (b) Komponentti-
verkko, joka kuvaa verkon syvirakenteen.

12.3 Vahvasti yhtendisyys

Jos suunnatussa verkossa on sykli, emme voi muodostaa sille topologista
jarjestysta emmeké kiyttdaa dynaamista ohjelmointia. Miké neuvoksi, jos kui-
tenkin haluaisimme tehda néin?

Joskus voimme selviytyd tilanteesta késittelemélld verkon vahvasti yh-
tendisid komponentteja. Sanomme, ettd suunnattu verkko on vahvasti yh-
tendinen (strongly connected), jos misté tahansa solmusta on polku mihin
tahansa solmuun. Voimme esittdd suunnatun verkon aina yhtené tai useam-
pana vahvasti yhtenédisend komponenttina, joista muodostuu sykliton kom-
ponenttiverkko. Tamé verkko esittdéd alkuperidisen verkon syvérakenteen.

Kuvassa 12.8 on esimerkkiné verkko, joka muodostuu kahdesta vahvasti
yhtenéisestd komponentista. Ensimméinen komponentti on {1,2, 3,4} ja toi-
nen komponentti on {5, 6}. Komponenteista muodostuu sykliton komponent-
tiverkko, jossa on kaari solmusta {1, 2, 3,4} solmuun {5,6}. Ta4mé tarkoittaa,
ettd voimme liikkkua miten tahansa joukon {1,2,3,4} solmuissa seké joukon
{5, 6} solmuissa. Lisiksi padsemme joukosta {1, 2,3, 4} joukkoon {5, 6}, mut-
ta emme pédse takaisin joukosta {5, 6} joukkoon {1,2,3,4}.

12.3.1 Kosarajun algoritmi

Kosarajun algoritmi on tehokas algoritmi, joka muodostaa suunnatun verkon
vahvasti yhtenéiset komponentit. Algoritmissa on kaksi vaihetta, joista kum-
pikin kay lapi verkon solmut syvyyshaulla. Ensimméinen vaihe muistuttaa
topologisen jarjestyksen etsimistéd ja tuottaa listan solmuista. Toinen vaihe
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Kuva 12.9: Kosarajun algoritmin ensimmdinen vaihe.

muodostaa vahvasti yhtenédiset komponentit tdmén listan perusteella.

Algoritmin ensimméisessi vaiheessa kdymme lépi verkon solmut ja aloi-
tamme uuden syvyyshaun aina, jos emme ole vield kdyneet solmussa. Sy-
vyyshaun aikana lisiédmme solmun listalle, kun olemme kéyneet lépi kaikki
solmusta ldhtevit kaaret. Toimimme siis kuten topologisen jérjestyksen muo-
dostamisessa, mutta emme vilitd, jos tulemme toista reittid solmuun, jota ei
ole viela késitelty loppuun.

Algoritmin toisen vaiheen alussa kddnnamme jokaisen verkon kaaren suun-
nan. Témén jéalkeen kdymme lépi kaddnteisessd jarjestyksessé listalla olevat
solmut. Aina kun vuoroon tulee solmu, jossa emme ole vield kéyneet, aloi-
tamme siitd solmusta syvyyshaun, joka muodostaa uuden vahvasti yhtendisen
komponentin. Lisédmme komponenttiin kaikki solmut, joihin pddsemme sy-
vyyshaun aikana ja jotka eivit vield kuulu mihink&d&n komponenttiin.

Tarkastellaan seuraavaksi, kuinka Kosarajun algoritmi toimii esimerkki-
verkossamme. Kuva 12.9 nédyttédé algoritmin ensimmaéisen vaiheen, joka muo-
dostaa solmuista listan [2,5,6,4,3,1]. Kuva 12.10 néyttdéd algoritmin toisen
vaiheen, jossa kddnndmme ensin verkon kaaret ja kdymme sitten lapi sol-
mut jarjestyksessd [1,3,4,6,5,2]. Vahvasti yhtendiset komponentit syntyvit
solmuista 1 ja 6 alkaen. Kaarten kddntdmisen ansiosta solmusta 1 alkava
vahvasti yhtenédinen komponentti ei "vuoda” solmujen 5 ja 6 alueelle.
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Kuva 12.10: Kosarajun algoritmin toinen vaihe.

Algoritmin analyysi

Kosarajun algoritmin kriittinen osa on sen toinen vaihe, jossa algoritmi muo-
dostaa vahvasti yhtendiset komponentit. On selvié, ettd jokainen syvyysha-
ku 16ytda vahvasti yhtendiseen komponenttiin kuuluvat solmut, mutta miksi
komponenttiin ei voi tulla lisdksi yliméariisid solmuja?

Voimme tarkastella asiaa muodostettavan komponenttiverkon nakokul-
masta. Jos meilld on komponentti A, josta padsee kaarella komponenttiin B,
algoritmin ensimmaéisessé vaiheessa jokin A:n solmu lisétéaén listalle kaikkien
B:n solmujen jélkeen. Kun sitten kiymme lapi listan kddnteisessé jarjestyk-
sessé, jokin A:n solmu tulee vastaan ennen kaikkia B:n solmuja. Niinpé alam-
me rakentaa ensin komponenttia A emmekéd mene komponentin B puolel-
le, koska verkon kaaret on kiddnnetty. Sitten kun mychemmin muodostam-
me komponentin B, emme mene kddnnettya kaarta komponenttiin A, koska
komponentti A on jo muodostettu.

Algoritmin aikavaativuus on O(n + m), koska se kidy kahdesti verkon
solmut ja kaaret ldpi syvyyshaun avulla.

12.3.2 Esimerkki: Luolapeli

Olemme pelissé luolastossa, joka muodostuu n luolasta ja joukosta kaytavia
niiden vélilld. Jokainen kédytdvd on yksisuuntainen. Jokaisessa luolassa on
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Kuva 12.11: Luolasto, jossa on 7 luolaa ja 10 kaytivdda. Haluamme kulkea
luolasta 1 luolaan 7 kerdten mahdollissmman paljon aarteita.

{1,2,4}

TN

(3} {5}

{6,7}

Kuva 12.12: Luolaston vahvasti yhtendiset komponentit.

yksi aarre, jonka voimme ottaa mukaamme, jos kuljemme luolan kautta. Peli
alkaa luolasta 1 ja padttyy luolaan n. Montako aarretta voimme saada, jos
valitsemme parhaan mahdollisen reitin? On sallittua kulkea saman luolan
kautta monta kertaa tarvittaessa.

Voimme mallintaa tilanteen verkkona, jonka solmut ovat luolia ja kaa-
ret ovat kédytavid. Haluamme l6ytdd reitin solmusta 1 solmuun n niin, ettd
kuljemme mahdollisimman monen solmun kautta. Esimerkiksi kuva 12.11
nayttdd verkkona luolaston, joka muodostuu seitseméstéd luolasta ja kym-
menestd kdytavastd. Yksi optimaalinen reitti luolasta 1 luolaan 7 on 1 —
4 -2 —1—3—6 — 7, jota seuraten saamme kerattya kaikki aarteet
paitsi luolassa 5 olevan aarteen. Ei ole olemassa reittié, jota noudattamalla
saisimme haltuumme kaikki luolaston aarteet.

Voimme ratkaista ongelman tehokkaasti maarittamalla ensin verkon vah-
vasti yhtendiset komponentit. Tamén jalkeen riittdéd 16ytaa sellainen polku
alkusolmun komponentista loppusolmun komponenttiin, ettd komponenttien
kokojen summa on suurin mahdollinen. Koska verkko on sykliton, tdmé on-
nistuu dynaamisella ohjelmoinnilla.

Kuva 12.12 nayttas vahvasti yhtenédiset komponentit esimerkkiverkossam-
me. Tésté esityksestd ndemme suoraan, ettd optimaalisia reittejd on olennai-
sesti kaksi: voimme kulkea joko luolan 3 tai luolan 5 kautta.



Luku 13

Komponentit ja virittavat puut

T&ahan mennessd olemme tarkastelleet verkkoja, joiden rakenne siilyy sama-
na koko algoritmin ajan. Mitéd tapahtuu sitten, jos verkkoon tuleekin muu-
toksia, kuten lisidmme verkkoon uusia kaaria?

Tutustumme téasséd luvussa union-find-rakenteeseen, joka on hyodyllinen
tyokalu verkkojen késittelyssd. Rakenteen avulla voimme pitdd kirjaa ver-
kon yhtendisistd komponenteista ja péivittdd rakennetta tehokkaasti, kun
lisstdamme verkkoon kaaria. Voimme esimerkiksi tarkkailla, montako yhte-
naistd komponenttia verkossa on milldkin hetkell&.

Késittelemme my6s pienimmaén virittdvan puun ongelmaa, jossa haluam-
me kytked verkon solmut toisiinsa kaaria kédyttden niin, ettd kaarten yhteis-
paino on pienin. Voimme ratkaista ongelman tehokkaasti Kruskalin algorit-
milla, joka perustuu union-find-rakenteeseen, tai Primin algoritmilla, joka
muistuttaa Dijkstran algoritmia.

13.1 Union-find-rakenne

Union-find-rakenne on tietorakenne, joka pitdé ylla kokoelmaa alkioiden jouk-
koja ja tarjoaa seuraavat tehokkaat operaatiot:

e tarkasta, ovatko kaksi alkiota samassa joukossa

e yhdistd kaksi joukkoa samaksi joukoksi

Oletamme, etté alkiot ovat 1,2, ..., n, ja jokainen alkio kuuluu tarkalleen
yhteen joukkoon. Esimerkiksi kun n = 8, joukot voivat olla vaikkapa A =
{1,4}, B = {2,5,6} ja C' = {3,7,8}. Talld hetkella esimerkiksi alkiot 1 ja
2 ovat eri joukoissa. Kun yhdistdmme sitten joukot A ja B, niistd syntyy
joukko {1,2,4,5,6}. Tésta ldhtien alkiot 1 ja 2 ovatkin samassa joukossa.

143
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Kuva 13.1: Union-find-rakenne joukoille {1,4}, {2,5,6} ja {3,7,8}.

13.1.1 Rakenteen toteutus

Toteutamme union-find-rakenteen niin, etté jokaisessa joukossa yksi alkioista
on joukon edustaja. Kutakin joukkoa vastaa puu, jonka juurena on joukon
edustaja ja muut alkiot viittaavat edustajaan yhden tai useamman kaaren
kautta. Kun haluamme tarkastaa, ovatko kaksi alkiota samassa joukossa,
selvitimme niiden edustajat ja vertaamme niité toisiinsa.

Kuvassa 13.1 on esimerkkind union-find-rakenne, joka vastaa joukkoja
A = {1,4}, B = {2,5,6} ja C = {3,7,8}. Téssd tapauksessa joukkojen
edustajat ovat 1, 5 ja 3. Esimerkiksi jos haluamme tarkastaa, ovatko alkiot
2 ja 6 samassa joukossa, selvitimme ensin alkioiden edustajat kulkemalla
polkuja 2 — 5 ja 6 — 5. Kummankin alkion edustaja on 5, joten toteamme,
ettd alkiot ovat samassa joukossa.

Jotta saamme toteutettua union-find-rakenteen, pidimme yll& jokaiselle
alkiolle x arvoa vanhempi[x], joka kertoo seuraavan alkion ylempéné puussa.
Kuitenkin jos z on joukon edustaja, vanhempilr] = z. Esimerkiksi kuvas-
sa 13.1 vanhempi|2] = 5 ja vanhempi[5] = 5. Témén ansiosta pystymme
selvittamadn alkion x edustajan seuraavasti:

function edustaja(x)

while x != vanhempi [x]
x = vanhempi [x]
return x

Tamén jalkeen voimme tarkastaa seuraavalla operaatiolla, ovatko alkiot
a ja b samassa joukossa. Alkiot ovat samassa joukossa tédsmaélleen silloin, kun
niilld on sama edustaja:

function sama(a,b)
return edustaja(a) == edustaja(b)

Haluamme toteuttaa vield operaation, jolla voimme yhdistéaé kaksi jouk-
koa toisiinsa. Tdméan operaation toteutus ratkaisee, kuinka tehokas raken-
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Kuva 13.2: Tehokas yhdistaminen. Alkion 1 joukon koko on 2 ja alkion 5
joukon koko on 3, joten yhdistdmme alkion 1 alkioon 5.

teemme on. Alkion edustajan etsiminen vie aikaa O(k), missd k& on polun
pituus, joten haluamme toteuttaa yhdistdmiset niin, ettd puussa on vain
lyhyitad polkuja. Saavutamme tdmén tavoitteen yhdistamaélla kaksi joukkoa
aina asettamalla pienemmdn joukon edustajan osoittamaan suuremman jou-
kon edustajaan. Jos joukot ovat yhtd suuria, voimme toteuttaa yhdistdmisen
kummin péin vain.

Kuva 13.2 ndyttdd, mitd tapahtuu, kun yhdistdimme joukot A = {1,4}
ja B = {2,5,6}. Joukon A edustaja on 1 ja siind on kaksi alkiota, kun
taas joukon B edustaja on 5 ja siind on kolme alkiota. Koska joukko A on
pienempi, asetamme joukon A edustajan osoittamaan joukon B edustajaan.
Tamén jéalkeen kaikki alkiot kuuluvat samaan joukkoon ja alkio 5 on tésté
ldhtien koko joukon edustaja.

Nyt olemme valmiita toteuttamaan operaation, joka yhdistdad toisiinsa
joukot, joissa on alkiot a ja b. Oletamme, ettéd alkiot ovat eri joukoissa en-
nen yhdistdmisté. Jotta voimme toteuttaa yhdistdmisen tehokkaasti, meidan
taytyy myos pitdd kirjaa kunkin joukon koosta. Seuraavassa toteutuksessa
koko[z] kertoo, montako alkiota alkion = edustama joukko siséltaa.

procedure yhdista(a,b)
a = edustaja(a)
b = edustaja(b)
if koko[a] < koko[b]
swap(a,b)
vanhempi[b] = a
koko[a] += koko[b]

Kun toteutamme yhdistdmiset télla tavalla, jokainen puussa esiintyvé
polku siséltdd vain O(logn) alkiota. Tadmé johtuu siitd, ettd aina kun kul-
jemme polkua askeleen ylospéin alkiosta a alkioon b, koko[b] > 2 - koko|a]
eli edustajaa vastaavan joukon koko ainakin kaksinkertaistuu. Koska joukos-
sa on enintédn n alkiota, kuljemme siis yhteensé enintéén O(logn) askelta.
Niinpé kaikki union-find-rakenteen operaatiot toimivat ajassa O(logn).
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Kuva 13.3: Esimerkki kaupunkien yhdistimisesta teilld. Vaiheen 5 jdlkeen
kaikki kaupungit ovat yhteydessd toisiinsa.

13.1.2 Esimerkki: Kaupungit

Bittimaassa on n kaupunkia, joiden vililla ei ole vield yhtddn tietd. Sitten
teitd aletaan rakentaa yksi kerrallaan, yhteensa m tieté. Jokainen tie yhdistaa
kaksi kaupunkia toisiinsa. Minka tien rakentamisen jélkeen kaikki kaupungit
ovat ensimmaéisti kertaa yhteydessé toisiinsa?

Kuva 13.3 nayttaa esimerkkitapauksen, jossa n = 5, m = 6 ja tiet ra-
kennetaan jarjestyksessi (1,2), (1,3), (2,3), (4,5), (2,4) ja (2,5). Kaikki
kaupungit ovat yhteydessé toisiinsa vaiheen 5 jélkeen.

Ratkaisu 1: Union-find-rakenne

Piddmme ylla verkon komponentteja union-find-rakenteen avulla. Aluksi jo-
kainen solmu on omassa komponentissaan eli joukot ovat {1},{2},...,{n}.
Sitten jokaisen kaaren kohdalla tarkastamme, ovatko sen péadtesolmut eri jou-
koissa, ja jos ovat, yhdistdmme joukot. Kun lopulta kaikki solmut ovat sa-
massa joukossa, verkko on tullut yhteniiseksi.

Tuloksena oleva algoritmi vie aikaa O(n + mlogn), koska luomme en-
sin n komponenttia ajassa O(n) ja kisittelemme tadmén jélkeen m kaarta.
Jokaisen kaaren kohdalla suoritamme enintdén kaksi operaatiota union-find-
rakenteessa ajassa O(logn).

Ratkaisu 2: Bindarihaku

Toinen tapa ratkaista tehtdva on hyodyntda binddrihakua. Jos meilld on ar-
vaus, ettéd kaikki kaupungit ovat yhteydessa x lisdyksen jélkeen, voimme tar-
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Kuva 13.4: Verkko ja yksi sen virittdvistd puista.

Kuva 13.5: Painotettu verkko ja kaksi virittdvid puuta, joiden painot ovat
441+245=12ja2+1+2+5=10.

kistaa helposti, pitddko arvaus paikkansa: lisidmme ensin x ensimmaéista tieté
tyhjadn verkkoon ja tarkastamme sitten, onko verkko yhtenéinen. Tamé vie
aikaa O(n 4+ m) kiyttden syvyyshakua.

Jos verkko on yhtendinen ensimméistd kertaa vaiheessa k, selvéstikin
verkko ei ole yhtendinen vaiheissa 1,2,...,k — 1 ja on yhtenéinen vaiheissa
k,k+1,...,m, koska kaarten lisdédminen ei voi poistaa verkon yhten&isyytta.
Téamén ansiosta voimme etsid arvon k bindédrihaun avulla. Bindarihaku suo-
rittaa O(logm) askelta ja ratkaisu vie aikaa O((n + m)logm).

13.2 Pienin virittava puu

Verkon wirittivi puu (spanning tree) on kokoelma verkon kaaria, jotka kyt-
kevét kaikki verkon solmut toisiinsa. Kuten puut yleensékin, virittava puu on
yvhtenéinen ja sykliton eli jokaisen kahden solmun viélilla on yksikésitteinen
polku. Kuvassa 13.4 on esimerkkiné verkko ja yksi sen virittavistd puista.

Jos verkko on painotettu, kiinnostava ongelma on etsid verkon pienin vi-
rittivi puu (minimum spanning tree). TAma on virittava puu, jonka kaarten
painojen summa on mahdollisimman pieni. Esimerkiksi kuvassa 13.5 on pai-
notettu verkko ja kaksi sen virittdvaa puuta, joiden painot ovat 12 ja 10.
Niista jalkimméinen on verkon pienin virittdva puu.

13.2.1 Kruskalin algoritmi

Kruskalin algoritmi muodostaa verkon pienimmén virittdvan puun aloitta-
malla tyhjédstd verkosta, jossa on vain verkon solmut, ja lisdédmalla siihen
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Kuva 13.6: Esimerkki Kruskalin algoritmin toiminnasta.

kaaria. Algoritmi kiy lapi tarjolla olevat kaaret jarjestyksesséd niiden painon
mukaan kevyimmaésta raskaimpaan. Jokaisen kaaren kohdalla algoritmi ottaa
kaaren mukaan, jos se yhdistdéd kaksi eri komponenttia. Kun kaikki kompo-
nentit on yhdistetty, pienin virittdva puu on valmis.

Kuva 13.6 néyttdd, kuinka Kruskalin algoritmi 16ytd4 pienimmén vi-
rittdvéan puun esimerkkiverkossamme. Verkon kaaret jérjestyksesséd kevyim-
maéstd raskaimpaan ovat:

kaari paino

I

(2,

(1
(2,
(1,
(4
(3

?

OTCY(OJ%[\D
\_/\_/\_/\_/\_/\/
NG BTSN NI NG
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Algoritmi kisittelee ensin kaaren (2,3). Solmut 2 ja 3 ovat eri kompo-
nenteissa, joten kaari otetaan mukaan puuhun. Téamén jélkeen algoritmi
késittelee kaaret (1,2) ja (2,4), jotka valitaan myos puuhun. Seuraavaksi
vuorossa on kaari (1,3), mutta tdmé kaari ei tule puuhun, koska solmut 1
ja 3 ovat jo samassa komponentissa. Lopuksi algoritmi ottaa mukaan kaaren
(4,5), jolloin pienin virittdva puu on valmis.

Voimme toteuttaa Kruskalin algoritmin tehokkaasti kayttéden union-find-
rakennetta. Algoritmin alussa jarjestimme kaaret painojirjestykseen, missé
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Kuva 13.7: Esimerkki Primin algoritmin toiminnasta.

kuluu aikaa O(mlogm). Kun oletamme, etté jokaisen solmuparin vililld on
enintddn yksi kaari, tdmé sievenee muotoon O(mlogn). Tamén jalkeen luom-
me kullekin solmulle komponentin, kiiymme kaaret ldpi ja jokaisen kaaren
kohdalla otamme kaaren mukaan, jos se yhdistdéa kaksi eri komponenttia.
Téssd kuluu aikaa O(n+mlogn), kun kdytdmme union-find-rakennetta. Al-
goritmi vie siis yhteensi aikaa O(n + mlogn).

13.2.2 Primin algoritmi

Primin algoritms tarjoaa toisen ldhestymistavan pienimmén virittdvan puun
muodostamiseen. Algoritmi aloittaa puun muodostamisen tilanteesta, jossa
puussa on vain yksi solmu. Tamén jélkeen se etsii joka vaiheessa kevyimmén
kaaren, jonka toinen pédtesolmu kuuluu puuhun ja toinen pédtesolmu on
vield puun ulkopuolella, ja lisdd puuhun tédmén kaaren. Kun kaikki solmut
on lisédtty puuhun, pienin virittdva puu on valmis.

Kuva 13.7 nayttdd esimerkin Primin algoritmin toiminnasta. Voimme
aloittaa puun rakentamisen mistd tahansa solmusta; tassd esimerkissé aloi-
tamme solmusta 1. Solmuun 1 on yhteydessé kaksi kaarta (1,2) ja (1, 3), jois-
ta valitsemme kaaren (1,2), koska se on kevyempi. Seuraavaksi tarjolla ovat
kaaret (1,3), (2,3) ja (2,4), joista valitsemme kaaren (2,3). Témaén jélkeen
lisidmme puuhun vastaavalla tavalla kaaret (2,4), (4,5), minké jélkeen pie-
nin virittdva puu on valmis.

Primin algoritmi muistuttaa paljon Dijkstran algoritmia. Erona on, etta
Dijkstran algoritmissa valitsemme seuraavaksi solmun, jonka etaisyys al-
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Kuva 13.8: Kruskalin algoritmi: Pienin virittdvd puu sisdltda varmasti kaaren
(2,3), koska muuten saisimme paremman ratkaisun sen avulla.
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Kuva 13.9: Primin algoritmi: Pienin virittdvd puu sisdltid varmasti kaaren
(1,2), koska muuten saisimme paremman ratkaisun sen avulla.

kusolmuun on pienin, mutta Primin algoritmissa valitsemme solmun, jonka
etéisyys johonkin solmuun puussa on pienin. Voimme myds toteuttaa Pri-
min algoritmin tehokkaasti samaan tapaan kuin Dijkstran algoritmin keon
avulla, jolloin algoritmi vie aikaa O(n 4+ mlogn). Aikavaativuus on siis sama
kuin Kruskalin algoritmissa, ja on kidytdnnossd makuasia, kumman algorit-
min valitsemme.

13.2.3 Miksi algoritmit toimivat?

Kruskalin ja Primin algoritmit ovat ahneita algoritmeja: ne lisddvat joka
askeleella kevyimmén mahdollisen kaaren puuhun. Miksi algoritmit tuottavat
pienimmén virittdvan puun joka tilanteessa?

Voimme ajatella asiaa néin: Jos meilld on kaksi solmua a ja b, jotka ovat
eri komponenteissa, meidén on yhdistettdva ne jotenkin samaan komponent-
tiin algoritmin aikana. Jos kevyin saatavilla oleva kaari on solmujen a ja b
valilld, meidédn kannattaa valita se, koska muuten joutuisimme yhdistamaén
komponentit myohemmin kédyttden raskaampaa kaarta.

Tarkastellaan ensin Kruskalin algoritmia. Mitd tapahtuu, jos emme va-
litse kevyintéd kaarta algoritmin alussa? Kuvassa 13.8 nikyy kuvitteellinen
tilanne, jossa katkoviivoilla esitetty pienin virittdva puu ei sisélla kevyinta
kaarta (2,3), jonka paino on 1. Ei ole kuitenkaan mahdollista, ettd tdmé oli-
si todellisuudessa pienin virittdva puu, koska voisimme vaihtaa jonkin puun
kaaren kaareen (2, 3), jolloin puun paino pienenee. Voimme siis huoletta va-
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lita kevyimmén kaaren puuhun Kruskalin algoritmin alussa. Samasta syysta
voimme tadmaéan jéilkeen valita seuraavaksi kevyimmén kaaren, jne.

Primin algoritmissa voimme kéyttaa melko samanlaista péadttelya. Olete-
taan, ettd algoritmi ldhtee liikkeelle solmusta 1, ja tarkastellaan ensimméisen
kaaren valintaa. Kuvassa 13.9 nédkyy kuvitteellinen pienin virittdvé puu, jossa
emme ole valinneet alussa kevyintd kaarta (1,2). Saamme kuitenkin aikaan
paremman ratkaisun, kun tutkimme, minké kaaren kautta solmu 1 on yhtey-
dessé solmuun 2, ja korvaamme tamén kaaren kaarella (1,2). Niinpd Primin
algoritmin alussa on optimaalista valita puuhun kevyin kaari. Voimme sovel-
taa vastaavaa padttelya algoritmin joka vaiheessa.

Huomaa, ettd Kruskalin ja Primin algoritmit toimivat myos silloin, kun
verkossa on negatiivisia kaaria, koska ainoastaan kaarten painojérjestys mer-
kitsee. Tédmén ansiosta voimme etsid algoritmien avulla myos verkon suu-
rimman virittdvin puun (mazimum spanning tree) eli virittavan puun, jossa
kaarten painojen summa on suurin. Tamé& onnistuu muuttamalla ensin jokai-
sen verkossa olevan kaaren paino kaddnteiseksi ja etsiméllé sitten pienimmén
virittdvan puun. Toinen tapa on vain toteuttaa Kruskalin tai Primin algorit-
mi niin, ettd joka vaiheessa valitaan painavin mahdollinen kaari.
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Luku 14

Maksimivirtaus

Tésséd luvussa tarkastelemme ongelmaa, jossa haluamme valittdd mahdolli-
simman paljon virtausta (flow) verkon solmusta toiseen, kun jokaisella kaa-
rella on tietty kapasiteetti, jota emme saa ylittda. Voimme esimerkiksi ha-
luta siirtdd tietokoneverkossa tietoa mahdollisimman tehokkaasti koneesta
toiseen, kun tieddmme verkon rakenteen ja yhteyksien nopeudet.

Tutustumme aluksi Fordin ja Fulkersonin algoritmiin, jonka avulla voim-
me seké selvittdd maksimivirtauksen ettd ymmértda paremmin, mista ongel-
massa on kysymys. Tamén jilkeen tarkastelemme joitakin verkko-ongelmia,
jotka pystymme ratkaisemaan palauttamalla ne maksimivirtaukseen.

14.1 Maksimivirtauksen laskeminen

Kasittelemme suunnattua verkkoa, jossa on kaksi erityistéa solmua: lihtdsolmu
(source) ja kohdesolmu (sink). Haluamme muodostaa verkkoon mahdollisim-
man suuren virtauksen eli maksimivirtauksen (mazimum flow) lahtésolmusta
kohdesolmuun niin, ettéd jokaiseen vélisolmuun tuleva virtaus on yhtéd suuri
kuin solmusta lihtevé virtaus. Kullakin verkon kaarella on kapasiteetti (ca-
pacity), jota virtauksen mééra kaarta pitkin ei saa ylittaa.

4/4

Kuva 14.1: Maksimivirtaus solmusta 1 solmuun 5 on 7.
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Kuva 14.2: Verkon esitysmuoto Fordin ja Fulkersonin algoritmissa.

Kuvassa 14.1 nakyy esimerkkinéd verkon maksimivirtaus, kun ldhtésolmu
on 1 ja kohdesolmu 5. Téssé tapauksessa maksimivirtauksen suuruus on 7.
Jokaisessa kaaressa merkintd v/k tarkoittaa, ettd kaaren kautta kulkee vir-
tausta v ja kaaren kapasiteetti on k. Solmusta 1 ldhteva virtauksen méaara
on 4 + 3 =7, solmuun 5 saapuva virtauksen méara on 3 + 4 = 7 ja kaikissa
muissa solmuissa saapuva virtaus on yhté suuri kuin lahteva virtaus.

14.1.1 Fordin ja Fulkersonin algoritmi

Fordin ja Fulkersonin algoritmi on tavallisin menetelmé verkon maksimivir-
tauksen etsimiseen, ja tutustumme seuraavaksi tdmén algoritmin toimintaan.
Algoritmi muodostaa ldhtosolmusta kohdesolmuun polkuja, jotka kasvattavat
virtausta pikkuhiljaa. Kun mitéén polkua ei voi endd muodostaa, algoritmi
on saanut valmiiksi maksimivirtauksen.

Jotta voimme kéyttad algoritmia, esitimme verkon erityisesséd muodossa,
jossa jokaista alkuperdisen verkon kaarta vastaa kaksi kaarta: alkuperdinen
kaari, jonka painona on kaaren kapasiteetti, seké sille kddnteinen kaari, jon-
ka painona on 0. Kéénteisten kaarten avulla pystymme tarvittaessa peruut-
tamaan virtausta algoritmin aikana. Kuva 14.2 néyttdd, kuinka esitdmme
esimerkkiverkkomme algoritmissa.

Algoritmi muodostaa joka vaiheessa tdydennyspolun (augmenting path),
joka on miké tahansa polku ldhtésolmusta kohdesolmuun, jossa jokaisen kaa-
ren paino on positiivinen. Polun muodostamisen jélkeen virtaus lahtosolmusta
kohdesolmuun kasvaa p:llé, missé p on pienin kaaren paino polulla. Liséksi
jokaisen polulla olevan kaaren paino vihenee p:114 ja jokaisen niille kdénteisen
kaaren paino kasvaa p:lld. Etsimme téalla tavalla uusia polkuja, kunnes mitadn
taydennyspolkua ei voi endd muodostaa.

Kuva 14.3 néyttéad, kuinka Fordin ja Fulkersonin algoritmi muodostaa
maksimivirtauksen esimerkkiverkossamme. Algoritmi muodostaa ensin po-
lun 1 — 2 — 3 — 5, jossa pienin paino on 4. Témén seurauksena virtaus
kasvaa 4:114, polulla olevien kaarten paino vahenee 4:114 ja kaddnteisten kaar-
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vaihe 1

vaihe 2

Kuva 14.3: Esimerkki Fordin ja Fulkersonin algoritmin toiminnasta.

ten paino kasvaa 4:114. Tamén jélkeen algoritmi muodostaa polun 1 — 3 —
2 — 4 — b5, joka kasvattaa virtausta 3:lla. Huomaa, ettd tdmé& polku pe-
ruuttaa kaarta 2 — 3 menevéa virtausta, koska se kulkee kédénteisen kaaren
3 — 2 kautta. Tamén jélkeen algoritmi ei enéé pysty muodostamaan mitédéan
tdydennyspolkua, joten maksimivirtaus on 4 + 3 = 7.

Kun olemme saaneet maksimivirtauksen muodostettua, voimme selvittaa
jokaisessa alkuperiisessa kaaressa kulkevan virtauksen tutkimalla, miten kaa-
ren paino on muuttunut algoritmin aikana. Kaarta pitkin kulkeva virtaus on
yhté suuri kuin kaaren painon vdhennys algoritmin aikana. Esimerkiksi ku-
vassa 14.3 kaaren 4 — 5 paino on alussa 5 ja algoritmin suorituksen jilkeen
2, joten kaarta pitkin kulkevan virtauksen maard on 5 — 2 = 3.

14.1.2 Yhteys minimileikkaukseen

Fordin ja Fulkersonin algoritmin toimintaidea on sinénsé jarkevi, koska tdyden-
nyspolut ldhtésolmusta kohdesolmuun kasvattavat virtausta, mutta ei ole silti
todellakaan paaltd péin selvid, miksi algoritmi 16ytad varmasti suurimman
mahdollisen virtauksen. Jotta voimme ymmértda paremmin algoritmin toi-
mintaa, tarkastelemme seuraavaksi toista verkko-ongelmaa, joka antaa meille
uuden ndkékulman maksimivirtaukseen.

Léhtokohtanamme on edelleen suunnattu verkko, jossa on ldahtésolmu ja
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Kuva 14.5: Solmut 1, 2 ja 3 ovat saavutettavissa lihtosolmusta.

kohdesolmu. Sanomme, ettd joukko kaaria muodostaa leikkauksen (cut), jos
niiden poistaminen verkosta estédi kulkemisen ldhtésolmusta kohdesolmuun.
Minimileikkaus (minimum cut) on puolestaan leikkaus, jossa kaarten yh-
teispaino on mahdollisimman pieni. Kuvassa 14.4 on minimileikkaus, jossa
poistamme kaaret 2 — 4 ja 3 — 5 ja jonka paino on 3+4 = 7.

Osoittautuu, ettd verkon maksimivirtaus on aina yhta suuri kuin minimi-
leikkaus, ja tdmé& yhteys auttaa perustelemaan, miksi Fordin ja Fulkersonin
algoritmi toimii. Ensinnékin voimme havaita, ettd mikd tahansa verkon leik-
kaus on yhtéa suuri tai suurempi kuin maksimivirtaus. Tamaé johtuu siité, etta
virtauksen taytyy ylittda jokin leikkaukseen kuuluva kaari, jotta se pédsee
lahtosolmusta kohdesolmuun. Esimerkiksi kuvassa 14.4 virtaus voi paésta sol-
musta 1 solmuun 5 joko kulkemalla kaarta 2 — 4 tai kaarta 3 — 5. Niinpé
virtaus ei voi olla suurempi kuin ndiden kaarten painojen summa.

Toisaalta Fordin ja Fulkersonin algoritmi muodostaa sivutuotteenaan myos
verkon leikkauksen, joka on yhté suuri kuin maksimivirtaus. Loyddmme leik-
kauksen etsimélld ensin kaikki solmut, joihin pddsemme ldhtosolmusta positii-
visia kaaria pitkin algoritmin lopputilanteessa. Esimerkkiverkossamme ndmé
solmut ovat 1, 2 ja 3 kuvan 14.5 mukaisesti. Kun valitsemme sitten alku-
peréisen verkon kaaret, jotka johtavat ndiden solmujen ulkopuolelle ja joiden
kapasiteetti on kdytetty kokonaan, saamme aikaan verkon leikkauksen. Esi-
merkissimme ndmé kaaret ovat 2 — 4 ja 3 — 5.

Koska olemme 16yténeet virtauksen, joka on yhtd suuri kuin leikkaus, ja
toisaalta virtaus ei voi olla mitdén leikkausta suurempi, olemme siis 16ytéaneet
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Kuva 14.6: Verkko, joka voi aiheuttaa ongelmia algoritmille.

maksimivirtauksen ja minimileikkauksen, joten Fordin ja Fulkersonin algo-
ritmi toimii oikein.

14.1.3 Polkujen valitseminen

Voimme muodostaa tdydennyspolkuja Fordin ja Fulkersonin algoritmin ai-
kana miten tahansa, mutta polkujen valintatapa vaikuttaa algoritmin tehok-
kuuteen. Riippumatta polkujen valintatavasta on selvéd, ettéd jokainen polku
kasvattaa virtausta ainakin yhdelld yksikolla. Niinpad tieddmme, ettd jou-
dumme etsiméén enintdén f tdydennyspolkua, kun verkon maksimivirtaus
on f. Jos muodostamme polut syvyyshaulla, jokaisen polun muodostaminen
vie aikaa O(m), joten saamme algoritmin ajankaytolle ylarajan O(fm).

Voiko todella kdyda niin, ettd jokainen polku parantaa virtausta vain
yhdelld? Tamé& on mahdollista, ja kuva 14.6 tarjoaa esimerkin asiasta. Jos
muodostamme polut syvyyshaulla ja valitsemme haussa aina solmun, jonka
tunnus on pienin, muodostamme vuorotellen polkuja 1 — 2 — 3 — 4 ja
1 - 3 — 2 — 4 niin, ettd listdmme ja peruutamme edestakaisin kaarta
2 — 3 kulkevaa virtausta. Tdmén vuoksi joudumme muodostamaan 2 - 10°
polkua, ennen kuin olemme saaneet selville verkon maksimivirtauksen.

Voimme kuitenkin estdéd tdmén ilmion méaarittelemélla tarkemmin, miten
muodostamme taydennyspolkuja algoritmin aikana. Edmondsin ja Karpin
algoritmi on Fordin ja Fulkersonin algoritmin versio, jossa muodostamme
polut leveyshaulla. Tadma tarkoittaa, ettd valitsemme aina polun, jossa on
mahdollisimman vahan kaaria. Leveyshakua kédyttden muodostamme kuvan
14.6 verkossa vain kaksi tdydennyspolkua 1 — 2 — 4 ja 1 — 3 — 4, jotka
antavat suoraan maksimivirtauksen.

Osoittautuu, ettd kun kiytdmme Edmondsin ja Karpin algoritmia, meidéan
taytyy muodostaa aina vain O(nm) tdydennyspolkua, joten algoritmi vie ai-
kaa O(nm?) riippumatta virtauksen suuruudesta. Voimme perustella timén
aikavaativuuden kahden havainnon avulla:

Havainto 1: Kun x on miké tahansa verkon solmu, etéisyys lyhintd pol-
kua pitkin lahtosolmusta solmuun x ei voi koskaan pienentyé tdydennyspolun
muodostamisen jidlkeen. Voimme perustella tdmén tekemélld vastaoletuk-
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sen, ettd tdydennyspolku on juuri pienentényt etdisyyttd solmuun b ja ly-
hin polku ldhtosolmusta solmuun b padttyy kaareen a — b, missd etiisyys
solmuun a ei ole pienentynyt. Tarkastellaan nyt tilannetta ennen kyseisen
tadydennyspolun muodostamista. Ensinnédkééan verkossa ei voinut tuolloin ol-
la positiivista kaarta a — b, koska muuten myds etéisyys solmuun a olisi
pienentynyt. Toisaalta verkossa ei mydskaan voinut olla positiivista kaarta
b — a, koska télloin tdydennyspolku olisi kulkenut téata kaarta pitkin ja a:n
etéisyys olisi ollut suurempi kuin b:n etéisyys. Niinpé ei ole mahdollista, ettéa
solmun b etdisyys olisi pienentynyt.

Havainto 2: Jokaiseen tdydennyspolkuun liittyy jokin kaari a — b, jonka
kapasiteetti kidytetddn kokonaan, ja jokainen kaari voi esiintyé enintédén n /2
kertaa tassé roolissa. Syyné on, ettd kun kaaren a — b kapasiteetti kiytetain
kokonaan, algoritmin téaytyy muodostaa tdydennyspolku, joka kulkee vastak-
kaiseen suuntaan kaarta b — a, ennen kuin kaaren a — b kapasiteettia voi
kayttad uudestaan. Koska etdisyys lahtosolmusta solmuun ei voi pienentyé,
etéisyys lahtosolmusta kaaren alkusolmuun a kasvaa ainakin kahdella aina,
kun tdydennyspolku kulkee toiseen suuntaan kaarta b — a.

Néiden havaintojen perusteella Edmondsin ja Karpin algoritmi muodos-
taa enintdan nm/2 tdydennyspolkua, koska voidaan valita enintddn m taval-
la, minké kaaren kapasiteetti kiytetdén kokonaan, ja enintédén n/2 tavalla,
miké on kaaren alkusolmun etéisyys.

14.2 Maksimivirtauksen sovelluksia

Maksimivirtauksen etsiminen on térked ongelma, koska pystymme palaut-
tamaan monia verkko-ongelmia maksimivirtaukseen. Témaé tarkoittaa, etté
muutamme toisen ongelman jotenkin sellaiseen muotoon, etté se vastaa mak-
simivirtausta. Tutustumme seuraavaksi joihinkin téllaisiin ongelmiin.

14.2.1 FErilliset polut

Ensimmaéinen tehtdvimme on muodostaa mahdollisimman monta erillistd
polkua verkon ldahtosolmusta kohdesolmuun. Erillisyys tarkoittaa, etté jokai-
nen verkon kaari saa esiintyé enintddn yhdelld polulla. Saamme kuitenkin
halutessamme kulkea saman solmun kautta useita kertoja. Esimerkiksi ku-
vassa 14.7 voimme muodostaa kaksi erillistd polkua solmusta 1 solmuun 5,
mutta ei ole mahdollista muodostaa kolmea erillistd polkua.

Voimme ratkaista ongelman tulkitsemalla erilliset polut maksimivirtauk-
sena. Ideana on etsid maksimivirtaus lahtosolmusta kohdesolmuun olettaen,
ettéd jokaisen kaaren kapasiteetti on 1. Tamé& maksimivirtaus on yhté suuri
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Kuva 14.8: Erilliset polut tulkittuna maksimivirtauksena.

kuin suurin erillisten polkujen maara. Kuva 14.8 ndyttad maksimivirtauksen
esimerkkiverkossamme.

Miksi maksimivirtaus ja erillisten polkujen mééra ovat yhtéd suuret? En-
sinnékin erilliset polut muodostavat yhdessa virtauksen, joten maksimivir-
taus ei voi olla pienempi kuin erillisten polkujen mééara. Toisaalta jos verkos-
sa on virtaus, jonka suuruus on k, voimme muodostaa k erillistd polkua va-
litsemalla kaaria ahneesti ldhtosolmusta alkaen, joten maksimivirtaus ei voi
olla suurempi kuin erillisten polkujen méa#ra. Ainoa mahdollisuus on, etté
maksimivirtaus ja erillisten polkujen méara ovat yhta suuret.

14.2.2 Maksimiparitus

Verkon paritus (matching) on joukko kaaria, joille pétee, ettd jokainen solmu
on enintddn yhden kaaren péétepisteend. Maksimiparitus (maximum matc-
hing) on puolestaan paritus, jossa on mahdollisimman paljon kaaria. Kes-
kitymme tapaukseen, jossa verkko on kaksijakoinen (bipartite) eli voimme
jakaa verkon solmut vasempaan ja oikeaan ryhmaéén niin, ettd jokainen kaari
kulkee ryhmien vélilla.

Kuvassa 14.9 on esimerkkiné kaksijakoinen verkko, jonka maksimiparitus
on 3. Téssd vasen ryhmé on {1, 2, 3,4}, oikea ryhmé on {5, 6,7} ja maksimi-
paritus muodostuu kaarista (1,6), (3,5) ja (4,7).

Voimme tulkita maksimiparituksen maksimivirtauksena lisdamalla verk-
koon kaksi uutta solmua: ldhtosolmun ja kohdesolmun. Lihtosolmusta pédsee
kaarella jokaiseen vasemman ryhmén solmuun, ja jokaisesta oikean ryhmén
solmusta pidsee kaarella kohdesolmuun. Lisiksi suuntaamme alkuperéiset
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o
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Kuva 14.10: Maksimiparitus tulkittuna maksimivirtauksena.

kaaret niin, ettd ne kulkevat vasemmasta ryhméstd oikeaan ryhmééan. Ku-
va 14.10 nayttdd tuloksena olevan verkon esimerkissimme. Maksimivirtaus
tésséd verkossa vastaa alkuperdisen verkon maksimiparitusta.

14.2.3 Pienin polkupeite

Polkupeite (path cover) on joukko verkon polkuja, jotka kattavat yhdessi
kaikki verkon solmut. Oletamme, ettd verkko on suunnattu ja sykliton, ja
haluamme muodostaa mahdollisimman pienen polkupeitteen niin, ettd jokai-
nen solmu esiintyy tarkalleen yhdessé polussa. Kuvassa 14.11 on esimerkkin&
verkko ja sen pienin polkupeite, joka muodostuu kahdesta polusta.

Voimme ratkaista pienimmén polkupeitteen etsimisen ongelman maksimi-
virtauksen avulla muodostamalla verkon, jossa jokaista alkuperdistd solmua

(D—(2 —(3 —(4)

Kuva 14.11: Polkupeite, joka muodostuu poluista 1 — 2 ja 5 — 3 — 4.
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Kuva 14.12: Polkupeitteen etsiminen maksimivirtauksen avulla.

vastaa kaksi solmua: vasen ja oikea solmu. Vasemmasta solmusta on kaari oi-
keaan solmuun, jos alkuperéisessi verkossa on vastaava kaari. Lisdamme viel&
verkkoon ldhtosolmun ja kohdesolmun niin, ettd lahtosolmusta péadsee kaik-
kiin vasempiin solmuihin ja kaikista oikeista solmuista péésee kohdesolmuun.
Téamén verkon maksimivirtaus antaa meille alkuperdisen verkon pienimmén
polkupeitteen.

Kuva 14.12 nayttda tuloksena olevan verkon esimerkissémme. Ideana on,
ettd maksimivirtaus etsii, mitka kaaret kuuluvat polkuihin: jos kaari solmusta
a solmuun b kuuluu virtaukseen, niin vastaavasti polkupeitteessé on polku,
jossa on kaari a — b. Koska virtauksessa voi olla valittuna vain yksi kaari, joka
alkaa tietystéd solmusta tai padttyy tiettyyn solmuun, tuloksena on varmasti
joukko polkuja. Toisaalta mitd enemmén kaaria saamme laitettua polkuihin,
sitd pienempi on polkujen méaara.
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Luku 15

NP-ongelmat

Olemme téssé kirjassa tutustuneet moniin algoritmeihin, jotka toimivat te-
hokkaasti. Kuitenkin on myos suuri méard ongelmia, joiden ratkaisemiseen
ei talld hetkelld tunneta mitédén tehokasta algoritmia. Jos vastaamme tulee
tallainen ongelma, hyvit neuvot ovat kalliit.

Vaikeiden ongelmien yhteydessé esiintyy usein kirjainyhdistelmé NP. Eri-
tyisen tunnettu on kysymys P vs. NP, jonka ratkaisijalle on luvattu miljoonan
dollarin potti. Hankalalta tuntuvasta ongelmasta saatetaan arvella, ettd se
on NP-tédydellinen tai NP-vaikea. Nyt on aika selvittdd, mitd ndmé késitteet
oikeastaan tarkoittavat.

15.1 Vaativuusluokat

Laskennallisia ongelmia luokitellaan vaativuusluokkiin (complexity class), jois-
ta jokaisessa on joukko ongelmia, joiden ratkaisemisen vaikeudessa on jotain
yhteistd. Tunnetuimmat vaativuusluokat ovat P ja NP.

Keskitymme téssd luvussa pddtisongelmiin (decision problem), joissa al-
goritmin tulee antaa aina vastaus "kylld” tai "ei”. Esimerkiksi ongelma ”on-
ko verkossa polkua solmusta a solmuun b?” on padtosongelma. Tulemme
huomaamaan, ettd voimme muotoilla monenlaisia ongelmia paédtdsongelmina
eikd tdmaé rajoita juurikaan, mitd ongelmia voimme tarkastella.

15.1.1 Luokka P

Luokka P siséltad paatosongelmat, joiden ratkaisemiseen on olemassa polyno-
minen algoritmi eli algoritmi, jonka aikavaativuus on enintiin O(n*), missi
k on vakio. Léhes kaikki téssé kirjassa esitetyt algoritmit ovat olleet polyno-
misia. Tuttuja polynomisia aikavaativuuksia ovat esimerkiksi O(1), O(logn)
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O(n), O(nlogn), O(n?) ja O(n?).

Esimerkiksi ongelma ”onko verkossa polkua solmusta a solmuun b?” kuu-
luu luokkaan P, koska voimme ratkaista sen monellakin tavalla polynomi-
sessa ajassa. Voimme vaikkapa aloittaa syvyyshaun solmusta a ja tarkastaa,
padsemmekd solmuun b. Tuloksena on algoritmi, joka toimii lineaarisessa
ajassa, joten ongelma kuuluu luokkaan P.

Luokan P tarkoituksena on kuvata ongelmia, jotka voimme ratkaista
jossain mielesséa tehokkaasti. Tassé tehokkuuden méadritelmé on varsin kar-
kea: piddmme algoritmia tehokkaana, jos silla on mika tahansa polynomi-
nen aikavaativuus. Onko O(n'%)-aikainen algoritmi siis tehokas? Ei, mutta
kéaytédnnossa vakio k on yleensé pieni ja polynominen aikavaativuus on osoit-
tautunut toimivaksi tehokkuuden mittariksi.

15.1.2 Luokka NP

Luokka NP siséltda padtosongelmat, joissa jokaisessa ”kylld”-tapauksessa on
olemassa todiste, jonka avulla voimme tarkastaa polynomisessa ajassa, etté
vastaus todellakin on "kylla”. Todiste on merkkijono, jonka koko on polyno-
minen suhteessa syttteeseen, ja se antaa meille lisétietoa siitd, minkéa takia
"kylld”-vastaus pitdéd paikkansa syotteelle.

Esimerkki luokkaan NP kuuluvasta ongelmasta on ”"onko verkossa pol-
kua solmusta a solmuun b, joka kulkee tasan kerran jokaisen verkon solmun
kautta?”. Tamén ongelman ratkaisemiseen ei tunneta polynomista algorit-
mia, mutta jokaisessa ”kylld”-tapauksessa on olemassa todiste: halutunlai-
nen polku solmusta a solmuun b. Voimme tarkastaa helposti polynomisessa
ajassa, ettd todisteen kuvaamalla polulla on vaaditut ominaisuudet.

Jos vastaus syotteeseen on ”ei”, tdhén ei tarvitse liittyd mitdéan todistetta.
Usein olisikin hankalaa antaa todiste siitéd, ettd jotain asiaa e: ole olemassa.
Esimerkiksi jos etsimme verkosta tietynlaista polkua, on helppoa todistaa
polun olemassaolo, koska voimme vain néyttaa kyseisen polun, mutta ei ole
vastaavaa keinoa todistaa, ettd polkua ei ole olemassa.

Huomaa, ettd kaikki luokan P ongelmat kuuluvat myos luokkaan NP.
Tama johtuu siitéd, ettd luokan P ongelmissa voimme tarkastaa 7kylla”-
vastauksen tyhjin todisteen avulla: voimme saman tien ratkaista koko on-
gelman alusta alkaen polynomisessa ajassa.

15.1.3 P vs. NP

Akkiseltddn voisi kuvitella, ettéd luokassa NP tédytyy olla enemmén ongel-
mia kuin luokassa P. Luokassa NP meidéan riittdd vain tarkastaa ”kylla”-
vastauksen todiste, mikd tuntuu helpommalta kuin muodostaa ongelman rat-
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Kuva 15.1: P vs. NP: Voisiko olla yhtd helppoa muodostaa ratkaisu tyhjdstd
kuin tarkastaa, onko annettu ratkaisu oikein?

kaisu tyhjasta (kuva 15.1). Monet uskovatkin, ettd luokka NP on suurempi
kuin luokka P, mutta kukaan ei ole onnistunut todistamaan asiaa.

Tietojenkésittelytieteen merkittava avoin kysymys on, pateeké P = NP
vai P # NP. Monet tutkijat ovat tarttuneet haasteeseen 70-luvulta ldhtien,
mutta tdhdn mennessa kaikki ovat epédonnistuneet. Ongelman ratkaisija saisi
maineen ja kunnian liséksi myos tuntuvan rahallisen korvauksen, koska Clay-
instituutti on luvannut miljoonan dollarin palkinnon sille, joka todistaa, etté
P = NP tai P # NP. Voi olla kuitenkin, ettd tdma on yksi vaikeimmista
tavoista ansaita miljoona dollaria.

Jos pétee P # NP, kuten uskotaan, vaikeutena on keksid keino todistaa,
ettd jotakin luokan NP ongelmaa on mahdotonta ratkaista polynomisessa
ajassa. Tamén todistaminen on vaikeaa, koska meidédn pitdd nayttad, ettd
tehokasta algoritmia ei ole olemassa, vaikka laatisimme algoritmin miten ta-
hansa. Vaikka moni on koettanut tuloksetta ratkoa tunnettuja NP-ongelmia,
kysymys saattaa silti olla siité, ettd tehokas algoritmi olisi olemassa mutta
kukaan ei vain ole vield 16ytényt sité.

15.1.4 Muita luokkia

P ja NP ovat tunnetuimmat vaativuusluokat, mutta niiden lisdksi on suuri
méadrd muitakin luokkia. Yksi téllainen luokka on PSPACE, joka siséltaé
ongelmat, joiden ratkaisuun riittdd polynominen méarda muistia. PSPACE
sisaltad kaikki luokan NP ongelmat, mutta siind on myo6s ongelmia, joiden ei
tiedetd kuuluvan luokkaan NP.

Luokat BPP ja ZPP puolestaan liittyvat satunnaisuuteen. Luokka BPP
siséltad ongelmat, joiden ratkaisuun on polynomiaikainen algoritmi, joka an-
taa oikean vastauksen ainakin todennékoisyydelld 2/3. Luokka ZPP taas
sisaltdd ongelmat, joiden ratkaisuun on algoritmi, jonka suoritusajan odo-
tusarvo on polynominen. Sekd BPP ettd ZPP sisdltdavat luokan P, jonka on-
gelmat voi ratkaista polynomisessa ajassa ilman satunnaisuuttakin.

Vaativuusluokkien suhteet toisiinsa tunnetaan yleensd ottaen huonosti.
Vaikka kysymys P vs. NP on saanut eniten huomiota, myos vastaavat kysy-
mykset esimerkiksi luokkien PSPACE, BPP ja ZPP kohdalla ovat avoimia
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ongelmia. Kukaan ei tiedd, onko néisséa luokissa loppujen lopuksi mitaén on-
gelmaa, joka ei kuuluisi myos luokkaan P.

15.2 NP-tiydellisyys

Sanomme, ettd ongelma on NP-tdydellinen (NP-complete), jos se kuuluu
luokkaan NP ja miké tahansa luokan NP ongelma voidaan palauttaa siihen
polynomisessa ajassa. NP-tdydelliset ongelmat ovat luokan NP vaikeimpia
ongelmia: jos voisimme ratkaista jonkin NP-tdydellisen ongelman tehokkaas-
ti, voisimme ratkaista minké tahansa luokan NP ongelman tehokkaasti.

Kiinnostava ilmio on, etté ldhes kaikki tunnetut luokan NP ongelmat jo-
ko kuuluvat my6s luokkaan P tai ovat NP-tdydellisid. Nykyéaan tunnetaan-
kin tuhansia erilaisia NP-tdydellisid ongelmia. Jos keksisimme mihin tahansa
niisté polynomisessa ajassa toimivan ratkaisun, olisimme samalla onnistuneet
todistamaan, ettd P = NP.

15.2.1 SAT-ongelma

Ensimmaéinen 16ydetty NP-tdydellinen ongelma oli SAT-ongelma, jossa an-

nettuna on konjunktiivisessa normaalimuodossa oleva looginen kaava ja ha-

luamme selvittda, voimmeko valita muuttujien arvot niin, ettd kaava on tosi.

Konjunktiivinen normaalimuoto tarkoittaa, ettd kaava koostuu lausekkeis-

ta, jotka on yhdistetty ja-operaatiolla (A), ja jokainen lauseke muodostuu

muuttujista ja niiden negaatioista, jotka on yhdistetty tai-operaatiolla (V).
Esimerkiksi kaava

(_ﬂil V 1’3) A (Il Vxo V xg) VAN (_|Q32 V _|Q33)

on mahdollista saada todeksi, koska voimme esimerkiksi asettaa muuttujat
x1 ja xo epdtosiksi ja muuttujan xz todeksi. Vastaavasti kaava

(1 V z2) A (mz1 V) A (21 V 29) A (—xy V —xg)

ei ole tosi, vaikka valitsisimme muuttujien arvot miten tahansa.

Kun haluamme osoittaa, ettd SAT on NP-tdydellinen ongelma, meidéan
taytyy nayttad, ettd se kuuluu luokkaan NP ja mikd tahansa luokan NP on-
gelma voidaan palauttaa siihen. Luokkaan NP kuuluminen on helppoa nédhda:
"kylla”-tapauksessa todiste on kullekin muuttujalle valittu arvo. Huomatta-
vasti vaikeampaa on osoittaa, ettéd jokainen luokan NP ongelma voidaan pa-
lauttaa SAT-ongelmaan polynomisessa ajassa.
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Téssé kirjassa emme késittele todistusta yksityiskohtaisesti, mutta voim-
me kuitenkin kuvailla sen perusideaa. Tarkastellaan tiettya luokan NP ongel-
maa, joka meidin tdytyy pystyé palauttamaan SAT-ongelmaan. Koska ongel-
ma voi olla miké tahansa luokkaan NP kuuluva, tieddmme siita vain, ettd on
olemassa algoritmi, joka tarkastaa polynomisessa ajassa ”kylld”-tapauksen
todisteen. Téamaé vastaa sitéd, ettd on olemassa epddeterministinen Turingin
kone, joka rakentaa ja tarkastaa téllaisen todisteen polynomisessa ajassa. Nyt
kun haluamme tarkastaa annetusta syotteesté, onko vastaus siithen "kylla”,
voimme muodostaa konjunktiivisessa normaalimuodossa olevan loogisen kaa-
van, joka luonnehtii Turingin koneen laskentaa, kun koneelle annetaan kysei-
nen syote. Voimme muodostaa kaavan niin, ettéd sen voi saada todeksi tarkal-
leen silloin, kun vastaus syotteeseen on ”"kylld”. Niinpd olemme onnistuneet
palauttamaan alkuperdisen ongelman SAT-ongelmaan.

15.2.2 Ongelmien palautukset

Kun tieddmme, ettd SAT-ongelma on NP-tédydellinen, voimme osoittaa muita
ongelmia NP-tédydellisiksi palautusten avulla. Ideana on, ettd jos ongelma A
on NP-tdydellinen ja voimme palauttaa sen polynomisessa ajassa ongelmaksi
B, my6s ongelma B on NP-taydellinen.

Palautus SAT — 3SAT

Aloitamme osoittamalla, ettd 3SAT-ongelma on NP-téydellinen. 3SAT-ongel-
ma on SAT-ongelman erikoistapaus, jossa jokaisessa A-merkeilld yhdistetyssé
lausekkeessa on tarkalleen kolme muuttujaa. Esimerkiksi kaava

(1’1 V ) V IL‘3) A (_|ZL‘1 V T2 V _\Ig)

on kelvollinen 3SAT-ongelman syote. Jotta saamme palautettua SAT-ongel-
man 3SAT-ongelmaan, meidédn on néytettivi, ettd voimme muuttaa po-
lynomisessa ajassa minké tahansa SAT-ongelman syotteen 3SAT-ongelman
syotteeksi, jonka totuusarvo on sama.

Ideana on muokata jokaista SAT-ongelman sy6tteen lauseketta niin, etti
tuloksena on yksi tai useampia kolmen muuttujan lausekkeita. Merkitaan
k:lla lausekkeen muuttujien méaraéa. Jos £ = 1 tai k£ = 2, toistamme vii-
meistd muuttujaa uudestaan, jotta saamme lausekkeeseen kolme muuttujaa.
Esimerkiksi jos lauseke on (x;), muutamme sen muotoon (x; V 1 V x1), ja
jos lauseke on (77 V x3), muutamme sen muotoon (1 V s V xs). Jos k = 3,
meidén ei tarvitse tehdd mitaén, koska lausekkeessa on valmiiksi kolme muut-
tujaa. Jos sitten k£ > 3, jaamme lausekkeen osiin, jotka ketjutetaan uusien
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Kuva 15.2: Solmut {2,3,5} muodostavat solmupeitteen.

apumuuttujien avulla. Ketjun jokaisessa kohdassa vasemman lausekkeen vii-
meinen muuttuja on a; ja oikean lausekkeen ensimméinen muuttuja on —a;.
Tama takaa, ettd ainakin yksi alkuperdinen muuttuja saa oikean arvon. Esi-
merkiksi jos lauseke on (z1 V xs V x3 V x4 V x5), muutamme sen kolmeksi
lausekkeeksi (1 V 23 V ay), (—a; V 3V az) ja (mas V x4 V x5).

Tamé palautus osoittaa, ettd 3SAT on NP-tédydellinen ongelma, eli SAT-
ongelman oleellinen vaikeus syntyy jo siitd, ettd lausekkeissa voi olla kol-
me muuttujaal. Palautuksen hydtynd on myds se, ettd myShemmissi todis-
tuksissa meidén on helpompaa késitelld kolmen muuttujan lausekkeita kuin
vaihtelevan pituisia lausekkeita.

Palautus 3SAT — solmupeite

Seuraavaksi osoitamme, ettd on NP-tdydellinen ongelma tarkastaa, onko ver-
kossa solmupeitetti (vertexr cover), jossa on k solmua. Solmupeite on verkon
solmujen osajoukko, joka on valittu niin, ettd jokaisessa kaaressa ainakin toi-
nen paatesolmu kuuluu solmupeitteeseen. Esimerkiksi kuvassa 15.2 on verkko
ja sen solmupeite, johon kuuluu kolme solmua.

Kun haluamme palauttaa 3SAT-ongelman solmupeiteongelmaan, meidan
taytyy nayttad, ettd voimme tulkita minké tahansa 3SAT-ongelman tapauk-
sen verkon solmupeitteen etsimisend. Meidén tulee keksid systemaattinen ta-
pa muuttaa looginen kaava verkoksi, jonka k£ solmun solmupeite vastaa sité,
ettd kaava on totta.

Oletamme, ettéd kaavassa esiintyy n muuttujaa xy, 2o, ..., z, ja siind on
m lauseketta. Muodostamme verkon, jossa on ensinnékin n solmuparia, jotka
vastaavat kaavan muuttujia. Kussakin solmuparissa on muuttujat x; ja —x;,
joiden vililla on kaari. Liséksi verkossa on m kolmen solmun ryhméi, jotka
vastaavat lausekkeita. Jokaisessa ryhméssd kaikki solmut ovat yhteydesséa
toisiinsa, minké lisdksi kukin solmu on yhteydessa sitd vastaavaan solmuun
pareissa. Esimerkiksi kaavaa

(1 V 2z Vas) A (- Vg V ay),

'Enté ongelma 2SAT, jossa jokaisessa lausekkeessa on kaksi muuttujaa? Tamé& ei ole
NP-tédydellinen ongelma, vaan kuuluu luokkaan P.
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Kuva 15.3: Kaava (x1 V —xy V x3) A (mxy V s V x4) verkkona.

Kuva 15.4: Ratkaisu, jossa x1, xs ja x4 ovat tosia ja xz on epdtosi.

vastaa kuvan 15.3 mukainen verkko.

Osoittautuu, ettd voimme saada kaavan todeksi tarkalleen silloin, kun ver-
kossa on solmupeite, jossa on enintdédn k& = n+2m solmua. Téllaiseen peittee-
seen kuuluu toinen solmu jokaisesta parista x; ja —x;. Tadméa maarittaa, miten
muuttujien arvot asetetaan. Lisdksi peitteeseen kuuluu kaksi solmua jokai-
sesta kolmen solmun ryhmésté. Koska ryhméssé on yksi solmu, joka ei kuulu
peitteeseen, kyseisen solmun téytyy olla yhteydessa kaarella peitteeseen kuu-
luvaan solmuun. Tamé& varmistaa, ettd jokaisessa lausekkeessa ainakin yksi
kolmesta muuttujasta on asetettu oikein. Kuva 15.4 néyttda esimerkin sol-
mupeitteestd, joka saa kaavan todeksi. Tamé vastaa ratkaisua, jossa x1, xo
ja x4 ovat tosia ja x3 on epétosi.

Olemme siis onnistuneet palauttamaan 3SAT-ongelman solmupeiteongel-
maksi niin, ettd verkon koko on polynominen suhteessa kaavan pituuteen,
joten solmupeiteongelma on NP-tdydellinen.
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Kuva 15.5: Kakst verkkoa, jotka ovat isomorfiset.

15.2.3 Lisidi ongelmia

Palautusten avulla on onnistuttu 16ytdmaédn tuhansia NP-tdydellisid ongel-
mia. Esimerkiksi myos seuraavat ongelmat ovat NP-téaydellisié:

e onko verkossa k-kokoista klikkid (clique) eli k solmun joukkoa, jossa
jokaisen kahden solmun véalilld on kaari?

e voimmeko virittdd verkon solmut kolmella véarilld niin, ettd jokaisen
kaaren padtesolmut ovat eri varisia?

e onko verkossa polkua, joka kulkee tasan kerran jokaisen verkon solmun
kautta (eli Hamiltonin polkua (Hamiltonian path))?

e voiko annetuista n luvusta valita osajoukon, jonka summa on x?

e onko olemassa k-merkkistd merkkijonoa, jonka alijonoja ovat kaikki
annetut merkkijonot?

Enta millainen olisi luokan NP ongelma, joka ei kuulu luokkaan P eiké ole
NP-taydellinen? Kukaan ei tied&, onko téllaista ongelmaa olemassa, koska ei
edes tiedeté, ovatko P ja NP eri luokat. Yksi ehdokas téllaiseksi ongelmak-
si on kuitenkin ongelma, jossa haluamme tarkastaa, ovatko kaksi verkkoa
isomorfiset eli onko verkkojen rakenne samanlainen, jos solmut asetetaan
vastaamaan toisiaan sopivalla tavalla. Esimerkiksi kuvassa 15.5 olevat ver-
kot ovat isomorfiset, koska voimme valita solmuille vastaavuudet (1, ¢), (2, a),
(3,d) ja (4,b).

Verkkojen isomorfisuuden ongelma kuuluu luokkaan NP, koska on helppoa
tarkastaa, onko verkoilla sama rakenne, jos tiedimme solmujen vastaavuudet.
Ongelmaan ei kuitenkaan tunneta polynomiaikaista algoritmia, joten sen ei
tiedetd kuuluvan luokkaan P. Toisaalta emme myoskéddn osaa tehdd mitdéan
palautusta, joka osoittaisi ongelman olevan NP-tédydellinen.
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15.2.4 Optimointiongelmat

Kaytannossd haluamme usein ratkaista péadtosongelman sijasta optimoin-
tiongelman (optimization problem): haluamme etsid pienimmén tai suurim-
man mahdollisen ratkaisun. Esimerkiksi emme halua tarkastaa, onko verkos-
sa enintddn k solmun solmupeitettd (padtosongelma), vaan haluamme etsia
pienimmdn solmupeitteen (optimointiongelma). Osoittautuu kuitenkin, etta
padtosongelmat ja optimointiongelmat ovat loppujen lopuksi hyvin ldhelld
toisiaan.

Oletetaan, ettd meilld on keino tarkastaa tehokkaasti, onko verkossa k
solmun solmupeitettd. Miten voimme menetelld, jos haluammekin etsid pie-
nimmén solmupeitteen? Ratkaisuna on kdyttaa binddrihakua: etsimme pie-
nimmén arvon x, jolle pétee, ettd verkossa on x solmun solmupeite. Tamé&
tarkoittaa, ettd verkon pienin solmupeite siséltéé x solmua. Koska kdytdmme
binddrihakua, meidén riittda ratkaista padtosongelma vain logaritminen méaé-
rd kertoja, joten saamme ratkaistua optimointiongelman ldhes yhtéd tehok-
kaasti kuin padtosongelman.

Sanomme, ettd ongelma on NP-vaikea (NP-hard), jos voimme palauttaa
kaikki luokan NP ongelmat siihen mutta ongelman ei tarvitse kuulua luok-
kaan NP. Jos ongelma on NP-vaikea, se on siis ainakin yhtd vaikea kuin
luokan NP vaikeimmat ongelmat. Tyypillisid NP-vaikeita ongelmia ovat NP-
taydellisten paatosongelmien optimointiversiot, koska voimme palauttaa nii-
hin NP-taydellisid ongelmia mutta ne eivit kuulu luokkaan NP.

Kaytéinnosséa termeja ei kdytetd aina néin tdsmaéllisesti ja optimointion-
gelmaa saatetaan sanoa NP-tédydelliseksi, vaikka se oikeastaan on NP-vaikea.
Voimme my6s vain puhua yleisesti NP-ongelmista, kun tarkoitamme NP-
taydellisid ja NP-vaikeita ongelmia.

15.3 Omngelmien ratkaiseminen

Jos saamme ratkaistavaksemme NP-vaikean ongelman, tilanne ei ndyta hy-
viltd, koska edessdmme on silloin ongelma, johon ei tunneta mitédéan tehokasta
algoritmia. Emme voi toivoa, ettd osaisimme ratkaista tehokkaasti ongelmaa,
jota kukaan muukaan ei ole osannut. Peli ei ole kuitenkaan vélttaméatta vield
menetetty, vaan voimme koettaa ldhestyd ongelmaa monella tavalla.
Tarkastellaan seuraavaksi ongelmaa, jossa meille annetaan n kokonais-
lukua ja haluamme jakaa luvut kahteen ryhméén niin, ettd ryhmien sum-
mat ovat mahdollisimman l&helld toisiaan. Esimerkiksi jos n = 5 ja luvut
ovat [1,2,4,5,7], paras ratkaisu on muodostaa ryhmét [1,2,7] ja [4,5], joi-
den summat ovat 1 +2+47 =10 ja 4+ 5 = 9. T&lloin summien ero on 1, eiké
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ole olemassa ratkaisua, jossa ero olisi 0.

Tama ongelma on NP-vaikea, joten kukaan ei tiedéd tehokasta algoritmia
sen ratkaisemiseen. Seuraavaksi kdymme ldpi joukon tapoja, joiden avulla
voimme kuitenkin yrittda ratkaista ongelmaa.

Raaka voima

Vaikka ongelma olisi NP-vaikea, voimme silti ratkaista sen pienié tapauksia.
Téassé tehtédvissa voimme tehda algoritmin, joka kay lépi kaikki tavat jakaa
luvut kahteen ryhméén ja valitsee parhaan vaihtoehdon. Tamé vastaa sité,
ettd kidymme lépi kaikki tavat valita toiseen ryhméén tulevat luvut eli kaikki
lukujen osajoukot.

Koska n luvusta voi muodostaa 2" osajoukkoa, téllainen algoritmi vie
aikaa O(2"). Voimme toteuttaa algoritmin esimerkiksi rekursiolla samaan
tapaan kuin teimme luvussa 8. Tuloksena oleva algoritmi on kayttokelpoinen,
jos n on niin pieni, ettd ehdimme kéydéa kaikki osajoukot lapi. Kaytannossa
voimme ratkaista tehokkaasti tapauksia, joissa n on enintdédn noin 20.

Heuristiikat

Yksi mahdollisuus selviytyd vaikeasta ongelmasta on tyytyd optimaalisen
ratkaisun sijasta johonkin melko hyvddn ratkaisuun, joka ei valttamétta ole
optimaalinen. Saamme téllaisen ratkaisun aikaan keksimélld jonkin heuris-
titkan (heuristic), joka muodostaa ratkaisun. Heuristiikka on jokin jérkevi
sdanto, jonka avulla algoritmi rakentaa ratkaisua eteenpéin askel kerrallaan.

Téassé tehtdvissd yksinkertainen heuristiikka on kaydéa luvut ldpi suu-
rimmasta pienimpéin ja sijoittaa luku aina ryhméén, jonka summa on silla
hetkell&d pienempi. Jos kummankin ryhmén summa on yhté suuri, sijoitam-
me luvun ensimmaéiseen ryhméaén. Taméa on jarkeva heuristiikka, koska néin
saamme monessa tapauksessa jaettua lukuja melko tasaisesti ryhmiin.

Esimerkiksi jos luvut ovat [1,2,4,5, 7], sijoitamme ensin luvun 7 ensim-
maéiseen ryhméan, sitten luvut 5 ja 4 toiseen ryhméén ja lopuksi luvut 2 ja 1
ensimmaéiseen ryhméén. Saamme muodostettua ndin ryhmét [1,2, 7] ja [4, 5],
joiden summien ero on 1 eli ratkaisu on optimaalinen.

Tallainen algoritmi ei kuitenkaan tuota aina optimaalista ratkaisua. Kun
tunnemme algoritmin toiminnan, voimme keksiéd tilanteita, joissa se antaa
huonomman ratkaisun. Téllainen tapaus on esimerkiksi [2,2, 2, 3, 3]. Heuris-
titkkaa kayttava algoritmi tuottaa ryhmit [2, 3] ja [2,2, 3], joiden summien
ero on 2. Kuitenkin optimaalinen ratkaisu olisi muodostaa ryhmaét [2, 2, 2] ja
3, 3], joiden summien ero on 0.
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Satunnaisuus

Voimme hyodyntéaéd ongelman ratkaisemisessa myds satunnaisuutta. Voimme
tehdé algoritmin, joka tekee satunnaisia valintoja, ja lisdksi toistaa algoritmia
monta kertaa ja valita parhaan ratkaisun.

Esimerkiksi voimme parantaa éskeistd heuristista algoritmia niin, etta se
sekoittaa alussa lukujen jarjestyksen. Tamaén jidlkeen voimme toistaa algorit-
mia vaikkapa miljoona kertaa ja valita parhaan ratkaisun. Témé voi paran-
taa merkittavésti algoritmin toimintaa, ja on vaikeampaa keksid tapauksia,
joissa algoritmi toimii huonosti.

Rajoittaminen

Joskus voimme saada aikaan tehokkaan algoritmin, kun rajoitamme sopivalla
tavalla tehtavad. Esimerkiksi téssé tehtdvéssd on mahdollista luoda tehokas
dynaamisen ohjelmoinnin ratkaisu, kunhan oletamme, etté luvut ovat sopivan
pienié kokonaislukuja.

Ideana on tarkastella osaongelmia muotoa ”voimmeko valita a ensim-
méisestd luvusta osajoukon, jonka lukujen summa on 0?7 Jos luvut ovat
pienié, niin myos summat ovat pienié, joten voimme ratkaista kaikki téallaiset
osaongelmat rekursiivisesti. Tamén jélkeen riittdd etsid mahdollinen jako,
jossa a = n ja b on mahdollisimman ldhelld lukujen summan puolivélia.

Téllainen ratkaisu vie aikaa O(ns), missi s on lukujen summa. Sanomme,
ettd algoritmi on pseudopolynominen, koska sen aikavaativuus on polynomi-
nen mutta riippuu lukuarvojen suuruudesta. Yleisessa tapauksessa syotteené
annetut luvut voivat kuitenkin olla suuria kokonaislukuja, jolloin emme voi
kayttaa tallaista ratkaisua.

Y
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Liite A
Matemaattinen tausta

Tama liite kdy lapi matematiikan merkintoja ja kasitteitd, joita kaytetaan
kirjassa algoritmien analysoinnissa.

Merkint6ja

Merkinnét |x] ja [x] tarkoittavat, ettd pyoristamme luvun z alaspéin ja
ylospéin kokonaisluvuksi. Esimerkiksi [5.23] =5 ja [5.23] = 6.
Kertoma n! lasketaan 1-2-3---n. Esimerkiksi 5! =1-2-3-4-5 = 120.
Merkintéd a mod b tarkoittaa, mikd on jakojédnnos, kun a jaetaan b:ll4.
Esimerkiksi 32 mod 5 = 2, koska 32 =6 -5 + 2.

Summakaavat
Voimme laskea lukujen 1,2,...,n summan kaavalla
1
Usein hyodyllinen on myos kaava
0 1 n_ a"tt —1
a+a +--F+a=—-,
a—1

joka patee, kun a # 1. Tamén erikoistapaus on kaava
20+21++2n:2n+1_1
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Logaritmi

Logaritmin maééritelmén mukaan log,n = x tarkalleen silloin kun b* = n.
Esimerkiksi log, 32 = 5, koska 2° = 32.
Logaritmi log, n kertoo, montako kertaa meidén tulee jakaa luku n luvulla
b, ennen kuin padsemme lukuun 1. Esimerkiksi log, 32 = 5, koska tarvitsem-
me 5 puolitusta:
32—=106—=-8—=4—=2-=1

Téssé kirjassa oletamme, ettd logaritmin kantaluku on 2, jos ei ole toisin
mainittu, eli voimme kirjoittaa lyhyesti log 32 = 5.
Logaritmeille péatevit kaavat

logy (7 - y) = log,(x) + log,(y)
ja
log,(z/y) = log,(z) — log,(y).

Ylemmaisté kaavasta seuraa myos

log, (") = klogy(z).

Liséksi voimme vaihtaa logaritmin kantalukua kaavalla

Odotusarvo

Odotusarvo kuvaa, mika on keskiméérainen tulos, jos satunnainen tapahtuma
toistuu monta kertaa eli mitéd tulosta voimme tavallaan odottaa.
Kun tapahtumalla on n mahdollista tulosta, odotusarvo lasketaan kaa-
valla
pit1 + pata + -+ + puty,

missd p; ja t; ovat tapahtuman i todennédkéisyys ja tulos. Esimerkiksi kun
heitdmme noppaa, tuloksen odotusarvo on

1/6-(1+2+3+4+5+6)=7/2.
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