Belsingin yiiopisto Tictojenkisitlytieteen I SUONINNS

Parametrin estimointi ja
bootstrap-otanta
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Belsingin yiiopisto Tictojenkisitlytieteen I SUONINNS

B tiistaiaamun laskuharjoituksia ei jatkossa pideta
vahdisen osallistujamdardn vuoksi

B harjoitustyon 1. osan esitteleminen (10-15 min) luennolla
15.4. tuo 3 pistetta

m viimeiselld luentokerralla 24.4. vastaava tilaisuus, jossa
jalleen halukkaat voivat ilmoittautua esittelemdan
aihettaan ja tydnsd 2. osaa

e noin 3 halukasta voidaan ottaa

e naistd sovittava Mikon kanssa etukateen
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Belsingin yiiopisto Tictojenkisitlytieteen I SUONINNS

B Tilastollisia kasitteitd (1dhinna kertaus)
e otos ja populaatio, populaatiojakauma
e otosjakauma

e tunnusluku ja parametri

B Laskentaintensiivisid menetelmia
e Monte Carlo ja satunnaistaminen (kertaus)

® bootstrap

B Parametrin estimointi ja luottamusviélien mdaarittiminen
e otosestimaattorit

e luottamusvilien mddrittdiminen bootstrap-otannalla
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Belsingin yiiopisto Tictojenkisitlytieteen I SUONINNS

B kdytettdvissd oleva aineisto on otos ilmidstd

B koko ilmion perusjoukkoa, josta otos on perdisin,
nimitetddn usein populaatioksi

] X1 :le,XQ:.I‘Q,...,Xn:.Tn
B satunnaismuuttujat X, ..., X, kuvaavat koko ilmiotd

B niiden jakaumasta kdytetddn usein nimitystd
populaatiojakauma
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Belsingin yiiopisto Tictojenkisitlytieteen I SUONINNS

B mielivaltainen tunnusluku ¢
B tietty otoksen koko n

B {:n otosjakauma kuvaa tunnusluvun arvojen jakauman
kaikissa mahdollisissa n-kokoisissa otoksissa
perusjoukosta

B teoreettinen jakauma

B otosjakauma ei viittaa otoksen arvojen jakaumaan (engl.
sampling distribution = otosjakauma, sample distribution =
(yksittdisen) otoksen arvojen jakauma

B sanat vaarallisen ldhelld toisiaan, kysymys aivan eri
asioista
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Belsingin yiiopisto Tictojenkisitlytieteen I SUONINNS

B populaatiojakauman tunnuslukuja kutsutaan usein
parametreiksi, talloin

e tunnusluvun arvo on otoksen funktio (esim.
otoskeskiarvo)

e parametrin arvo on koko populaation funktio
(“todellinen” keskiarvo = populaatiojakauman
odotusarvo)

e mitd voidaan sanoa koko populaatiosta, kun
tunnetaan otos?

e parametrin arvioiminen otoksen perusteella (tasta
hiukan myShemmin)
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B populaatiojakauma tunnettu, tunnusluvun otosjakauma
el

B otosjakauman approksimointi simuloimalla otantaa
populaatiosta

B generoidaan otoksia populaatiojakaumasta

® Monte Carlo approksimaatio: otoksista laskettujen
tunnusluvun arvojen jakauma

B lisddmallad otosten maarad, padstaan mielivaltaisen
tarkkaan approksimaatioon (Suurten lukujen laki)
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B satunnaistamismenetelmilld voidaan testata (kahta)
otosta koskevia hypoteeseeja

B perusjoukko ei ole populaatio vaan kdytettdavissa oleva
otos

= approksoimoitava nollahypoteesin mukainen
otosjakauma ei ole tunnusluvun jakauma populaatiossa,
vaan otoksen kaikissa mahdollisissa permutaatioissa

B entd jos haluttaisiin tehdd pdatelmid koko populaatiosta,
mutta ei tunneta populaatiojakaumaa?
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B tunnusluvun otosjakaumaa ei tunneta, vain otos
B mitddn oletuksia populaatiosta ei tarvitse tehda

m idea: "kuvitellaan” ettd otos on koko populaatio ja
tehddan otantaa otoksesta!

B jos otos on edustava, ndin voidaan approksimoida minkd
tahansa tunnusluvun otosjakaumaa

m engl. bootstrap = saappaan “hihna”; viittaa itsensa
nostamiseen kiskomalla omasta saappaasta eli
bootstrap-otannan intuitiiviseen mahdottomuuteen
(ensikatsomalta)
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B bootstrap- ja satunnaistamisalgoritmit ovat hyvin
samantapaisia

B satunnaistamisessa otanta (kahdesta) otoksesta tehdaan
ilman takaisinpanoa

B bootstrapissa otanta otoksesta tehdaan takaisinpanolla

= alkuperdisen otoksen alkio voi tulla valituksi useita
kertoja samaan pseudo-otokseen

B otanta takaisinpanolla simuloi tilannetta, ettd otantaa
tehddan koko populaatiosta
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m Olkoon S otos, jonka koko on N

e Toista K kertaa
- muodosta N:n alkion pseudo-otos S} otoksesta S
seuraavasti:
toista NV kertaa: valitse satunnaisesti alkio S:sta
ja lisdd se otokseen S
- laske pseudo-tunnusluvun 6} arvo S;:sta

B pseudo-tunnusluvun jakauma on bootstrap-otosjakauma
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eSS 5 1yiiopisto Tictojenkisitlytieteen ORI

B otoksen arvojen jakauma on paras arvio sille, millaisia
arvoja populaatiossa on ja kuinka ne ovat jakautuneet

B bootstrap ei ole taikatemppu, joka toimii aina

B tuottaa huonon tuloksen, jos otos on huono tai
harvinainen

B toisaalta tdlloin on vaikea tehdd mitddn jarkevaa (paitsi
kerata lisda /uutta dataa)

m vrt. nollahypoteesin hylkddmisen virhemahdollisuus eli
p-arvo

= joskus menee pieleen
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B bootstrapia voi kdyttdd lukuisiin erityyppisiin tehtdviin

B hypoteesin testaus tilanteissa joissa populaatiojakaumaa
el tunneta

B estimaatin luotettavuuden arvioiminen
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B arvioi parametrin arvoa, kun tunnetaan otos
B arvioinnin eli estimoinnin tulos on arvio eli estimaatti
B termi estimaattori viittaa estimointimenetelmaan

B hyvd estimaattori tuottaa estimaatteja, jotka ovat
“mahdollisimman usein mahdollisimman ldhelld”
estimoitavan parametrin todellista arvoa

B Juottamusvali (confidence interval) on tapa ilmaista arvion
tarkkuutta
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B yksinkertaisin tapa estimoida parametrien arvoja on
kdyttdd otoksesta laskettuja tunnuslukuja

e kidytetddn odotusarvon arviona otoskeskiarvoa,
varianssin arviona otosvarianssia, korrelaation
arviona otoskorrelaatiokerrointa jne.

B muitakin menetelmia on (ei kasitella talla kurssilla)

B populaatiojakaumasta saattaa olla lisdtietoa, jota voidaan
hyodyntda esim. ns. suurimman uskottavuuden
(maximum likelihood) menetelmalla
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B oletetaan, ettd populaatiojakauman odotusarvoa p ei
tunneta

B kerdtddn otos ja lasketaan otoskeskiarvo z = 10.0

B kdytetddn otoskeskiarvoa estimoimaan todellista p:n
arvoa

B 10.0 saattaa olla tarkka, oikea p:n arvo
B Juultavasti kuitenkin i on “jossakin lahella” arvoa 10.0,
eiy=27+e

B jos e on “pieni”, T on hyvd estimaatti p:lle
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B harhattomia ja tarkentuvia estimaattoreita
e harhattomalle (unbiased) estimaattorille £6 = 6
= tuottaa "keskimdirin” oikean tuloksen

e tarkentuvalle (consistent) estimaattorille
lim P{|§ — 60| > ¢} =0

= otoksen kokoa kasvattamalla padstaan mielivaltaisen
ldhelle parametrin todellista arvoa
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B jos otoksen koko on kiinnitetty, kuinka ldhelld todellista
arvoa estimaatti sitten on?

= luottamusviali

B todenndkdisyys sille, ettd todellinen arvo on tietylld
valilld (johon estimaatti sisdltyy)

B esim. 95 %:n luottamusvali

B ci tarkoita sitd, ettd tiedamme 95 %:n varmuudella mika
todellinen arvo on
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B kuinka todenndkoistd on, ettd todellinen populaation
keskiarvo p sisdltyy vilille p = Z £ ¢, kun € on jokin
kiinnitetty arvo?

B oletetaan ettd tunnemme populaation odotusarvon,
olkoon se 9.75

B keridtaan 10 uutta otosta

B asetetaan ensin € = ¢; = 0.1, sitten € = ¢, = 0.6
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Belsingin yiiopisto Tictojenkisitlytieteen I SUONINNS
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—e— @
—e— ®
—o— L 2
—e— L 4
H——i A
—e— L 4
—e—i ?

—e—i L 4

—o— L 4
—e— @
I I I I I 1 1
8 9 10 11 12 8 9 10 11 12

B c=¢ = 0.1 = vain yhdessa tapauksessa arvio on vililld
[:u — € T 6]

B c=c = 0.6 = yhdeksdssa tapauksessa arvio on vdlilld
[:u — € T 6]
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m Olkoon S otos ja § otostunnusluku, jota kdytetian
estimaattina parametrille 0

1. muodosta K kappaletta bootstrap-otoksia S:std ja laske
niistd pseudo-tunnusluku 07,1 <7 < K

2. lajittele pseudo-tunnusluvut

3. 100(1 — 2a)-prosentin luottamusvilin approksimaation
alaraja on lajiteltujen pseudo-tunnuslukujen K a:s arvo ja
yldraja K (1 — a):s arvo
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B Juottamusvédlien muodostaminen ilman simulaatiota
perustuu keskeiseen raja-arvolauseeseen

e tarkastellaan keskiarvon otosjakaumaa otoksen koon
n funktiona

e otoksen koon kasvaessa otosjakauma "muistuttaa
enemmadn ja enemmdn” normaalijakaumaa

e jos populaatiojakauman odotusarvo on p ja
keskihajonta o,normaalijakauman odotusarvo on p ja

keskihajonta o/ N

m tuloksen merkittavyys: patee kaikille mahdollisille
populaatioille
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B otoskeskiarvo z = 10.0 = {1

® jos otoskoko N on ”“suuri”, arvo 10.0 on perdisin
jakaumasta, joka on likimddrin normaalijakauma
odotusarvona u

= T =pu41960/vVN = 95 %:mn varmuudella

B 95 %:n luottamusvili siis kyseisen normaalijakauman
95%-fraktiilivali

M o el valttamatta ole tunnettu

= joudutaan kdyttimdan otoskeskihajontaa
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W siitd, kuinka suuri varmuus halutaan
B otoksen koosta
B otoksen varianssista

B cstimaattorista
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B voidaan muodostaa perinteisin menetelmin
otostunnusluvuille, joiden otosjakauma on
(asymptoottisesti) normaalijakauma

B ehto ei kuitenkaan padde edes kaikille tavallisimmille
tunnusluvuille

B esim.korrelaatiokertoimen otosjakauma ei ole
asymptoottisesti normaali

B bootstrapilla luottamusvili voidaan muodostaa
otoskorrelaatiokertoimelle (todellisen korrelaation
estimaatille)
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Belsingin yiiopisto

Tictojenkisitlytieteen I SUONINNS

m ylld alkuperdinen otos (korrelaatiokerroin -0.552), alla
yksi bootstrap-otos (-0.545)

X 5 1.75 0.8 5 1.75 5 1.75 1 5 1.75
y | 27.8 | 20.82 | 44.12 | 2941 | 31.19 | 28.68 | 29.53 | 34.62 | 20 | 41.54
X 5 1.75 1.75 5 1 5 0.8 1.75 5 5
y | 27.8 | 20.82 | 2953 | 27.8 | 34.62 | 28.68 | 44.12 | 31.19 | 20 | 27.8
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B bootstrap perustuu otantaan otoksesta takaisinpanolla
B simuloi otantaa koko populaatiosta

B bootstrap-otosjakauma approksimoi tunnusluvun
otosjakaumaa koko populaatiossa

B ei oletuksia populaatiosta
B otoksen tdytyy vain olla edustava

B bootstrapia voidaan kayttdd parametrin estimoinnissa
luottamusvilien konstruoimiseen
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