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1. Osoita, etté jokainen Z-modulin QQ vapaa osajoukko sisiltéa korkeintaan yhden
alkion, ja paittele tésté, ettd Q ei ole vapaa ryhma.

2. Olkoot M ja N jotain R-moduleja. Oletetaan, ettd modulilla M on kanta B
ja f: B — N on jokin kuvaus. Olkoon ¢ : M — N sellainen R-lineaarinen
kuvaus, jolle patee p(b) = f(b) kaikilla b € B (vrt. lause 8.2). Osoita, etté

i) Kuvaus ¢ on injektio, jos ja vain jos kuvajoukko fB on vapaa.

ii) Kuvaus ¢ on surjektio, jos ja vain jos kuvajoukko fB virittad modulin V.

3. Osoita, ettd jokainen vaihdannainen ryhmé on jonkin vapaan vaihdannaisen
ryhman tekijaryhma.

Vihje: Valitse ryhmaélle G jokin virittajajoukko X ja tarkastele vapaata modu-
lia Z) . Kéytd homomorfialausetta sopivaan lineaarikuvaukseen ¢ : Z&X) — G.

4. Olkoon M jokin &érellinen vaihdannainen ryhmé. Kuvaile modulia Q ®z M.

5. Oletetaan, ettd M, N ja P ovat R-moduleja, ja ¢ : M — N on isomorfismi.
Todista seuraavat isomorfismit:
a) M@P=NQ®P, missd 2 @y — p(r) Ry
b) R M=M, missé a ® xr — a.x
c) MeN)@PE(M®P)®(N®P), missi (2,y) @z +— (r® 2,y ® 2).
Kohdassa (b) rengasta R ajatellaan R-modulina.
Vihje: Konstruoi kohdassa (c) lineaarikuvaukset ¢ : M @ P — (M & N) ® P,
missi t®z — (2,0)®2z,jahy : NQP — (M@®N)®@P, missd y®z — (0,y) ® 2.
Madérittele sitten ¢ : (M ® P)® (N ® P) — (M & N) ® P kaavalla ¢(u,v) =
1/11 (u) + 1/12(1)).

6. Tarkastellaan Z-modulien tensorituloa Q ®z Q.

a) Osoita, ettd on olemassa Z-lineaarinen kuvaus ¢ : Q®7Q — Q, jolle patee
p(r@y) =y

b) Osoita, ettd kuvaus ¢ : Q — Q ®z Q, missi ¢(x) =  ® 1, on surjektio ja
kuvauksen ¢ kaanteiskuvaus.



