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1. Todista lemma 8.14: Oletetaan, ettd R ja S ovat renkaita ja ettd on olemassa
rengashomomorfismi R — S. Jos M = R", niin Mg ja S™ ovat isomorfisia
S-moduleina. (Voit kayttda lausetta 8.11.)

2. Olkoon A liitdnnainen ja ykkosellinen R-algebra. Osoita, ettd on olemassa R-
algebrojen homomorfismi ¢ : R — A, jolle pétee 1z — 14. Jos R on kunta,
osoita, ettd R voidaan upottaa A:n alialgebraksi.

3. Tarkastellaan kvaternioalgebraa H.

a) Osoita, ettd jokaisella alkiolla = € H \ {0} on kéénteisalkio.

b) Olkoot = = xyi + x27] + z3k ja y = w17 + yoj + ysk. Esitd kvaternio xy
vektoreiden (x1, x9,3) ja (y1,y2,ys) piste- ja ristitulojen avulla.

4. Olkoon R rengas, ja M jokin R-moduli. Tensorialgebra T'(M) maaritelladn
suorana summana

Yo

missd To(M) = R ja Ty 1 (M) = Tp(M) ® M kaikilla £ > 0. Samastetaan kukin
Ty (M) vastaavan alimodulin ¢ (T} (M)) C T(M) kanssa, missa ¢, on kanoninen
injektio. Samastetaan lisiksi modulit R ® M ja M tunnetun isomorfismin mu-
kaisesti. Osoita, ettd (x,y) — z®y on hyvin mééaritelty bilineaarinen kertolasku
R-modulissa T'(M) ja ettd T'(M) on tdmén kertolaskun suhteen liitdnnéinen ja
ykkosellinen R-algebra.

Vihje: Modulin 7'(M') mielivaltainen alkio on muotoa a+ Y 32, z, missd a € R,
T =2} ® - @z} kaikilla k& > 1 ja z;, # 0 vain dérellisen monella k.

5. Osoita, ettd on olemassa vain kolme keskenddn epaisomorfista 2-ulotteista yk-
kosellisté reaalikertoimista algebraa.

Vihje: Samastetaan ykkosalkion virittaméa aliavaruus kerroinkunnan R kanssa
(vrt. tehtéva 2). Valitse toiseksi kantavektoriksi 1 ja toiseksi jokin b ¢ R. Tar-
kastele kantavektorien kertotaulua. Jos b? = z + yb joillain z,y € R, miéirittele
V¥ = b— y/2. Niin voit olettaa, ettd b? € R.



6. Tarkastellaan symmetrisen ryhméan S3 reaalista ryhmaalgebraa RS3.

a) Etsi algebrasta RS; jokin yksiulotteinen alialgebra.

b) Algebra RS; on my6s RS;-moduli, kun skalaarikertolasku mééritellaan
kaavalla x.y = z - y. Etsi tastd modulista jokin yksiulotteinen R.S3-alimo-
duli, joka on eri kuin kohdassa a) 16ydetty alialgebra.

Vihje: Etsi a)-kohdassa jokin vektori Y, cg, Z,0, jonka virittdma aliavaruus on
suljettu algebrakertolaskun suhteen.



