Algebra 11

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 11 (2 sivua)

to 22.4.2010

1. Oletetaan, ettd R on kokonaisalue. Todista seuraavat vitteet (lemma 11.1):

a) Alkiot a,b € R ovat liittoalkioita, jos ja vain jos a = bc, misséd ¢ € R on
yksikko.

b) Jos a,b € R ovat liittoalkioita ja a = be, niin ¢ on yksikko.
c) Kaikki yksikot ovat toistensa liittoalkioita.

2. Osoita, ettéd renkaassa Z[iv/5] = {a + biv/5 | a,b € Z} luku 2 on jaoton luku,
joka jakaa tulon (1 +iv/5)(1 —iy/5) mutta ei sen tekijoita. Padttele tisté, etti
Z[iv/5] ei ole tekijoihinjakorengas.

Vihje: Jos 2 on jaollinen, niin 2 = (a + bi\/5)(c + di\/5) joillain a,b,c,d € Z.
Tarkastele tdméan yhtalon eri puolilla esiintyvien kompleksilukujen pituuksia
(eli moduleja).

3. a) Olkoon R rengas ja b € R. Osoita, ettd kuvaus 7, : R[X] — R[X], missa
S a; Xt — 3, a;(X + b)Y, on rengasisomorfismi. Piittele, ettd f € R[X]
on jaoton, jos ja vain jos 7,(f) on jaoton.

b) Olkoon p alkuluku. Osoita, ettd X? —1 = (X — 1)g, missd g € R[X]| on
jaoton kunnan QQ suhteen.

Vihje: Tarkastele polynomia 71 (X? — 1) ja kdytd Eisensteinin kriteeria.

4. a) Olkoon R rengas. Osoita, ettd R[X,Y] = R[X]|[Y] (R-algebroina).
b) Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoot a ja b joitain L:n alkioita. Osoita,
etta K(a,b) = K(a)(b).

5. Madrita seuraavissa tapauksissa joukon A virittdméan laajennoksen L/K alilaa-
jennoksen K (A) aste:

a) K=Q, L=R, A={/2}.
b) K=Q,L=C, A={V2,i}.
¢) K =Ty, L=TF,[X]/(X5+X3+1), A= {X}.

Vihje: [K(A) : K] on luvun [L : K| tekija.



6. Tutki, mitkd seuraavista polynomeista ovat jaottomia renkaassa Q[X]:

(a) X*+2X?+ X —4 (d) —3X°+6X*—2
b) X?+2X*+X -5 (e) X®—5X+10
() TX*+X®—2X?+6X +1 (f) 2X°+5X*+6X + 24.

Osoita liséksi, ettd polynomit 3XY2— XY +2 ja X2—Y ovat jaottomia renkaassa
Q[X,Y] = Q[X][Y]. (Voit kayttaa Eisensteinin kriteerié.)



