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Peruskasitteet

0. Kertausta

Tassa luvussa kaydaan lapi sellaiset peruskisitteet ja merkinnét, joiden olete-
taan olevan tuttuja aiemmalta algebran kurssilta.

0.1. Laskutoimitukset. Olkoon X joukko. Joukon X laskutoimitus on ku-
vaus * : X x X — X, joka liittd4 jokaiseen pariin (x,y) yksikésitteisen alkion
joukosta X. Taté alkiota kutsutaan laskutoimituksen tulokseksi ja merkitdén ta-
valliseen tapaan x*y. Laskutoimituksella varustettu joukko tarkoittaa paria (X, ).
Tama on yksinkertaisin algebrallinen struktuuri, ja sitd nimitetdén toisinaan mag-
maksi.

Joukon X laskutoimitusta * kutsutaan

1) listanndiseksi, jos (x x y) * z = x x (y x z) kaikilla x,y,z € X
2) waihdannaiseksi, jos x x y = y * x kaikilla z,y € X.

Jos laskutoimitus toteuttaa liitdnnaisyysehdon, sulkeiden sijainti on merkitykse-
ton myos pidemmissé laskulausekkeissa. (Todistetaan induktiolla.) Télloin kaikki
lausekkeet voidaan kirjoittaa ilman sulkeita, ja potenssimerkinta

TxxTx-xy=2a", (n>1)
-
n kpl

on hyvin méaritelty. Jos laskutoimitus on lisdksi vaihdannainen, ei alkioiden jar-
jestyksella lausekkeessa ole vilié, joten voidaan ottaa kéyttoon tulomerkinté

n
$1*$2*---*$n:H$Z’,
=1

tai yleisemmin, jos I on jokin &&rellinen indeksijoukko:

e

el
Laskutoimituksen neutraalialkioksi kutsutaan alkiota e, jolle patee
Tke=exxr =21 kaikilla z € X.

Jos laskutoimituksella on neutraalialkio, voidaan puhua my6s kddnteisalkioista.
Alkio y on alkion z kéénteisalkio, jos

TrY=y*T =e¢,
missé e on neutraalialkio. Alkion z kiénteisalkiota merkitdin yleensd .

2
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Laskutoimituksen neutraalialkio on aina yksikésitteinen, silld jos e ja €’ to-
teuttavat neutraalisuusehdon, niin

/ /
e=exe =¢€,

joten e = ¢’. Kdanteisalkiot ovat yksikésitteisid, mikali laskutoimitus on liitAnnéai-
nen. Talléin nimittain, jos y ja 3’ ovat molemmat z:n kdédnteisalkioita, saadaan

y=yre=yx(@xy)=(yxx)xy =exy =y,
eliy=1v'.
Jos laskutoimituksella on neutraalialkio, voidaan mééritella alkion x kertaluku.
Jos ehto " = e patee jollain positiivisella kokonaisluvulla n, alkion x kertaluku on
tallaisista luvuista pienin. Mikéli ehto ei pade, sanotaan kertaluvun olevan dareton.

Neutraalialkio itse on ainoa alkio, jonka kertaluku on 1. Jos alkion kertaluku on
2, alkio on oma ka#nteisalkionsa.

Neutraalialkio mahdollistaa nollapotenssin ja tyhjan tulon méaéarittelyn. Jos
m < n, niin

m
2 =e ja H T; = €.
i=n

Negatiiviset potenssit voidaan puolesta maéaritella kédanteisalkion avulla, jos sel-
lainen loytyy:

—-n

T _ (x—l)n

, missa n > 0.
(Potenssin kirjoittamisessa vaaditaan tietysti laskutoimituksen liitAnnéisyyttéa.)
Naistd madritelmisté seuraavat tutut potenssilait:

2™k " = xm—l—n ja (xm)n — xm-n’
missd m ja n voivat olla mitd tahansa kokonaislukuja; negatiivisten potenssien
tapauksessa vaaditaan alkion z k&antyvyytta.

Tavallisesti laskutoimituksia merkitaén joko multiplikatiivisesti kertolaskun ta-
paan, tai additiivisesti yhteenlaskun tapaan. (Jalkimmaéisessi tapauksessa olete-
taan kdytdnnossé aina, ettd laskutoimitus on vaihdannainen.) Oheisesta taulukos-
ta selvidvat eri merkintdtapojen yksityiskohdat.

multiplikatiivinen additiivinen
laskutoimitus x -y tai xy (tulo) x4y (summa)
potenssimerkinta " nx tai n.x (monikerta)
tulomerkinta [z = Yo X
neutraalialkio 1 (ykkosalkio) 0 (nolla-alkio)
kééanteisalkio r 1 —z (vasta-alkio)

Joukko X saatetaan myos varustaa useammalla kuin yhdella laskutoimituksel-
la, tavallisimmin kahdella. Talloin toinen laskutoimitus on yleensé vaihdannainen,
ja sitd merkitaan additiivisesti; toista laskutoimitusta merkitdan puolestaan mul-
tiplikatiivisesti. Koko rakenne on siis kolmikko (X, +, ). Laskulausekkeissa kerto-
laskut ajatellaan laskettavaksi ennen yhteenlaskuja, joten esim. z + y - z tarkoittaa
lauseketta = + (y - z). Lisdksi sanotaan, etté tillaiset laskutoimitukset toteuttavat
osittelulain, mikali

r-(y+z)=x-y+z-z ja (r+y) z=z-24+y-2
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kaikilla z,y, z € X.

0.2. Perusrakenteet. Tavallisimpiin algebrallisiin rakenteisiin kuuluu ryh-
ma.

MAARITELMA 0.1. Paria (G, %), missé * on joukon G laskutoimitus, nimitetaan
ryhmdaksi, mikéli se toteuttaa seuraavat ehdot:

) G on suljettu laskutoimituksen suhteen, eli z *xy € G kaikilla z,y € G.
) Laskutoimitus on liitdnnéinen.

2) Laskutoimituksella on neutraalialkio joukossa G.

3) Jokaisella = € G on kéénteisalkio joukossa G.

(GO
(G1
(G
(G

Huomataan, ettd ehto (GO) sisdltyy itse asiassa jo laskutoimituksen mééri-
telméan. Kaanteisalkiot ovat yksikésitteisid, koska laskutoimitus on liitdnné&inen.
Mikali laskutoimitus on liséksi vaihdannainen, rakennetta nimitetddn vaihdannai-
seksi eli Abelin' ryhmiksi. Eriitd esimerkkejé ryhmistd ovat

(Z,+) (Abelin ryhma)

s (Qa +)7 (Q \ {0}7 ')7 (Rv +)7 (R \ {0}7 ) (Abehn ryhmié)

(Zp,,+), jadnnosluokat varustettuna yhteenlaskulla modulo n (Abelin
ryhm4)

jonkin joukon kaikki bijektiot varustettuna kuvausten yhdistdmisella
kdantyvit n X n-reaalimatriisit varustettuna matriisien kertolaskulla.

Ryhmalaskutoimituksen tarkein ominaisuus on sievennyssddanté. Jos x, y ja z
ovat ryhmén alkioita ja e on neutraalialkio, niin

1 -1

rxy=xxz = (x xx)xy=(x *xz)x2 = y=2z.
—_———

€ €

Sievennyssaanto kayttda hyvikseen kaikkia ryhméaksioomia. Tésta sddnnosta saa-
daan myo6s seuraava aputulos.

LEMMA 0.2. Olkoon (G, *) ryhmda, neutraalialkiona e. Talloin kaikilla x,y € G
patee
THRY=1y = T =e.

Tarkastelemalla kontrapositiota “jos & # e, niin x*y # y” voidaan saatu tulos
tulkita niin, ettd ryhmaéssd milld tahansa neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla
kertominen muuttaa kaikkia muita alkioita.

Rakennetta, joka toteuttaa edellisestd mééritelmésta vain ehdot (GO) ja (G1),
nimitetddn puoliryhmdksi. (Puoliryhmé on siis liitdinndinen magma.) Jos rakenne
toteuttaa ehdot (G0)—(G2), sitd kutsutaan monoidiksi. Esimerkkeja monoideista
ovat luonnollisten lukujen vaihdannainen monoidi (N, +) (neutraalialkiona 0), se-
ké kaikkien n x n-reaalimatriisien muodostama joukko varustettuna matriisikerto-
laskulla (neutraalialkio yksikkématriisi). Esimerkkejé puoliryhmista ovat (Z4, +)
(positiiviset kokonaisluvut), seké minké tahansa renkaan ideaali (mééritelmé seu-
raa myohemmin), laskutoimituksena kyseisen renkaan kertolasku.

1N0rjalainen Niels Henrik Abel, 1802-1829, todisti vahintdén viidennen asteen yleisten po-
lynomiyhtéléiden ratkeamattomuuden.
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Kahden laskutoimituksen rakenteista yleisimpid ovat renkaat ja kunnat.

MAARITELMA 0.3. Rakennetta (R,+,-) kutsutaan renkaaksi, jos se tayttaé
seuraavat ehdot:

(R1) Pari (R, +) muodostaa vaihdannaisen ryhmén.
(R2) Pari (R,-) muodostaa monoidin.
(R3) Osittelulaki pétee.

Rengasta nimitetdén vaihdannaiseksi, mikali kertolasku on vaihdannainen.

Esimerkkeja renkaista:

d (Za +, ')’ (Qa +, '), (R’ +, )

® (Zy,+,-) (modulaariaritmetiikka)

e n x n-reaalimatriisit

e Abelin ryhmén G endomorfismit (homomorfismit G — G) varustettu-
na pisteittéisella yhteenlaskulla: (f + g)(z) = f(z) + g(z), ja kuvausten
yhdistamisella.

Renkaan R kadntyvien alkioiden joukkoa merkitdsn usein R*. Taméa tulee
erityisesti kyseeseen tuttujen lukurenkaiden, kuten renkaiden Q, R ja Z,,, kohdalla.

Esim. Q* = Q\ {0}.
Osittelulaista seuraa, ettd renkaassa R patee 0-x = x -0 = 0 kaikilla x € R,
nimittain
0-2=0+0)-z=(0-2)+(0-2),
josta yhteenlaskuryhmén sievennyssédantoa kayttamélla saadaan 0 = 0 - . Yhtalo
x - 0 = 0 todistetaan samalla tavalla. Sdannoéista 1 -2 =z ja 0 - x = 0 seuraa nyt,
ettd jos 0 = 1, niin rengas koostuu pelkistaan nolla-alkiosta (ns. triviaalirengas).

Olkoon jatkossa R vaihdannainen rengas, jossa 0 # 1. On mahdollista, etta
x -y =0, vaikka x # 0 # y (vrt. matriiseihin). Mikéli kuitenkin kaikilla =,y € R
patee
z-y=0 = r=0 tai y=0,
vaihdannaista rengasta R nimitetddn kokonaisalueeksi. Esimerkiksi (Z,+,-) on
kokonaisalue.

Erikoistapaus kokonaisalueesta on kunta.

MAARITELMA 0.4. Vaihdannaista rengasta (K, +,-) nimitetddn kunnaksi, jos
0 # 1 ja pari (K \ {0}, ) muodostaa vaihdannaisen ryhmén.

Vaihdannainen epétriviaali rengas on siis kunta, jos ja vain jos se sisdltaé kaik-
kien nollasta poikkeavien alkioidensa ka#nteisalkiot. Jokainen kunta on kokonais-
alue, silld jos x - y = 0 joillain x,y € K, ja x # 0, niin
y:x_l-x-y:x_l-O:O.

Liséaksi jokainen a#rellinen kokonaisalue on kunta. Jos nimittdin K on &irellinen
kokonaisalue ja = € K \ {0}, niin jokainen z:n (positiivinen) potenssi on nollasta
poikkeava. Koska K on &érellinen, niin joillain n,m € N, n > m > 1, pitee

" = ™. Tasta saadaan
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Edelleen, koska K on kokonaisalue ja ™ # 0, taytyy pateda ™" — 1 = 0. Télloin

1=g""=g""""1.2 ¢li 2" ™ ! on alkion x kisnteisalkio.

Tuttuja kuntia ovat lukualueet Q, R ja C tavallisine laskutoimituksineen.

0.3. Alirakenteet ja virittdminen. Mahdollisimman yleisesti muotoiltuna
laskutoimitusstruktuurin X alistruktuurilla tarkoitetaan osajoukkoa Y C X, jolle
patevat seuraavat ehdot:

e Y on suljettu kaikkien X:n laskutoimitusten suhteen.

e Y siséltad kaikkien X:n laskutoimitusten neutraalialkiot.

e Jos alkiolla z € Y on joukossa X kinteisalkio 2! jonkin laskutoimituk-
sen suhteen, niin z~! € Y.

Namaé ehdot realisoituvat hieman eri muodoissa eri rakenteiden yhteydessa. Eh-
doista seuraa, etté alistruktuuri on aina samaa tyyppia kuin ympéaroéiva struktuuri,
esim. alirengas on aina itsekin rengas. Kuitenkaan miké tahansa renkaan ehdot
tayttéva toisen renkaan osajoukko ei valttamatta ole alirengas.

MAARITELMA 0.5. Ryhmén (G,-) osajoukko H on G:n aliryhmd, jos

(H1) H on suljettu laskutoimituksen suhteen, eli gh € H kaikilla g, h € H.
(H2) H sisdltdd ryhmén G neutraalialkion.
(H3) H siséltii kaikkien alkioidensa kiiinteisalkiot, eli g~! € H kaikilla g € H.

Téalloin merkitddin H < G.

Ehtoa (H2) ei tarvitse erikseen tarkistaa, jos muut ehdot ovat voimassa ja H on
epétyhja. Talloin nimittiin 16ytyy jokin ¢ € H, ja chdoista seuraa etti g~' € H
seké, edelleen e = g - ¢! € H. Pienelli pittelylli saadaan seuraava toisinaan
kéteva tulos.

LAUSE 0.6 (Aliryhméakriteeri). Ryhmdn G osajoukko H on G:n aliryhmd, jos
ja vain jos

(H1) H#0
(H2) gh™! € H kaikilla g,h € H.

Toinen aliryhmiin liittyva erikoisuus mainitaan seuraavassa lauseessa.

LAUSE 0.7. Ryhmdn G osajoukko H on G:n aliryhmd, jos ja vain jos se on
ryhmd.

Lause ei seuraa suoraan aliryhmén maéaaritelmésté, silla ryhmalla H voisi olla
esimerkiksi eri neutraalialkio kuin ryhmaélld G. Voisi siis pated €’ - g = g kaikilla
g € H, vaikka ¢’ ei olisikaan koko ryhméin G neutraalialkio. Ryhmaéssa kuiten-
kin milla tahansa varsinaisesta neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla kertominen
muuttaa kaikkia muita alkioita, joten edella kuvailtuja pienemmaéssa joukossa toi-
mivia neutraalialkioita ei 16ydy. Tulos seuraa téstd sekd ympérdivan ryhmén G
kaanteisalkioiden yksikéasitteisyydesta.

Alkioon ¢ liittyvéat aliryhmén H vasen ja oikea sivuluokat méaritelladan jouk-
koina

gH ={gh | h € H} ja Hg=1{hg|heH}.
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Voidaan osoittaa, ettd kaikki tietyn aliryhmén vasemmat (tai yhtd hyvin oikeat)
sivuluokat muodostavat koko ryhmén osituksen. Lisdksi, jos aliryhmé& on &érel-
linen, kaikki sivuluokat ovat samankokoisia.? Tésté seuraa ryhméteorian kenties
tarkein tulos.

LAusE 0.8 (Lagrange®). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja H sen aliryhmd. Til-
loin G:n alkioiden lukumddrd on jaollinen aliryhmdn H alkioiden lukumddrdlld.

Aliryhmén sivuluokkien lukumééraéd nimitetédén aliryvhmén indeksiksi ja mer-
kitdédn [G : H]. Indeksin avulla Lagrangen lause voidaan esittdd my6s hieman
yleisemmassé (ja kompaktimmassa) muodossa: [G : H] = G/H.

Yleisista alistruktuuriehdoista saadaan kriteerit myos alirenkaana tai alikun-
tana olemiselle.

LAUSE 0.9 (Alirengaskriteeri.). Renkaan R osajoukko A on alirengas, jos ja
vain jos

(AR1) z —y € A kaikilla x,y € A
(AR2) zy € A kaikilla xz,y € A
(AR3) 1 € A (kertolaskun neutraalialkio renkaassa R).

Ehdon (AR1) muotoilussa on kéytetty ylld mainittua aliryhmékriteerié; kol-
mas ehto nimittdin takaa, ettd A on epéatyhja.

LAUSE 0.10 (Alikuntakriteeri.). Kunnan K osajoukko L on alikunta, jos ja
vain jos

(AK1) L* # )
(AK2) x —y € L kaikilla x,y € L
(AK3) zy~! € L kaikille x € L jay € L*.

Miké tahansa struktuurin X osajoukko S ei ole valttaméattd alistruktuuri,
mutta se voidaan aina tdydentdd alistruktuuriksi lisdamalla siihen sopivasti al-
kioita. Pieninta alistruktuuria, joka siséltaéd joukon S nimitetdén S:n virittdmdksi
alistruktuuriksi ja merkitdén (S). Voidaan osoittaa, ettd (S) on kaikkien niiden
alistruktuurien leikkaus, jotka sisaltéavat joukon S.

Esimerkiksi ryhmén G osajoukon S virittdmé aliryhmé 16ydetdan lisdamaélla
S:44n tarvittaessa G:n neutraalialkio, kaikki mahdolliset S:n alkioista muodos-
tettavat tulot, seké kaikki S:n alkioiden kédnteisalkiot. Tiivistden téamaé voidaan
kirjoittaa muotoon

(S) = {w1wg---ap | k€N, z; € S tai z; ' € S kaikilla i < k}.

Yhden alkion z virittdméé aliryhméé voidaan merkitéa (x). Jos G = (x) jollain z,
eli koko ryhmé on yhden alkionsa virittdmaé, ryhméa kutsutaan sykliseksi. Syklis-
td ryhmééd merkitaan yleensia C),, missd n on alkion z kertaluku (voi olla myos
adreton). Ryhmén C,, alkioiden lukumé&éré on n. Esimerkiksi Z on déreton sykli-
nen ryhmaé. Sykliset ryhmét ovat yksinkertaisimpia vaihdannaisia ryhmié. Niiden
kaikki ali- ja tekijdryhmét ovat myos syklisia.

2Myé')s adrettomén aliryhmén sivuluokat ovat yhtd mahtavia.
3Joseph—Louis Lagrange (1736-1813) ei todistanut nimedan kantavaa lausetta, mutta kéytti
joitain sen erityistapauksia polynomiyhtaloitd koskevassa tutkimuksessaan.
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0.4. Homomorfismit. Samantyyppisia algebrallisia rakenteita voidaan ver-
rata toisiinsa homomorfismien avulla. Kuvausta f struktuurista (X, %) struktuu-
riin (Y, o) kutsutaan homomorfismiksi, jos seuraavat ehdot patevét:

(HM1) f(z*y) = f(z)o f(y) kaikilla z,y € X.
(HM2) Jos laskutoimituksella * on neutraalialkio ey, niin f(ex) = ey, missé ey
on laskutoimituksen o neutraalialkio.

Ehdot siis takaavat, ettd kuvaus séilyttaa laskutoimitusten tulokset sekd neutraa-
lialkiot. Jos laskutoimituksia on kaksi tai useampia, ehtojen tulee péted kunkin
laskutoimituksen osalta.

Homomorfismi f : (X, %) — (Y, 0) kuvaa mahdolliset kdanteisalkiot kadntei-
salkioiksi kaikkien struktuurien tapauksessa. Tamé seuraa yhtéloketjusta

f@)ofla™) = flzxa™) = flex) = ey,

joiden perustella f(x)~! = f(z~!). Induktiolla saadaan lopulta osoitettua, ett

f@") = f(x)"
kaikilla kokonaisluvuilla n.

Homomorfismien merkitys on siiné, ettd ne sdilyttévit algebralliset ominaisuu-
det. Esimerkiksi alistruktuurin kuva homomorfismissa on vastaavanlainen alistruk-
tuuri maalistruktuurissa. Myo6s liitdnnaisyys-, vaihdannaisuus- ja ositteluominai-
suudet sailyvat. Erityisesimerkki homomorfismista on bijektiivinen eli kdantyva
homomorfismi, jota nimitetddn isomorfismiksi. Koska se kuvaa struktuurit toi-
sikseen sédilyttden algebralliset ominaisuudet molempiin suuntiin, ovat ndmé ns.
isomorfiset struktuurit taysin samankaltaiset toistensa kanssa, alkioiden ja lasku-
toimitusten nimedmisté vaille identtiset.

Ryhmien tapauksessa myos homomorfismin kohdalla saadaan muutamia yksin-
kertaistuksia. Ensinnékin ryhmien vélisen kuvauksen f : (G,*) — (H,o) tapauk-
sessa jalkimmaéistd homomorfismiehtoa (HM2) ei tarvitse erikseen tarkastella, silld
ensimmaisestad ehdosta seuraa

fle) = fleq *x eq) = f(eg) o f(eq),
josta ryhmén H sievennyssdannon avulla tulee ey = f(eq). Toinen seikka liittyy
homomorfismin ytimeen

Kerf={zeG| f(z)=en}.
Voidaan osoittaa, ettd kuvaus f on injektiivinen, jos ja vain jos Ker f = {eg}. Ky-

seinen ehto seuraa injektiivisyydesté, koska f(eg) = ey. Toinen suunta nahdéaén
seuraavasti: Oletetaan, ettd f(x) = f(y) joillain x,y € G. Talléin

-1 -1
en = f(x)o fly) = flzxy™),
joten z %y~ on ytimessd Ker f. Jos ydin sisdltdd vain neutraalialkion eq, niin
zxy ' = egq, ja edelleen z = y. Téamé osoittaa injektiivisyyden.

1

Ryhméahomomorfismia koskien voidaan téssé yhteydessé mainita seuraava hel-
posti muistettava saanto.

LAUSE 0.11. Homomorfismi f ryhmdltd G ryhmdadn H on

o injektiivinen <= Ker f = {eq}
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o surjektiivinen <— Im f = H.

Rengashomomorfismin f : R — S ydin mééritellddn nolla-alkion alkukuvana:
Kerf ={z € R| f(z) =0}.

Rengashomomorfismin ydin on siis sama kuin renkaan yhteenlaskuryhmééan liitty-
van vastaavan ryhméahomomorfismin ydin. Téstéd seuraa, ettd myos rengashomo-
morfismi on injektiivinen, jos ja vain jos sen ydin on triviaali.

Kunnat koostuvat kahdesta vaihdannaisesta ryhmésté, ja tdmé mahdollistaa

vield erdan yksinkertaistuksen.

LAUSE 0.12. Jokainen kuntahomomorfismi f : K — L on injektitvinen.

Tulos seuraa siité, ettd rengashomomorfismin ydin on aina ideaali (tdhén pa-
lataan mythemmin) ja milla tahansa kunnalla K on vain triviaalit ideaalit {0} ja
K. Vaihtoehto K ei tule kysymykseen, koska f(1x) = 11 # 0. Siispa Ker f = {0},
miké yhteenlaskuryhméssé tulkittuna tarkoittaa sité, ettd f on injektiivinen.
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1. Tekijarakenteet

Téassad osassa tarkastellaan tekijarakenteita, kuten tekijaryhmié ja tekijaren-
kaita, lahtien liikkeelle mahdollisimman yleisistd periaatteista. Tekijarakenteiden
ajatuksena on padsta tarkastelemasta yksityiskohtia silloin, kun se ei ole vélt-
tamatonta. Esimerkiksi annetun kokonaisluvun parillisuuden paattelemiseen tar-
vitsee tarkastella vain viimeistd numeroa. Yhteenlaskusta puolestaan tieddmme,
ettd kahden luvun summa on parillinen, jos ja vain jos luvut ovat joko molemmat
parillisia tai molemmat parittomia. Silloin kun parillisuus on ainoa kiinnostava
ominaisuus, selvidmme hyvin misté tahansa yhteenlaskuun liittyvéasta ongelmasta
tarkkailemalla vain yhteenlaskettavien parillisuutta. Esimerkiksi summan

102738471029348 4 1723841702893740 + 172389471029347

selvittdminen on tyolasta, mutta pelkké vilkaisu kertoo, ettd tulos on pariton.

1.1. Ekvivalenssirelaatiot. Minka tahansa tekijarakenteen taustalla on osi-
tus. Ositus jakaa rakenteen X erillisiin epétyhjiin osiin, jotka yhdessé siséltévat
kaikki alkuperaisen rakenteen X alkiot. Tekijarakenteen alkioina toimivat sitten
nama osat, ja jokaisen yksittdisen osan sisdltdméa rakenne jatetdan tekijaraken-
teessa huomiotta.

Kuva 1. Tekijarakenteessa samaan osaan kuuluvat alkiot samastetaan.

Toinen tapa ymmaértad tekijadrakennetta on, ettd ajatellaan samastettavaksi
samaan osaan sisdltyvat alkiot. Talloin niiden valiset erot ikddn kuin tahallisesti
unohdetaan. Tamé johtaa luonnollisella tavalla ekvivalenssirelaation kéasitteeseen.
Jos R on jokin kaksipaikkainen relaatio, niin merkinté xRy tarkoittaa, ettd x on
relaatiossa alkion y kanssa.? Intuitio antaa olettaa, etti kuvatakseen ekvivalenssia
(tai “samastamista”) kaksipaikkaisen relaation R on toteutettava alla olevat ehdot
kaikilla alkioilla x, ¥, z:

1. R on refleksiivinen, eli xRx.
2. R on symmetrinen, eli jos xRy, niin yRx.
3. R on transititvinen, eli jos xRy ja yRz, niin xRz.

Nama ehdot voidaan ottaa ekvivalenssirelaation maaritelmaksi.

4Tarkasti maédariteltyna kaksipaikkainen relaatio R tarkoittaa osajoukkoa jérjestettyjen parien
joukossa X x X. Alkio x on relaatiossa alkion y kanssa, mikéli (z,y) € R.
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MAARITELMA 1.1. Kaksipaikkaista relaatiota R joukossa X kutsutaan ekvi-
valenssirelaatioksi, jos se on refleksiivinen, symmetrinen ja transitiivinen. Alkion
x sanotaan olevan ekvivalentti alkion y kanssa, jos xRy. Alkion x ekvivalenssi-
luokaksi relaation R suhteen nimitetdan joukkoa, joka siséltdéd kaikki x:n kanssa
ekvivalentit alkiot:

[z]r ={y € X | zRy}.
Ekvivalenssiluokkaa voidaan merkitd myos [x| tai T, jos relaatio on asiayhteydesté
selvi. Relaation R kaikkien ekvivalenssiluokkien joukkoa merkitdan X/R.

Tietyn ekvivalenssirelaation ekvivalenssiluokat muodostavat aina osituksen.
Toisaalta jokainen ositus antaa aiheen maééritelld ekvivalenssirelaatio, jossa sa-
maan osaan kuuluvat alkiot ovat keskenédén ekvivalentteja. Kaksi ekvivalenssiluok-
kaa [z] ja [y] ovat samat, jos ja vain jos x on ekvivalentti y:n kanssa. Sanotaan,
ettd sekéd x ettd y ovat tdmén ekvivalenssiluokan edustajia.

Olkoon nyt (X, *) jokin algebrallinen struktuuri, jonka tekijarakenne halutaan
muodostaa. Ideana on valita sopiva ekvivalenssirelaatio ~ samastamaan sellaiset
alkiot, joiden eroja ei haluta huomioida. Néin saatavaan ositukseen X/~ mééri-
tellddn sitten uusi laskutoimitus #', joka vastaa luonnollisella tavalla alkuperiisti
laskutoimitusta:

[#] ¥ [y] = [z xy] kaikilla z,y € X.

Téssd madritelméssa on erds ongelma. Laskutoimituksen #” téytyisi liittda jo-
kaiseen pariin ([z], [y]) yksikésitteinen kolmas alkio [x] ' [y]. Kaavan antama tulos
[ * y] riippuu kuitenkin ndennéisesti joukon X alkioista x ja y. Kukin ekvivalens-
siluokka voi sisdltdd monia eri alkioita x1,x2, 3, ..., ja talloin [x1] = [zo] = [z3],
june. Jotta laskutoimituksen [z] «’ [y] tulos olisi yksikésitteinen, on siis pidettava
huoli siité, ettéd se ei riipu joukon X alkioista vaan ainoastaan niiden edustamista
luokista. Toisinaan sanotaan, ettd télldin kaavan antama laskutoimitus on hyvin
mddritelty. Maarittelyn onnistuminen yleisessé tapauksessa vaatii, ettd laskutoi-
mitus ja ekvivalenssirelaatio ovat tietylld tavalla yhteensopivat.

MAARITELMA 1.2. Olkoon X joukko, jossa on méaéaritelty laskutoimitus * seké
ekvivalenssirelaatio ~. Jos kaikilla x,2’,y,3’ € X patee

z~72 ja y~1v = zxy~a xy,

sanotaan, ettéd laskutoimitus * on yhteensopiva relaation ~ kanssa.

Yhteensopivuus takaa sen, etté tekijarakenteessa voidaan méaritella alkupe-
raisté laskutoimitusta vastaava laskutoimitus.

LAUSE 1.3 (Tekijarakenteen méadritelmé). Olkoon * laskutoimitus joukossa X,
ja olkoon ~ laskutoimituksen * kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Tdlloin
on olemassa joukon X/~ laskutoimitus ', jolle patee

[] ' [y] = [z * y]
kaikilla x,y € X.
ToDISTUS. Jotta lauseessa annettu kaava méaarittelisi laskutoimituksen *' tu-

loksen yksikésitteisesti, taytyy ekvivalenssiluokan [z x /] olla sama aina, kun
x' € [z] jay' € [y]. Olkoot siis o', y" € X sellaisia, ettd 2’ ~ z ja ¢y ~ y. Koska
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laskutoimitus * on yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa, pitee x*y ~ x’ *1/.
Talloin

[ y] = [2" o],
eli laskutoimituksen ' tulos ei riipu luokkien [z] ja [y] edustajien valinnasta, vaan
on aina sama luokka [z * y]. U

Yleensa tekijarakenteen laskutoimitusta merkitdan samalla symbolilla kuin al-
kuperaisen rakenteen laskutoimitusta, mikéli sekaantumisen vaaraa ei ole.

Mikéli laskutoimituksella on rakenteessa X neutraalialkio, sen ekvivalenssi-
luokka [e] toimii neutraalialkiona tekijarakenteessa. Tamé néhdaén siitd, etta
le] * [x] = [e x x] = [z] kaikilla z € X.

ESIMERKKI 1.4. Tarkastellaan monoidin (N, +) ositusta parillisiin ja paritto-
miin lukuihin. Tata ositusta vastaa ekvivalenssirelaatio

n~n' <= n+n =2k jollain k € N.

Relaatio ~ on yhteensopiva yhteenlaskun kanssa, silla jos m+m/ = 2k jan+n' =
2[, niin
(m+n)+m +n)=2k+20=2(k+1) ja k+1eN.

Nyt voidaan maéritelld laskutoimitus [m] + [n] = [m + n], missd tulos riippuu
vain siitd, ovatko m ja n parillisia vai parittomia. Neutraalialkiona toimii [0] eli
parillisten lukujen luokka, ts. parillisen luvun lisddminen séilyttdd parillisuuden
ja parittomuuden. Saatu kaksialkioinen tekijdmonoidi on itse asiassa ryhmé4, silla
[1] on oma vasta-alkionsa.

Voitaisiin my6s tarkastella luonnollisten lukujen jakoa osiin {0,1,2} (pienet
luvut) ja {3,4,5...} (suuret luvut). Tétéd ositusta kuvaavassa relaatiossa kaksi
alkiota ovat ekvivalentteja, jos molemmat ovat pienid tai molemmat suuria. Ekvi-
valenssirelaatio ei ole yhteensopiva laskutoimituksen kanssa, silla kahden pienen
luvun summa voi olla joko pieni (esim. 1+ 1 = 2) tai suuri (esim. 2+ 2 = 3). Nain
ollen luokkien “pienet” ja “suuret” yhteenlaskua ei voida maéritella.

ESIMERKKI 1.5. Erotusmonoidit. Olkoon (M, +) vaihdannainen monoidi, esim.
(N, +). Yritetddn luoda monoidia M vastaava rakenne, jossa kaikki alkiot olisivat
kéantyvia. Ideana on muodostaa symbolisia erotuksia a — b, joista sitten samaste-
taan ne, joiden voi ajatella vastaavan samaa alkiota.

Erotuksien muodostamiseksi tarkastellaan tulomonoidia (M x M, +), jossa yh-
teenlasku maaritelladn pisteittiin: (a,b)+ (¢, d) = (a+c¢,b+d), ja neutraalialkiona
toimii (0,0). Paria (a,b) voidaan nyt pitd& symbolisena erotuksena. Tulomonoi-
dissa méadaritelldan relaatio

(a,b) ~ (V) < a+V +c=d +b+c jollain ce M.
Relaatiota voidaan verrata kokonaislukujen laskusaént6ihin, joiden mukaan a—b =
a' =V, jos ja vain jos a+b = a’+b. Alkio ¢ voidaan jattai ehdosta pois, jos jokainen
alkio on supistuva, eli jos ehdosta x + ¢ = y + ¢ seuraa x = y (kuten luonnollisilla
luvuilla).

On helppo osoittaa, etté relaatio ~ on yhteenlaskun kanssa yhteensopiva ekvi-
valenssirelaatio. Saatavaa tekijarakennetta M x M/~ kutsutaan erotusmonoidiksi.
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Kanoninen kuvaus a — [(a, 0)] liittd4 alkuperédisen monoidin M erotusmonoidiin-
sa. Mikali jokainen alkio on supistuva, kanoninen kuvaus on injektio, ja alkuperéi-
nen monoidi voidaan ajatella erotusmonoidin osajoukkona (esim. (N, +) C (Z,+)).
Erotusmonoidissa jokaisella alkiolla [(a,b)] on vasta-alkio, silla

[(b,a)] +[(a,0)] = [(a + b,a + b)] = [(0,0)].

Erotusmonoidin konstruktiota voidaan hieman yleistda valitsemalla aluksi jo-
kin laskutoimituksen suhteen suljettu osajoukko S, jonka alkioista halutaan kaén-
tyvia. Talloin ekvivalenssin ehdoksi tulomonoidissa tulee

(a,b) ~ (a',V) <= a+b +c=d +b+c jollainceS.

Tallainen yleisempi konstruktio on tarpeen esimerkiksi silloin, kun monoidista
(Z,-) halutaan konstruoida murtoluvut. Joukoksi S on téssé tapauksessa valitta-
va Z \ {0}. (Multiplikatiivisen merkinnén tapauksessa erotusmonoidia kutsutaan
jakomonoidiksi.)

1.2. Homomorfismien hajottaminen. Oletetaan, ettd on méaritelty al-
gebrallinen struktuuri (X, %) ja sen tekijastruktuuri X/R ekvivalenssirelaation R
suhteen. Kuvausta 7 : X — X/R, 7(xz) = [z], joka liittdd jokaiseen alkioon sen
edustaman ekvivalenssiluokan, nimitetddn kanoniseksi surjektioksi. Tekijaraken-
teen méadritelmésté seuraa suoraan, ettd kanoninen surjektio on aina homomorfis-
mi.

Oletetaan nyt, ettd on liséksi méaritelty homomorfismi f : (X,*x) — (Y,-).
Heréé kysymys, voidaanko maéritelld sellaista homomorfismia f tekijarakenteesta
X/R joukkoon Y, joka toteuttaisi ehdon

f=For.
Tamén ehdon toteutuessa sanotaan, ettd alla oleva kaavio kommutos.

f

4
/
\ T

X/R

X

Y

Kommutointiechdon merkitys on siiné, etta sen toteutuessa voitaisiin kirjoittaa

F(lz]) = f(2),

jolloin homomorfismin f ominaisuudet olisivat suoraan johdettavissa kuvauksen
f ominaisuuksista. Ongelma puolestaan on se, ettd kuvaus f voi saada eri arvoja
sellaisillakin alkioilla, jotka kuuluvat samaan ekvivalenssiluokkaan, kun taas f o
kuvaa téllaiset alkiot aina samalle alkiolle. Ongelma ratkaistaan samalla tavoin
kuin tekijarakenteen maéarittelyssa.

MAARITELMA 1.6. Olkoon X joukko, jossa on maéaritelty ekvivalenssirelaa-
tio ~. Olkoon f lisdksi kuvaus X:Ita joukkoon Y. Jos kaikilla x, 2’ € X patee

e~ = f(r) = f@),

sanotaan, ettd kuvaus f on yhteensopiva ekvivalenssirelaation ~ kanssa.
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LAUSE 1.7 (Homomorfismin hajottaminen). Olkoon f homomorfismi struktuu-
rilta (X, *) struktuuriin (Y, ), ja olkoon ~ joukossa X mddritelty laskutoimituksen
kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Jos f on yhteensopiva ekvivalenssirelaa-
tion ~ kanssa, niin on olemassa yksikdsitteinen homomorfismi f : X/ ~— Y,
jolle pitee

f=Form

missi m on kanoninen surjektio X — X/~.

TobisTus. Olkoot z,z" € X sellaisia, ettd m(x) = m(2’). Talloin = ~ 2/, ja
koska f on yhteensopiva relaation ~ kanssa, myos f(z) = f(2'). Koska f(z') on siis
sama alkio kaikilla 2’ € [x], voidaan kuvauksen f arvot méritellsi yksikésitteisesti
valitsemalla f([z]) = f(z). Niin saatu f on homomorfismi, silli

fal = [yl) = f(lz=yl) = flzxy) = f(2)- fly) = F([=]) - (YD),
ja mahdollinen neutraalialkion luokka [e] kuvautuu alkiolle f(e), joka on struk-
tuurin Y neutraalialkio. Kuvauksen f yksikésitteisyys seuraa suoraan siiti, ettd
sen on toteutettava kaava f([z]) = f(z). O

HuomAuTus 1.8. Edellisessd lauseessa mainittu ehto on itse asiassa valttaméa-
ton, eli kaavan f = f o madrittelemd kuvaus on olemassa jos ja vain jos f on
yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa. Huomaa liséksi, ettd Im f = Im f.

ESIMERKKI 1.9. Jatketaan esimerkin 1.4 tarkastelua. Niin sanottu inkluusio-
kuvaus ¢ : (N,4+) — (Z,4+), t(n) = n, on monoidihomomorfismi. Se ei kuitenkaan
ole yhteensopiva ekvivalenssirelaation kanssa, silla esim. ¢(0) # ¢(2), vaikka 0 ~ 2.
Tekijamonoidista N/ ~ ei siis saada kuvausta ¢ vastaavaa homomorfismia kokonais-
luvuille. Tama4 olisikin mahdotonta: kyseisen homomorfismin kuvassa voisi siis olla
korkeintaan kaksi alkiota, mutta toisaalta sen pitdisi olla sama kuin Im ¢, joka on
aareton.

Tarkastellaan sitten kuvausta g : (N, +) — ({1,—1},-), g(n) = (—1)", joka on
my6s homomorfismi. Jos n ~ n’, niin jollain k € N pétee

g(n) = (~1)" = (1% = ((-1))" - (-7 =15 (- =g ().
Siispd g on yhteensopiva relaation ~ kanssa. Néin ollen on olemassa homomor-
fismi g : N/ ~— {1,—1}, jolle pétee [0] — 1 ja [1] — —1. TA&m& homomorfismi
on itse asiassa ryhméisomorfismi: surjektiivisuus seuraa g:n surjektiivisuudesta ja
injektiivisyys esim. siitd, ettd lahto- ja maalijoukko ovat samankokoisia.

1.3. Tekijaryhmait. Olkoon G multiplikatiivinen ryhmaé. Tekijaryhmaéén liit-
tyvé ekvivalenssirelaatio saadaan aina ns. normaalin aliryhmén avulla.

MAARITELMA 1.10. Aliryhméa H < G kutsutaan normaaliksi, jos sen vasem-
mat ja oikeat sivuluokat ovat samat, eli gH = Hg kaikilla g € G. Jos H on G:n
normaali aliryhmé, merkitdan H < G.

Algebra I:ssé on todistettu seuraava lause.

LAUSE 1.11 (Normaalisuuskriteeri). Aliryhméa H on normaali ryhmdssa G, jos
ja vain jos kaikilla g € G péitee gHg™' C H eli

ghg™' € H jokaisella h € H.
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Minké hyvénsé aliryhmén sivuluokat muodostavat aina koko ryhmén osituk-
sen. Jokaista aliryhmé#4 vastaa siis ekvivalenssirelaatio, jossa alkiot ovat ekviva-
lentteja tdsmaélleen silloin, kun ne kuuluvat samaan sivuluokkaan. Koska sivuluo-
kat eivit leikkaa toisiaan ja g € gH kaikilla g, alkiot x ja x’ kuuluvat samaan
sivuluokkaan, jos ja vain jos x € z’H. Kun aliryhmé on normaali, timé relaatio
on yhteensopiva laskutoimituksen kanssa, miké seuraavassa todistetaan.

LAUSE 1.12. Oletetaan, ettd H < G. Tdilldin ekvivalenssirelaatio
r~1 = zerdH

on yhteensopiva laskutoimituksen kanssa.

TobpisTus. Olkoot x,2’,y,y" € G sellaiset, ettd x € 2’ H jay € y' H. Erityisesti
x = a'hy jay =y ho joillain hy, hy € H. Nyt hyy’ € Hy', ja koska H on normaali,
Hy' =o/H. Téten hiy = y'hs jollain hg € H. Lopulta saadaan

zy =a'hy - y'ho =2’y - haho € (2'y')H,
eli zy ~ 2'y’. -

Normaalin aliryhman N suhteen voidaan siis muodostaa tekijaryhmaé, jossa
samastetaan samaan sivuluokkaan kuuluvat alkiot. Tata tekijaryhmaa merkitdan
G/N. Kéaantéen, jokainen ryhméalaskutoimituksen kanssa yhteensopiva ekvivalens-
sirelaatio liittyy aina johonkin normaaliin aliryhmé&an.

LAUSE 1.13. Oletetaan, ettd ~ on ryhmdssd G mddritelty, laskutoimituksen
kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Tdlldin neutraalialkion luokka N = [e]
on normaali aliryhmd G:ssd, ja kaikilla g,9' € G pitee g ~ ¢ jos ja vain jos
/

g € gN.

TobIisTUs. Osoitetaan ensin, ettd N on aliryhmé. Selvésti e € N. Olkoot
sitten g, h € N. Talloin g ~ e ja h ~ e, joten gh ~ ee = e, koska laskutoimitus on
yhteensopiva relaation ~ kanssa. Néin ollen gh € N. Lisédksi

e=glg~gle=gl,

koska g ~ e. Titen g~ € N, ja N on G'n aliryhma.

Olkoot sitten g,¢’ € G sellaiset, ettd g ~ ¢. Talloin g~ g’ ~ g~ 1g = e, joten
g '¢’ € N. Niin ollen

9d=9-9"'g €gN.
—
eEN

Toisaalta, jos ¢’ € gN, niin g~ '¢’ € N, eligl¢g’ ~e. Titen g’ = g-g~'¢g' ~ ge = g.

Nyt on osoitettu, ettd N on G:n aliryhmé, ja kaikilla g € G péatee gN = [g].

Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd Ng = [g] kaikilla g € G, joten N:n vasemmat
ja oikeat sivuluokat ovat samat. Témaé tarkoittaa, ettd N on normaali. U

Téasté eteenpéin oletetaan aina ryhmistd puhuttaessa, etta tekijarakenteeseen
liittyvé ekvivalenssirelaatio on muotoa g € ¢'N.

Ryhméahomomorfismin hajotukselle saadaan seuraava ehto.
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LAUSE 1.14. Olkoon f : G — H ryhmdhomomorfismi, ja olkoon N JG. Tdlloin
on olemassa yksikasitteinen homomorfismi f : G/N — H, jolle patee f([g]) = f(g)
kaikilla g € G, jos ja vain jos N C Ker f.

TobpisTUuS. Oletetaan ensin, etti N C Ker f. Jos ¢ ~ g eli ¢ € gN, niin
g ¢’ € N. Oletuksen perusteella

F@7 () = flg™'9) =1,
joten f(g) = f(g'). Kuvauksen f olemassaolo seuraa nyt lauseesta 1.7.

Oletetaan sitten, ettd N ¢ Ker f. T&lloin 16ytyy jokin h € N, jolle f(h) # 1x.
Toisaalta [h] = [1¢] ja f(1g) = 1, joten milldén kuvauksella ei voi péted [g] —
f(g) kaikilla g € G. O

Tunnetusti ryhmahomomorfismin ydin on normaali aliryhmé. YII& olevasta
lauseesta saadaan siten erityistapauksessa Ker f = N tuttu homomorfialause.
KOROLLAARI 1.15 (Ryhmien homomorfialause). Olkoon f : G — H ryhmdho-

momorfismi. Talloin ryhmat G/Ker f ja Im f ovat isomorfiset.

G H

G/Kerffgf>1mf

(Kaavioissa kaksoinuoli viittaa yleensd surjektioon ja koukkunuoli injektioon; tassd
L on inkluusiokuvaus.)

TopISTUS. Lauseen nojalla 16ytyy homomorfismi f : G/Ker f — H. Olkoon
g € G. Jos g # 1g, niin g & Ker f, joten f([g]) = f(g9) # 1y. Niin ollen
Ker f = {[1¢]}, mist# seuraa kuvauksen f injektiivisyys. Rajoittamalla maalijouk-
ko aliryhméén Im f, saadaan kuvauksesta f edelleen bijektiivinen homomorfismi

f:G/Ker f —Imf. O

KuvA 2. Homomorfismi f kuvaa ytimen sivuluokat yksi yhteen
kuvajoukon alkioille
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1.4. Tekijarenkaat. Renkaiden kohdalla on pidettdva huoli siité, ettd teki-
jarakenteeseen liittyvé ekvivalenssirelaatio on yhteensopiva molempien laskutoi-
mitusten suhteen. Koska renkaan yhteenlaskuryhmé on vaihdannainen, kaikki sen
aliryhmét ovat normaaleja. Kertolaskun mukaanliittdmisté varten aliryhmén on
lisdksi toteutettava ns. ideaalisuusehdot.

MAARITELMA 1.16. Renkaan (R, +,-) yhteenlaskuryhmén aliryhmaa A kut-
sutaan ideaaliksi, jos kaikilla r € R ja a € A pétee

ra €A ja ar € A.

Ensimmaéisen ehdon toteuttavia aliryhmié kutsutaan vasemmanpuoleisiksi ideaa-
leiksi ja toisen ehdon toteuttavia oikeanpuoleisiksi.

HuomauTus 1.17. Ideaalisuusehdot muuttuvat ymmaérrettaviksi, kun pohdi-
taan kysymysté: “Minkélainen luokka voidaan ottaa tekijarenkaan nolla-alkioksi?”
Koska renkaassa pétee aina -0 = 0-r = 0, tdytyy tdmén luokan myds toteuttaa

[r]A = A[r] = A.
Ideaalin sivuluokat muodostavat osituksen.
LAUSE 1.18. Olkoon A ideaali renkaassa R. Talloin ekvivalenssirelaatio
r~r <<= rer+A4
on yhteensopiva renkaan kertolaskun kanssa.
TobisTus. Olkoot z,z’,y,y € R sellaiset, etti o € 2/ + Ajay € y + A.

Erityisesti x = 2’ + a1 ja y = 3y + as joillain a1, as € A. Koska A on ideaali, tulot
7'as, a1y’ ja ayag sisaltyviat A:han. Niin ollen

2y = (' +a))(y +a2) =2y +2'as + a1y’ + aras € 'y + A,
cA

joten zy ~ 'y’ . O

Renkaan R tekijarengasta ideaalin A suhteen merkitédén tavalliseen tapaan
R/A. Kuten ryhmien tapauksessa, my6s nyt jokainen laskutoimitusten kanssa yh-
teensopiva ekvivalenssirelaatio on peraisin jostain ideaalista.

LAUSE 1.19. Oletetaan, etti ~ on renkaassa R mddritelty, molempien lasku-
toimitusten kanssa yhteensopiva ekvivalenssirelaatio. Tdlldin nolla-alkion luokka
A = [0] on ideaali renkaassa R, ja kaikilla r,v' € R patee r ~ 1’ jos ja vain jos
rer 4+ A

TobisTus. Lauseesta 1.13 seuraa, etté A on aliryhmé ja sen sivuluokat vas-
taavat tdsmélleen relaation ~ ekvivalenssiluokkia. Tarvitsee siis vain todistaa, etté
A on ideaali. Olkoot r € R ja a € Aeli a ~ 0. Koska laskutoimitus on yhteensopiva
relaation ~ kanssa, niin

ra~71-0=0 ja ar ~0-r=0.

Tama tarkoittaa, etta r € A. O
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Algebra I:ssé on osoitettu, ettd rengashomomorfismin ydin on aina ideaali.
Seuraavien rengashomomorfismien hajotukseen liittyvien lauseiden todistukset si-
vuutetaan, koska ne ovat aivan samanlaiset kuin ryhmahomomorfismien tapauk-
sessa.

LAUSE 1.20. Olkoon f : R — S rengashomomorfismi, ja olkoon A renkaan R
ideaali. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen rengashomomorfismi f R/A — S,
jolle patee f([r]) = f(r) kaikilla r € R, jos ja vain jos A C Ker f.

KoOROLLAARI 1.21 (Renkaiden homomorfialause). Olkoon f : R — S rengas-
homomorfismi. Talloin renkaat R/Ker f ja Im f ovat isomorfiset.



Ryhmateoriaa

2. Ryhmain toiminta

Permutaatiot kuvaavat jonkin perusjoukon alkioita toisikseen. Erdat permu-
taatiot jattavat joitain alkioita paikalleen, toiset liikuttavat kaikkia joukon alkioi-
ta. Kaikki permutaatiot muodostavat ryhmén, jossa neutraalialkiona on kaikki
alkiot paikallaan pitdvé identtinen permutaatio.

Ryhmén toiminta yleistdd permutaation kéasitettd. Kaikille ryhmén alkioille
voidaan maaritella tapa, jolla niiden oletetaan vaikuttavan jonkin joukon alkioi-
hin. Tamén tavan tulee olla sopusoinnussa ryhmén rakenteen kanssa; esimerkiksi
neutraalialkion tulisi pitdd kaikki alkiot paikallaan. Toimintojen avulla saadaan
tietoa ryhmén rakenteesta ainakin kahdella tavalla. Ensinnékin ryhméan toimin-
nan kautta voidaan saada ryhmélle esitys esimerkiksi vektoriavaruuden lineaari-
kuvauksina, jolloin ryhméaé paastdan tutkimaan helposti késiteltédvien matriisien
avulla. Toisaalta ryhmaélla voi olla erilaisia toimintoja myds itsessdén, ja naiden
toimintojen tutkiminen ratkaisee suoraan monia ryhmén rakenteeseen liittyvia ky-
symyksia.

2.1. Toiminnan mairitelmi. Oletetaan seuraavassa, ettd G on ryhma ja
X jokin joukko. Merkitéan symbolilla XX kaikkien kuvausten X — X joukkoa.

MAARITELMA 2.1. Kuvausta ¢ : G — X, g — f,, nimitetdéin ryhmén G
vasemmanpuoleiseksi toiminnaksi joukossa X, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

(T1) fe=1idx, missd e on neutraalialkio
(T2) fgn = fgo fn kaikilla g,h € G.

Vastaavasti voidaan maéaaritelld oikeanpuoleinen toiminta korvaamalla jalkimmaéi-
nen ehto ehdolla (T2’) fon, = fn o fy-

Y& oleva méaritelmé soveltuu sellaisenaan myos monoidille. Kéanteisalkioi-
den olemassaolosta kuitenkin seuraa, etta fyo fo-1 = fg.o-1 = fe = id, joten jokai-
nen f, on kidntyva. Jokainen ryhmén alkio vastaa siis jotain bijektiota X — X, eli
kuvauksen ¢ maalijoukko voidaan rajoittaa permutaatioryhméén Sym(X). Talloin
p:sta tulee homomorfismi.

Yleensé on tapana merkitd vasemmanpuoleista toimintaa yksinkertaisemmin
kertolaskun tapaan: fy(z) = gx. (Joskus saatetaan kdyttéd selvyyden vuoksi mer-
kint&déd g.z.) Talloin vasemmanpuoleisen toiminnan ehdoiksi tulee

(T1) ex = x kaikilla z € X
(T2) (gh)z = g(hz) kaikilla g,h € G ja z € X.

19
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Oikeanpuoleinen toiminta kirjoitetaan vastaavasti oikeanpuoleiseksi kertolaskuksi

fq(x) = xg. Télloin x(gh) = (xg)h.

g e

Kuva 3. Ryhman alkiot vastaavat permutaatioita

Esimerkkeja toiminnoista:

e Joukon X permutaatioryhmé toimii joukossa X luonnollisella tavalla:
ox = o(x) kaikilla permutaatioilla o.

e Vektoriavaruuden kerroinkunnan kertolaskuryhmé (K*,-) toimii vekto-
riavaruudessa skaalarikertolaskulla.

e Kédntyvien n x n-reaalimatriisien ryhmélla GL,(R) on matriisikertolas-
kun maééarittelemé toiminta avaruudessa R™.

e Jos G on ryhma, kaava f, : h — gh madrittelee G:n vasemmanpuoleisen
toiminnan itsessdan. Vastaavasti kaava h — hg maééarittelee oikeanpuolei-
sen toiminnan.

e Jos H < G, kaava zH +— (gr)H mééirittelee G toiminnan H:n sivuluok-
kien joukossa.

e Jos G on ryhma, kaava f; : h — ghg™" madrittelee my0s toiminnan
joukossa GG. Tatd toimintaa kutsutaan komjugoinniksi. Talla toiminnalla
on se ominaisuus, etté jokainen f, on homomorfismi.

e Jos z +— gx on jonkin ryhmén vasemmanpuoleinen toiminta, niin kaava
xg = ¢~ 'x maiirittelee erddn oikeanpuoleisen toiminnan. TAméi seuraa
siité, ettd z(gh) = (gh) "tz = h1(¢7'z) = (zg)h.

1

Joukkoa, jossa on mééritelty ryhmén G toiminta, voidaan kutsua G-joukoksi.
Kahden G-joukon vélinen kuvaus f : X — Y on G-morfismi, jos

g.f(x) = f(g.x) kaikilla g € G jazx € X.

Esimerkiksi K-kertoimisten vektoriavaruuksien valiset lineaarikuvaukset ovat K*-
morfismeja.

2.2. Radat ja vakauttajat. Oletetaan, ettd on mééritelty ryhman G toi-
minta joukossa X. Osajoukkoa Y kutsutaan vakaaksi, jos gy € Y kaikilla g € G ja
y € Y. Jos osajoukko on vakaa, voidaan siind mééaritella G:n toiminta rajoittamal-
la alkuperéistd toimintaa. Minimaalisia vakaita osajoukkoja kutsutaan radoiksi.

MAARITELMA 2.2. Alkion z € X rata on joukko
Gz ={gx | g € G}.

Jos toimivia ryhmié on useita, rataa voi kutsua tdsmaéllisemmin G-radaksi.



2. RYHMAN TOIMINTA 21

Radat muodostavat joukon X osituksen; vastaava ekvivalenssirelaatio on
r~1 & z=g2 jollain g € G.

Jokainen ratojen yhdiste on vakaa osajoukko. Ratojen joukkoa merkitdan X/G (tai
joskus G\ X, jos halutaan tehd& ero vasemman- ja oikeanpuoleisten toimintojen
valilla).

Miké tahansa osajoukko saadaan vakaaksi, kun rajoitutaan tarkastelemaan
sopivaa aliryhméa.

MAARITELMA 2.3. Osajoukon Y C X wakauttaja on
Gy ={g € G|gy €Y kaikilla y € Y'}.

Jos Y = {y}, merkitdén my6s Gy = G, ja puhutaan alkion y kiinnittdjdstd.

Alkioiden kiinnittéjat® ovat aina G:n aliryhmif, mutteivit vilttamétts nor-
maaleja. Kiinnittajéi voi vakauttaa suurempiakin osajoukkoja: esimerkiksi ryhmén
kertolaskutoiminta itsessdén (g.h = gh) on sellainen, ettd jokaisen neutraalial-
kiosta poikkeavan alkion h kiinnittdja on G, = {e}, joka tietysti kiinnittaa kaikki
ryhmén alkiot.

Esimerkkejéa:

e Vektoriavaruuden V skalaarikertolaskussa jokaisen nollasta poikkeavan
vektorin rata on origon kautta kulkeva suora. Joukko V' \ {0} on vakaa
ryhmén K* toiminnassa. Ositusta P(V) = (V' \ {0})/K* kutsutaan vek-
toriavaruuden V' projektiiviseksi avaruudeksi.

e Ryhméan GL, (R) toiminnassa aliavaruuden (v) C R™ (origon kautta kul-
keva suora) vakauttaja on niiden matriisien joukko, joilla on ominaisvek-
torina v. Toisaalta esim. origokeskisen ympyréin vakauttaja on ns. ortogo-
naalinen ryhmd O,(R). Téhén aliryhméén kuuluvat ne matriisit, joiden
sarakkeet muodostavat ortonormaalin vektorijoukon.

e Ajatellaan ryhméan G Ly (R) toimintaa tasossa. Origokeskisen tasasivuisen
kolmion vakauttaja on kolmion symmetriaryhmd. Voidaan osoittaa, etta
tdma on isomorfinen ryhmén S5 kanssa. Talld tavoin saadaan ryhmén S
esitys tason lineaarikuvauksina.

e Merkitaan N,, = {1,2,...,n}. Maaritellddn permutaatioryhmén S,, toi-
minta pareilla {a,b}, missid a # b, seuraavasti: o{a,b} = {oa,ob}. Jos
parien joukko E tulkitaan jonkin verkon sidrmiksi, niin E:n vakauttaja
on kyseisen verkon automorfismiryhmé.

Kiinnittdjan G, alkiot pitévét x:n paikallaan, ja kukin kiinnittdjén sivuluokka
vastaa jotain alkiota x:n radalla. Tamé todistetaan seuraavassa.

LAUSE 2.4 (Rata-vakauttajalause). Olkoon X jokin G-joukko, ja x € X. Tal-
loin on olemassa bijektio f : G/G, — Gz, jolle patee gG, — gz.

TobIisTus. Osoitetaan ensin, ettd mainittu f on hyvin mééritelty. Jos g ja
g ovat samassa sivuluokassa, niin ¢ = ¢’h jollain h € G,. Alkio h kiinnittiaa

5Yleisen osajoukon kiinnittdja on alimonoidi, muttei valttdméatta aliryhma, ellei osajoukko
tai kiinnittaja itse ole &dérellinen.
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x:m, joten gr = ¢'(hz) = ¢'x. Siispa voidaan maééritella kuvaus f : ¢G, — gz.
Selvastikin f on surjektio radalle Gzx.
Osoitetaan vield, ettd f on injektio. Jos gr = hx joillain g, h € G, niin
h=lgr = h ‘hae = ex =z,

eli alkio h™'g kiinnittdd zm. Niin ollen h~lg € G, mistd seuraa, ettd g ja h
kuuluvat samaan kiinnittdjén sivuluokkaan. O

HuomAuUTUS 2.5. Jos mééritelladn G:n luonnollinen toiminta g.hG, = (gh)Gy
kiinnittajan G, sivuluokkien joukossa, voidaan osoittaa, ettéd edellisen lauseen bi-
jektio f on itse asiassa G-joukkojen isomorfismi.

Kuva 4. Kiinnittdjan sivuluokat vastaavat yksi yhteen radan alkioita

MAARITELMA 2.6. Ryhmén G toimintaa joukossa X sanotaan transitiiviseksi,
jos kaikilla z,y € X 16ytyy jokin g € G, jolle gx = y. Télloin sanotaan myos, etta
G-joukko X on homogeeninen.

Jokainen rata on homogeeninen joukko. Toisaalta ryhmé toimii transitiivises-
ti, jos ja vain jos joukko X on jokaisen alkionsa rata. Transitiivisen toiminnan
tapauksessa rata-vakauttajalauseesta saadaan hyodyllinen seuraus.

LAUSE 2.7. Oletetaan, ettd ryhmda G toimii transitiivisesti joukossa X . Olkoon
H jonkin alkion kiinnittdja. Talloin®

1X| =[G : H].

Tobistus. Merkitddn H:n kiinnittdmaa alkiota z. Rata-vakauttajalauseesta
2.4 saadaan bijektio Gz — G/H. Koska toiminta on transitiivista, patee Gx = X,
josta véaite seuraa. U

KOROLLAARI 2.8. Oletetaan, ettd G toimii joukossa X (ei vdlttamdattda tran-
sititvisesti). Olkoon T kaikkien G-ratojen edustajisto, eli joukko, joka sisdltid jo-
kaisesta radasta tasmdlleen yhden alkion. Talloin pdtee

| X| = Z[Gti]-

zeT

6Aliryhmén indeksi on méaritelty vain &dérellisessd tapauksessa. Lauseen todistus kuitenkin
toimii sellaisenaan myos darettomilla mahtavuuksilla.
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TobisTus. Jokainen rata Gz on homogeeninen joukko, joten edellisen lauseen
mukaan |Gz| = [G : G;]. Tulos seuraa siité, ettd radat muodostavat joukon X
osituksen. O

ESIMERKKI 2.9. Ryhmét S3 ja So toimivat luonnollisesti joukoissa {1,2,3} ja
{1,2}. Néiden toimintojen avulla voidaan tuloryhmélle S3 x S mééritelld toiminta
joukossa N5 = {1,2,3,4,5} seuraavasti:

j 1,2,3
(0_1’ O'2)’I’L _ 01 (’I’L), .?OS n e { ) 4y }’
o2(n—3)+3, josne {45}

Ryhmén Ss alkiot siis toimivat tavalliseen tapaan joukossa {1,2,3}, ja ryhmén So
ainoa 2-sykli (12) vaihtaa alkiot 4 ja 5 kesken&én. TAmé toiminta ei ole transitii-
vista: alkion 1 rata on joukko {1,2,3}, ja alkion 4 rata on joukko {4,5}.

Alkion 1 kiinnittdjé on aliryhmé

G1 = {(id,id), (id, (12)), ((23),id), ((23),(12))},
joka on isomorfinen Kleinin neliryhmén kanssa. Sen kolme sivuluokkaa ovat Gj,
((12),id)Gy ja ((132),id)G1, jotka vastaavat radan alkioita 1, 2 ja 3.

Koska jokainen muotoa (o, (12)) oleva pari liikuttaa alkiota 4, timén alkion
kiinnittaja Gy sisiltyy aliryhméaén Ss x {id}. Toisaalta edellisen lauseen mukaan

INs| =[G : G1] + [G : Ga] = 12/4 +12/|G4| = 3 + 12/|Gul,

joten kiinnittdjassa G4 on kuusi alkiota. Siispd G4 = S5 x {id}.

2.3. Konjugointi. Ryhmiéssd G voidaan méaritelld G:n konjugointitoiminta
fg:h— ghg~!. Koska jokainen kuvaus fg on homomorfismi, aliryhméat kuvautu-
vat konjugoitaessa aliryhmiksi. Néin ollen konjugointitoiminta voidaan méaéaritella
my6s ryhmaén aliryhmien joukossa. Molemmissa tapauksissa alkion kuvia toimin-
nassa nimitetain sen konjugaateiksi. Konjugaatit ovat siis joko muotoa 9h = ghg™!
(alkioiden konjugointi) tai 9H = gHg~ ' (aliryhmien konjugointi).

Jos G toimii konjugoimalla itsessédn, ratoja kutsutaan konjugaattiluokiksi ja
alkioiden kiinnittajia keskittdjiksi. Alkion z konjugaattiluokkaa merkitiin ©z.
Kaksi alkiota kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan, jos ne ovat toistensa kon-
jugaatteja. Neutraalialkio muodostaa aina oman konjugaattiluokkansa. Seuraava
tulos kertoo konjugaattiluokkien térkeydesté; todistus jatetdan harjoitustehtévak-
Si.

LAUSE 2.10. Jokainen normaali aliryhmd on konjugaattiluokkien yhdiste.

Alkion z keskittdjiaa ryhméssd G merkitaéan
Ca(z) ={g9€ G |gag™' =z}.
Konjugointitoiminnan symmetrian vuoksi g € Cg(h) jos ja vain jos h € Cg(g).
Koska
Ca(zr) ={g9 € G| gz = zg},
alkion z keskittdjad voidaan luonnehtia myo6s niin, ettd se koostuu téasmélleen
niisté alkioista, jotka kommutoivat x:n kanssa. Keskittdjien leikkausta
Z(Q) = ﬂ Cq(z) ={g € G| grg™! kaikilla 2 € G}
xeG
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nimitetdan keskukseksi. Keskuksen alkiot kommutoivat kaikkien ryhmén alkioiden
kanssa, niilld konjugoiminen pitééd kaikki alkiot paikallaan, eivatkéd ne itse liiku
mihinkddn muilla alkioilla konjugoitaessa. Téstd seuraa muun muassa, ettd Z(G)
on ryhméan G normaali aliryhma.

Jos G toimii konjugoimalla omien aliryhmiensd joukossa, ratoja kutsutaan
edelleen (aliryhmien) konjugaattiluokiksi. Aliryhmien kiinnitté&jid sen sijaan nor-
malisoijiksi, ja merkitaan

Ne(H)={9€G|gHg ' =H}={g€ G |gH = Hg}.
Nimitys selvidd méaritelmésta: Jos g on normalisoijan alkio, niin g:hen liittyvat
vasen ja oikea H:n sivuluokka yhtyvat. Téstd saadaan normalisoijalle luonneh-

dinta, jonka mukaan aliryhmén H normalisoija on suurin aliryhmd, jossa H on
normaali. Esimerkiksi Ng(H) = G tésmalleen silloin, kun H < G.

Edella todistetuista lauseista 2.7 ja 2.8 saadaan nyt seuraavat versiot.
LAUSE 2.11. Alkion x konjugaattiluokan koko on

G

\ g;] =[G : Ca(x)].

LAusE 2.12 (Luokkayhtélo). Olkoon C' jokin ryhmdin G konjugaattiluokkien
edustajisto. Tdalloin

Gl =) [G: Calx)).

zeC
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3. Symmetriaryhmia

Symmetrioita kdytetdén usein helpottamaan monimutkaiseen struktuuriin liit-
tyvid ongelmia. Symmetriaryhmét koostuvat permutaatioista, jotka sailyttévat
jonkin tietyn rakenteen. Téllainen yleinen maéritelma voi oikeastaan kuvata mi-
td tahansa ryhmééd (kaikki ryhmét ovat isomorfisia jonkin permutaatioryhmén
kanssa), ja joskus sanotaankin, ettd ryhméteoria on nimenomaan symmetrioiden
tutkimista. Liséksi se, mita rakennetta symmetrioiden sallitaan muuttaa, vaihtelee
hyvin paljon. Esimerkiksi nelién symmetriaryhméén lasketaan sellaisetkin permu-
taatiot, jotka peilaavat nelion jonkin lavistdjan suhteen, vaikka téllaista muun-
nosta varten nelié téiytyy “nostaa tasosta irti” ja kifntdd ympéri.” Sen sijaan
kuution symmetriaryhméan ei lasketa muita kuin kolmiulotteisessa avaruudessa
tapahtuvia kiertoja; kuutiota ei saa peilata poikkileikkaavan tason suhteen, niin
ettd etusivu ja takasivu vaihtuisivat paittéin.

Téassa luvussa tarkastellaan esimerkinomaisesti, mitd symmetrioista saadaan
tietdd ja mihin niitd voidaan kéyttda. Koska symmetriat ovat permutaatioita,
aloitetaan tutustumalla tarkemmin permutaatioihin.

3.1. Symmetriset ryhmit ja permutaation etumerkki. Merkitdan n
ensimmaéisen positiivisen kokonaisluvun joukkoa N, = {1,2,...,n}. Symmetrinen
ryhmd S, on tdmén joukon kaikkien permutaatioiden muodostama ryhmé. Sopi-
valla alkioiden numeroinnilla voidaan maéritelld ryhmén S,, luonnollinen toiminta
missd tahansa darellisessd joukossa X = {z1,...,z,} kaavalla oz, = To(n)-

Symmetrisen ryhmén alkioita on yleensd kétevintd merkita syklien avulla. Jos
ai, - ..,ay ovat joukon N, eri alkioita, niin m-sykli p = (a1 - am) on sellainen
permutaatio, etta

Ai+1, jOS i < m,
pla;) = o
ai, jos i = m.
Muut alkiot p pitééd paikallaan. On helppo nédhd4, etté jokainen permutaatio voi-
daan kirjoittaa erillisten syklien tulona, esimerkiksi

Se @ o §>:(12)(3)(465).

Tama esitys on syklien jarjestystéa seké kirjoitusasua vaille yksikésitteinen, esimer-
kiksi (123)(45) = (54)(231). Usein yhden alkion syklit jatetdan merkitsemétta.

Kahden alkion syklejé nimitetaén vathdoiksi tai transpositioiksi. Jokainen sykli
voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona, silla

(a1 az -+ am) = (a1 a2)(az az) - (am—-1 am).

Téasté seuraa, ettd mielivaltainen permutaatio voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona.
Tallainen esitys ei ole millddn muotoa yksikésitteinen, mutta osoittautuu, etté
saman permutaation esityksesséd vaihtojen lukumééréd on aina joko parillinen tai
pariton. Témén osoittamiseksi méaritellidn ensin permutaation etumerkki.

"Tarkemmin sanoen, jos L on peilaus, ei ole olemassa jatkuvasti parametrisoitua tason etéi-
syydet sdilyttavien lineaarikuvausten perhetta (A;), missi ¢ € [0,1] ja Ap = id, Ay = L. Taméi
johtuu siité, ettd peilauksen determinantti on —1.
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MAARITELMA 3.1. Oletetaan, ettd permutaation o € S, esityksessé erillis-
ten syklien tulona on t syklia (1-syklit mukaanluettuina). Téll6in permutaation o
etumerkki on

sgn(o) = (—=1)" 1,

Maaritelméan perusteella esimerkiksi m-syklin etumerkki on 1, jos ja vain jos
m on pariton. Vaihdon etumerkki on siis —1. Osoitetaan seuraavaksi, ettd etu-
merkkikuvaus on ryhméhomomorfismi.

LEMMA 3.2. Jos B € Sy, ja T on jokin vaihto, niin sgn(r3) = —sgn(B).

TobisTus. Merkitaan 7 = (a b). Olkoon py - - - p; permutaation 3 esitys erillis-
ten syklien tulona (1-syklit mukana). Jos a ja b esiintyvit samassa syklissi, esim.
pr=(a ¢c ... ¢ b d ... d,niin

7',01:(@ clT ... Ck)(b d1 dl).
Téssé tapauksessa permutaatiolla 73 on sykliesitys (7p1)p2 - - - pt, jossa on yhteensé
t + 1 syklis. Etumerkin mééritelméin mukaan sgn(r3) = (—1)"~ ¢+ = —sgn(3).

Toisaalta, jos a ja b esiintyvit eri sykleissd, esim. p1 = (@ ¢1 ... «¢) ja pa =
(b di ... d),nin
Tp1p2:(a c1T ... Cg b d1 dl).

Talloin permutaation 73 sykliesityksesséa on yksi sykli vihemmén kuin G:n esityk-
sessé, joten sgn(73) = (—1)"~ =1 = —sgn(p). O

LAUSE 3.3. Kaikilla o, B € S, pitee
sgn(af) = sgn(a) sgn(B),

eli kuvaus sgn : S, — ({1, —1},-) on ryhmdahomomorfismi.

TobisTus. Oletetaan, ettd o voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona 7y - - - 7,,,, mis-
sd m on pienin mahdollinen. Kaytetdan induktiota tulon pituuden m suhteen. Jos
m = 1, niin « on itse vaihto, jolloin tulos seuraa edellisestd lemmasta. Olete-
taan sitten, ettd m > 1 ja viite patee kaikilla m:44 pienemmilla luvuilla. Nyt
To - -+ Ty, ON erdén permutaation minimaalinen esitys vaihtojen tulona. Jos nimit-
tdin 7o+ Ty, = 010y, Missd r < m — 1, niin « = 7071 - 0,, mikd on ris-
tiriidassa luvun m minimaalisuuden kanssa. Nain ollen edellisestd lemmasta ja
induktio-oletuksesta seuraa

sgn(af) = sgn(ry -+ ) = —sgn(rz - Ty 3)

i.o.

—sgn(re -+ 7)) sgn(f)
= sgn(7 -+ ) sgn(B)
= sgn(a) sgn(3).
Tamaé todistaa induktioaskeleen. O

Y14 olevan lauseen mukaan permutaation etumerkki voidaan selvittéaa kirjoit-
tamalla permutaatio vaihtojen tulona: etumerkki on 1, jos ja vain jos vaihtojen
lukumééra on parillinen, silld sgn(o) = sgn(7y) - - - sgn(7,,) = (—1)™. Talléin per-
mutaatiota kutsutaan parilliseksi, muuten parittomaksi. Parilliset permutaatiot
muodostavat tédrkedn normaalin aliryhmén.
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MAARITELMA 3.4. Etumerkkihomomorfismin ydinté
Ker(sgn) = {o € S, | o on parillinen}
kutsutaan alternoivaksi ryhmdksi ja merkitdan A,.

LAUSE 3.5. Josn > 2, niin [Sy, : Ap] = 2.

Tobistus. Koska n > 2, niin vaihto (12) kuuluu ryhméén S,,. Téten sgn
on surjektio kahden alkion joukolle {1, —1}. Homomorfialauseen nojalla 16ytyy
bijektio Sy /Ay — {1, —1}. O

3.2. Konjugointi symmetrisessi ryhmaéissi. Symmetrisessi ryhméssa al-
kion konjugaatit 16ydetéadn helpoiten sykliesityksen avulla. Konjugointi yksinker-
taisesti permutoi sykliesityksen symboleja.

LAUSE 3.6. Olkoot o, € S,,. Oletetaan, ettd T:n esitys erillisten syklien tulona
on

T = (a171 e al,kl) s (am71 N amkm) .
Merkitidn o(a; ;) = ag,j kaikilla © ja j. Tdlloin T:n konjugaatille pdtee
o — (a'l’l all,kl) (a;ml a;n’km) .

TobisTus. Merkitdan viitteessé esiintyvéaa tuloa

! / !/ !/ /
T = (a171 P al’kl) e (am71 “ e am,km)

ja osoitetaan, ettd 7o' = 7/. Olkoon sité varten b € N,, mielivaltainen. Koska

o on bijektio, 10ydetaan jokin a € N, jolle b = a’. Jos T pitaéd a:n paikallaan, niin
7/ pitdd puolestaan b:n paikallaan. Talléin oro~1(b) = o7(a) = o(a) = b = 7/(b).

Oletetaan sitten, etté a esiintyy jossain syklissé, jonka pituus on suurempi kuin
1. Jérjestelemalld sykleja tarvittaessa uudestaan, voidaan valita, ettd a = aq .
Talloin pétee
70 b)) = 7(a) = (@11 ai2 ... aig)-.a11 = aipo.

Liséiksi ndhdddn, ettd b = af 4, joten

T'(b) = (all,l ajg - alugl) Layy =djy=o(arg).

Saatiin, ettd mielivaltaisella alkiolla b € N,, pétee 7/(b) = o(ai2) = oroL(b).
Siispé vaite on todistettu. O

Symmetrisessé ryhméssa samaan konjugaattiluokkaan kuuluvat siis tdsmélleen
ne alkiot, joilla on sama syklityyppi, eli joiden sykliesityksesséd on sama lukuméara
samanpituisia sykleja. Syklityyppié voidaan merkité jonolla (¢1,ta, ..., t,,), missi
t1 >ty > -ty ja > ;t; = n. Tallaista jonoa nimitetddn luvun n ositukseksi.
Esimerkiksi permutaation (12)(345)(6) syklityyppi on (3,2,1).

ESIMERKKI 3.7. Tarkastellaan ryhméa Ss, joka koostuu 1-, 2- ja 3-sykleisté.
Sen konjugaattiluokat ovat

Cr={id}, G2 =1{(12),(23),(13)} ja Cs={(123),(132)}.
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Ainoastaan konjugaattiluokkien yhdiste voi olla normaali aliryhmé. Toisaalta ali-
ryhmén tdytyy aina sisdltda neutraalialkio, joten epétriviaaleja normaaleja aliryh-
mié voivat olla ainoastaan yhdisteet C; UCy ja C7 UC3. Ensimmaéisessé on 4 alkio-
ta, joten se ei voi olla aliryhmé, koska 4 { 6. Jalkimmaéinen yhdiste on alternoiva
ryhmé Az, joka on tunnetusti normaali aliryhma.

Alternoivassa ryhmaéssé tilanne on monimutkaisempi. Esimerkiksi A3 on vaih-
dannainen, misté seuraa, ettd sen jokainen konjugaattiluokka on yksié. Edellisen
esimerkin luokka C3 C As siis jakautuu As:n toiminnassa kahdeksi eri luokaksi.
Tamé johtuu siitd, ettd ainoa alkio, joka konjugoisi alkion (123) alkiolle (132),
sattuu olemaan transpositio. Seuraavan lauseen avulla voidaan paételld, milloin
jokin konjugaattiluokka jakautuu siirryttiessé alternoivaan ryhméén. Oletetaan,
ettd alkiolla o € S, on esitys p; - - - pp, erillisten syklien tulona, ja ettd syklit on
jarjestetty pituuden mukaan laskevaan jarjestykseen.

LAUSE 3.8. Olkoon Kg alkion o konjugaattiluokka ryhmdssd Sy ja vastaavasti
K4 saman alkion konjugaattiluokka ryhmdssi A,. Nyt Kg # K 4, jos ja vain jos

() syklien p; pituudet ovat parittomia ja erillisid.

Tillgin |Ka| = |Ks|.

Tobistus. Tarkastellaan alkion o keskittajid. Merkitaan Cg = Cg, (o) ja
Cy = Cy,(0) = CsnN A,. Koska Cy < Cg, 10ytyy Lagrangen lauseen jokin
positiivinen kokonaisluku k, jolle k - |C'4| = |Cg|. Lauseen 2.11 mukaan taas

. n!
n!=|Cs|-|Ks| ja 5 = |Cal - [ K 4l

Naista yhtaloistd voidaan lopulta péaatelld, ettd |K4| = k/2-|Kg|. Toisaalta, koska
K4 C Kg, niin k£ on joko 1 tai 2.

Tarvitsee siis vain todistaa, ettd ehto (%) pétee, jos ja vain jos Cy4 = Cg.
Oletetaan, ettd o € Cg. Lauseen 3.6 perusteella jokaisella i 16ytyy jokin sellainen
J, ettd *p; = p;. Jos ehto (x) pétee, téytyy olla i = j, koska syklit ovat eri pituisia
ja ne on jarjestetty pituuden mukaan. T&lloin o = pf jollain k. Koska syklin p;
pituus on pariton, sen etumerkki on 1. Edelleen sgn(«) = 1, joten o € Cy.

Oletetaan sitten, ettéd ehto (x) ei pade. Talloin voidaan l6ytéaé sellainen o € Clg,
ettd sgn(a) = —1 (harjoitustehtéva). Néin ollen Cg # Cjy, ja viite on todistettu.
O

3.3. Diedriryhmaét. Tarkastellaan joukosta N, = {1,2,...,n} muodostet-
tujen jarjestdméttomien parien joukkoa
X ={{a,b} | a,b € N, a # b}.
Madritelladn tassa joukossa ryhmén S, toiminta kaavalla o.{a,b} = {o(a),c(b)}.
Joukon X osajoukkoja voidaan ajatella verkkoina, joissa solmuina ovat joukon N,
alkiot ja sdrminé parit {a,b}. Verkkoa

B, ={{1,2},{2,3}, ..., {n— 1,n}, {n,1}}.

nimitetaan monikulmiokssi.
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n 1

KuvA 5. Monikulmio E,,

Etsitddn monikulmion FE, vakauttaja G. Taméa koostuu kaikista mahdollisis-
ta verkon solmujen permutaatioista, jotka sailyttévit sdrmérakenteen, joten se on
monikulmion symmetriaryhmé. Vakauttaja G toimii nyt vakauttamassaan moni-
kulmiossa samalla tavalla kuin S,,.

Séarmén {1,n} kiinnittdja aliryhmén G toiminnassa sisiltdd kaksi permutaa-
tiota: identtisen kuvauksen ja peilauksen

co=(1 n)2 n-1)...(k n—k),

missé k = [n/2] (kokonaisosa). Toiminta on selvéisti transitiivista, joten lauseen 2.7
perusteella |G| = |Gy |[En| = 2n. Etsitddn nuo 2n symmetriaryhmén alkiota.
Sykli p= (12 ... n) eli kierto on vakauttajassa G, ja sen potensseista saadaan jo
n alkiota. Koska mikéén kierron positiivinen potenssi ei kiinnita sarmia, o ei kuulu
aliryhméan (p), ja téaten kyseinen aliryhmé ja sen sivuluokka o(p) ovat erillisié.
Naistéa saadaan jo yhteensé 2n alkiota, joten jokainen symmetriaryhmén alkio on
joko muotoa p’ tai op’ jollain j € {0,1,...,n — 1}.

MAARITELMA 3.9. Diedriryhmd® Do, on monikulmion E,, vakauttaja.

Edella todettiin, etta alkiot p ja o virittavéit diedriryhmén, ja jokainen diedri-
ryhmén alkio voidaan kirjoittaa muodossa p’ tai op’. Suoraviivaisella laskulla
nahdéén, etté

p=Mn n—-1 ... 2 1)=ph
josta sitten seuraa, etté J(pf ) = p~J. Erityisesti po = op~!. Tamin tiedon avulla
voidaan rekonstruoida koko ryhmén laskutoimitustaulu, mika johtaa seuraavaan
havaintoon.

LAUSE 3.10. Jos ryhmdan G virittdid kaksi alkiota v ja s, joille pitee
r =1, 2 =1 ja srs=r"1
nitn G = Dsy,.
Diedriryhmiissi (0p)? = opop = p~1p = id, ja toisaalta o - op = p. Néin ol-
len diedriryhman virittaa kaksi involuutiota eli kertalukua kaksi olevaa alkiota,
joiden tulon kertaluku on n. Osoittautuu, ettd myos tdmé ominaisuus karakteri-

soi diedriryhmén taydellisesti. Seuraavan lauseen todistus sivuutetaan (ks. esim.
Rotman: An Introduction to the Theory of Groups).

8diedri = kaksitahokas (kr.)



30 RYHMATEORIAA
LAUSE 3.11. Jos ryhmdn G wvirittdid kaksi alkiota a ja b, joille pditee
a? =1, V=1 ja (ab)" =1,

niin G = Dsy,,.

3 4 3
KuvaA 6. Peilauksia erdéssa diedriryhméssi. Huomaa, etta peilauk-
sen konjugaatille pitee pop~t = op~lp~! = op~2.

Diedriryhmét ovat sddnnollisten monikulmioiden symmetriaryhmié. Kiinnit-
tdmalla sddnnollinen monikulmio keskipisteestdédn tason origoon ja valitsemalla
sopivat lineaarikuvaukset kuvaamaan kiertoa ja peilausta, voidaan helposti néyt-
téd, ettd diedriryhmé on isomorfinen erdén dérellisen lineaarikuvausryhmén kans-
sa. Koska Dg = S5 (niissé on yht& monta alkiota), talld tavoin saadaan jo aiemmin
mainittu ryhmén Ss esitys tason lineaarikuvausten joukkona. Voidaan osoittaa, et-
ta sellaisia darellisié tason lineaarikuvausten ryhmaén aliryhmia, jotka sailyttavét
pisteiden viliset etédisyydet, ovat ainoastaan sykliset ryhmét C), ja diedriryhmét
Day,.

3.4. “Burnsiden” kaava. Esimerkkind symmetriaryhmien sovelluksista esi-
tetdén seuraavassa niin sanottu Burnsiden lemma. William Burnside (1852-1927)
oli huomattava brittimatemaatikko, joka loi perustan ryhméteorian tutkimukselle
Englannissa. Han todisti lukuisia keskeisid ryhméteorian lauseita, mutta Burnsi-
den lemmaksi nimitettavé lause ei itse asiassa kuulu niihin. Burnside esittad ky-
seisen lemman kirjassaan “The Theory of Groups of Finite Order” mainiten sen
l6ytajaksi saksalaisen Ferdinand Frobeniuksen, mutta mythemmistd painoksista
lahdeviite on jostain syysté poistettu. Traditioon on sittemmin iskostunut viitata
tulokseen Burnsiden lemmana, mutta erityisesti ryhméteoreetikot tapaavat vit-
sailla aiheesta kutsuen lausetta “Ei-Burnsiden lemmaksi”.

MAARITELMA 3.12. Oletetaan, ettd G toimii joukossa X. Alkion g € G kiin-
topistejoukko on

Fix(g) = {z € X | gz = z}.

Lause 3.13 (Ratojenlaskentalause eli Burnsiden lemma). Oletetaan, ettd G
toimii ddrellisessd joukossa G. Tdlldin
1

X/G| =
X/61 =g

> | Fix(g)l-

geG
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TobisTUs. Se lukumééré, kuinka monta kertaa jokin tietty z € X luetellaan
summassa y_, | Fix(g)[, on tésmilleen |G|, silld = on kiintopistejoukossa Fix(g)
jos ja vain jos g € G. Téten

> IFix(g)l = ) |Gal,

geG zeX

ja rata-vakauttajalauseen seurauslauseen 2.7 perusteella

1
S G =1GI Y Gl

zeX zeX

Oikeanpuoleisessa summassa tietty termi 1/|Gx| luetellaan yhtd monta kertaa,
kuin radassa Gz on alkioita. Néistd termeistd koostuva osasumma on selvésti
|Gz|-1/|Gx| = 1, ja koska radat muodostavat osituksen, kokonaissummaksi tulee
ratojen lukumaédra | X/G|. Siispé

> la. =Gl |1x/a,
zeX

josta véaite seuraa. U

ESIMERKKI 3.14. Lasketaan, kuinka monella tavalla kuution tahkot voidaan
varittdd n eri varid kayttdmalla. Varitykset lasketaan samaksi, jos ne saadaan
toisistaan kuutiota kiertamalla.

Virityskysymys voidaan formalisoida seuraavasti. Numeroidaan kuution tah-
kot yhdestad kuuteen ja kéytettavat vérit yhdestd n:aén. Télloin jokainen véritys
on kuuden alkion jono (ai,as,as,as,as,as), missé a; € N, kaikilla 4, ja kaikkien
viritysten joukko on NS. Kuution symmetriaryhmi G toimii téssi joukossa luon-
nollisella tavalla: jos ¢ € G tuottaa kuution tahkojen permutaation o € Sg ja
a € NS on jokin viritys, niin (g.a); = aq(;) kaikilla .

Kaksi véritystd a ja b samastetaan, jos patee g.a = b jollain kuution kierrolla
g € G. Tama tarkoittaa sitd, ettd a ja b kuuluvat samaan rataan. Kysymykses-
sd halutaan siis selvittdéd ratojen lukumééra. Ratojenlaskentalauseen perusteella
riittaa selvittda kaikki kiintopistejoukot.

Tehtévaa helpottaa, jos jaetaan symmetriat konjugaattiluokkiin. “Samantyyp-
piset” kierrot kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan, ja jos g ja h ovat konjugaatte-
ja, niin |Fix(g)| = |Fix(h)|. Tarkastellaan esimerkiksi neljainnesympyrén kiertoa
vastakkaisten tahkojen keskipisteiden kautta kulkevan akselin ympéri. Tallaisia
akseleita on yhteensa 3, ja kierto voidaan tehdé joko myota- tai vastapéaivaan. Ky-
seiseen konjugaattiluokkaan kuuluu siis 6 kiertoa. Jokainen téllainen kierto kiin-
nittda tdsmalleen ne véaritykset, joissa akselin suuntaiset tahkot ovat samanvéariset.
Niité virityksid on tuloperiaatteen mukaan n® kappaletta, silld akselin lavistamil-
le tahkoille voidaan valita mitkéd tahansa vérit, ja muille tahkoille valitaan jokin
kolmas vari.

Alla olevassa taulukossa esitetdin kaikki tarpeelliset laskelmat konjugaatio-
luokittain. Symmetriat on ilmoitettu kiertoakselin ja kiertokulman avulla.
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+

Kuva 7. Kuution symmetria-akselit

symmetria g € G |%g| | | Fix(g)]
identtinen kuvaus 1 n®
tahkojen keskipisteiden ympéari 90° 6 n3
tahkojen keskipisteiden ympari 180° | 3 n?
nurkan ympéari 120° 8 n?
sarmén keskipisteen ympari 180° 6 n?

Tuloksena saadaan nyt ratojenlaskentalauseen mukaan

1 1
1X/G| = 57 3 |Fix(g)| :ﬂ(n6+3-n4+12-n3+8-n2).
geG

Jos véreja on esimerkiksi kolme, saadaan 1368/24 = 57 erilaista véritysté.
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3.5. Sisdiset symmetriat. Kuution varitysesimerkissa 3.14 tarkasteltiin yk-
sittdisten alkioiden sijaan niiden konjugaattiluokkia ja todettiin, ettd konjugaat-
tiluokkia vastaavat luonnollisella tavalla erityyppiset kiertoakselit ja eri kiertokul-
mat. Tarkastellaan vield ldhemmin tatd konjugointia.

Otetaan esimerkiksi kaksi eri kiertoakselia A ja B, joista kumpikin kulkee
erdiden vastakkaisten nurkkien kautta. Kierto B:n ympéri saadaan kadntamalla
kuutio ensin symmetrialla g niin, ettd B siirtyy akselin A paikalle, suorittamalla
sitten kierto h akselin A ympéri, ja kadntamaélla kuutio lopuksi takaisin. Nahdéaan,
ettd kierto B:n ympéri on itse asiassa g~ 'hg, eli A:n ympéri tapahtuvan kierron
konjugaatti.

Ryhmén alkiolla ¢ € G konjugointi tuottaa ryhmén sisdisen isomorfismin
h +— 9h, eli niin sanotun automorfismin. Automorfismit ovat ryhmén symmet-
rioita: ne ovat permutaatioita, jotka siilyttdvat ryhmén laskutoimitusrakenteen.
Konjugoinnista saatavia automorfismeja kutsutaan sisdisiksi, ja ne muodostavat
ryhmén Inn(G).

Ryhmalld voi olla muitakin kuin sisiisid automorfismeja. Kaikkien automor-
fismien ryhmé&é merkitaan Aut(G). Sisédiset automorfismit ovat kuitenkin sellaisia,
jotka sailyttavit myos ryhmén toiminnan ominaisuudet. Véritysesimerkissé todet-
tiin, etta esimerkiksi Fix(g) = Fix(h), jos g ja h ovat samassa konjugaattiluokassa
eli saadaan toisistaan jotain sisdisté symmetriaa kayttdmalla.

On mahdollista osoittaa, ettd kuution symmetriaryhmén kaikki automorfismit
ovat sisdisid. Kaikille ryhmille tdméa ei kuitenkaan péde. Helppo esimerkki saa-
daan Kleinin neliryhmasta Vy. Koska se on vaihdannainen, milla tahansa alkiolla
konjugointi pitdé kaikki alkiot paikallaan, joten Inn(Vy) = {id}. Toisaalta kaikki
ryhman Vj neutraalialkiosta poikkeavat alkiot ovat keskendin tdysin samanarvoi-
sia, ja mikéd tahansa niiden permutaatio on kyseisen ryhmén automorfismi. Téten
Aut(VZ;) = Sg.

4. Ryhmien sisdinen rakenne

Téassé luvussa tarkastellaan joitakin tapoja paasté késiksi ryhmien sisiiseen
rakenteeseen. Useimmat tuloksista ovat erityisen kéayttokelpoisia darellisten ryh-
mien tapauksessa.

4.1. Sylowin® lauseet. Lagrangen lause kertoo, ettd #drellisen ryhmén jo-
kaisen aliryhmén kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun. Voidaanko sitten jokaista
ryhmén kertaluvun tekijaa p kohti 16ytda aliryhmé, jonka kertaluku olisi p? Vas-
taus on yleisessa tapauksessa kielteinen, silla esimerkiksi ryhmalla A4 ei ole kuu-
den alkion aliryhméé, vaikka | A4| = 12. Kuitenkin, jos p sattuu olemaan alkuluku,
téllainen aliryhma 16ytyy. Tamén tuloksen todisti Augustin Louis Cauchy vuonna
1845. Peter Sylow paransi tulosta vuonna 1872 osoittamalla, ettd itse asiassa jo-
kaista sellaista p:n potenssia kohti, joka jakaa ryhmén kertaluvun, 16ytyy kyseisté
kertalukua oleva aliryhmaé, ja suurimmat niistd ovat kaikki keskendén isomorfisia,
jopa konjugaatteja.

9IPeter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918), norjalainen ryhméateoreetikko.
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Sylowin lauseet liittyvéat aliryhmiin, joiden kertaluku on jonkin alkuluvun po-
tenssi. Téllaisilla ryhmilld on muutenkin monia kiinnostavia ominaisuuksia; esi-
merkiksi niill& on aina epétriviaali keskus.

MAARITELMA 4.1. Olkoon p alkuluku. Asrellistd ryhmé#é sanotaan p-ryhmdksi,
jos sen kertaluku on p™ jollain m > 1.

MAARITELMA 4.2. Oletetaan, ettd ryhmén kertaluku on p*m, missi p on al-
kuluku, & > 1, ja m ei ole jaollinen p:11a. Sellaista aliryhmé4, jonka kertaluku on
p¥, kutsutaan Sylowin p-aliryhmiksi.

Sylow kaytti lauseidensa todistamisessa ylld mainittua Cauchyn tulosta, mutta
sittemmin lauseet on todistettu uudestaan monellakin eri tavalla. Tassa luvussa
seurataan Helmut Wielandtin kombinatoriseen havaintoon perustuvaa esitysta,
jota varten tarvitaan ensin yksinkertainen aputulos.

LEMMA 4.3. Oletetaan, ettd p on alkuluku, joka ei jaa lukua m € N, ja k on

positiivinen kokonaisluku. Talloin binomikerroin (p;;n) et ole jaollinen luvulla p.

Tobistus. Tarkasteltava binomikerroin on
prmY _ prm(ptm —1) - (pPm —d) - (p"'m - p* + 1)
o N R Ee )
Koska luku m ei sisalld yhtdaan tekijias p, riittad tutkia osoittajan termejd pFm —1,
missé 1 < i < p¥. Olkoon i = plq, missi I € N ja pf¢q. Nyt
k—1

p'm—i=p' " 'm —q),

ja p ei jaa lukua p*~'m — ¢, koska k —1 > 0. Siisp# korkein p:n potenssi, joka jakaa
termin pFm — 4, on p'. Samalla padttelylld p' jakaa kuitenkin my6s nimittéjian
termin p* — i. Koska osoittajassa ja nimittdjdssi on yhtd monta termii, jokainen
tekija p supistuu pois, joten binomikertoimeen ei jaé yhtadn tekijaa p. O

LAUSE 4.4 (Sylow). Oletetaan, etti |G| = p*m, missi k > 1, ja p on alkuluku,
joka ei jaa lukua m. Talloin

(i) Ryhmdlld G on Sylowin p-aliryhmd.
(ii) Ryhman G Sylowin p-aliryhmat ovat keskenddin konjugaatteja.
(iii) Jos s, on Sylowin p-aliryhmien lukumdadrd, niin s, = 1 (mod p), ja s,
jakaa luvun m.

TobisTus. (i) Olkoon A, = {A C G : |A| = pF}. Méiritellién G:n toiminta
téssd joukossa kertolaskulla: gA = {ga | a € A} kaikilla A € A,. Lemman 4.3
perusteella joukon A, koko ei ole jaollinen p:ll&. Tamén vuoksi jollekin radalle
GB pétee p 1 |GB|. Toisaalta B:n kiinnittajélle patee |Gg| = |G|/|GB]|, joten
|G | on jaollinen luvulla p*. Olkoon sitten by € B. Jos g € G, niin gy € B. Niin
saadaan kuvaus g — gbg kiinnittdjaltd G joukolle B. Taméa kuvaus on injektio,
joten |G| < p*. Siispé |G| = p*, ja G on vaadittu Sylowin aliryhmié.

(ii) Olkoon P jokin Sylowin p-aliryhmé, ja @) mika tahansa p-aliryhmé&. Tar-
kastellaan ryhmén @ kertolaskutoimintaa P:n sivuluokkien joukossa. Néiden si-
vuluokkien ma#réa on m, joka ei ole jaollinen p:lld. Koska jokaisen radan koko
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kuitenkin jakaa ryhmén @ kertaluvun (jalleen lause 2.7) eli on p:n potenssi, téy-
tyy ratojen joukossa olla jokin yksié {aP}. Télloin QaP = aP, joten a~'Qa C P.
Taten jokaisella p-aliryhmélla on konjugaatti, joka siséltyy annettuun Sylowin p-
aliryhméén. Jos @ on itse Sylowin aliryhma eli |Q| = | P|, téytyy olla a™'Qa = P.

(iii) Olkoon P edelleen jokin Sylowin p-aliryhmé. Nyt P toimii konjugoimalla
kaikkien Sylowin p-aliryhmien joukossa {P,Q1,...,Q,}. Kuten aikaisemmin, ra-
tojen (eli konjugaattiluokkien) koot jakavat toimivat ryhmén kertaluvun |P| = p*.
Koska P = P, ryhmén P rata on yksi6. Osoitetaan, ettd jokaisen muun radan
PQ, koko on jaollinen p:114. Tlléin nimittiin

sp =1+ Z pki,
i
missé ¢ kay lapi kaikki radat ja k; > 1 kaikilla ¢. Tasta seuraa ensimmainen vaite.

Jos |PQi‘ = 1, niin P siséltyy normalisoijaan Ng(Q;). Selvésti sekd P etta Q;
ovat tdméan normalisoijan Sylowin p-aliryhmid. Toisaalta Q; < Ng(Q;), joten Q;
ja P eivit ole konjugaatteja ryhméssid Ng(Q;). Tama on ristiriidassa kohdan (ii)
kanssa, joten ]PQi‘ > 1, mika oli todistettava.

Viimeinen véite seuraa siitd, ettd ryhméan G konjugointitoiminta kaikkien Sy-
lowin p-aliryhmien joukossa on transitiivista. Talloin nimittain s, = [G : Ng(P)],
joten s, jakaa ryhmén G kertaluvun pFm. Koska sp =1 (mod p), niin Eukleideen
lemman perusteella s, | m. (]

Kaikki Sylowin p-aliryhmat ovat keskendén konjugaatteja, misté seuraa, et-
td ne ovat myoOs keskenéédn isomorfisia. Toisaalta jokainen Sylowin p-aliryhmén
konjugaatti on itse Sylowin p-aliryhma. Jos téllaisia 16ytyy vain yksi, kyseinen ali-
ryhmé on silloin véistdmattd normaali. Sylowin lauseet auttavat télla tavoin ns.
yksinkertaisten ryhmien 16ytdmisessd. Ryhméa sanotaan yksinkertaiseksi, jos silla
ei ole aitoja epétriviaaleja normaaleja aliryhmié.

ESIMERKKI 4.5. Oletetaan, ettd ryhmé, jonka kertaluku on 30, ei voi olla
yksinkertainen. Kertaluvun alkutekijdhajotelma on 2 - 3 - 5. Tarkastellaan ensin
Sylowin 5-aliryhmié. Niitd 16ytyy Sylowin lauseen mukaan s; kappaletta, missa

s5 =1 (mod 5) ja s5 | 6.

Taytyy siis patea joko s5 = 1 tai s5 = 6. Ensimmaisessé tapauksessa aliryhma olisi
normaali, joten tarkastellaan jalkimmaistd. Viiden alkion aliryhméat leikkaavat
toisiaan vain neutraalialkion kohdalla, joten niihin ryhmiin siséltyy neutraalialkio
poisluettuna yhteensa 24 alkiota.

Tarkastellaan sitten Sylowin 3-aliryhmié. Niitd on s3 kappaletta, missa s3 = 1
(mod 3) ja s3 | 10. Néin ollen s3 = 1 tai s3 = 10. Keskitytaan jilleen jalkim-
maiseen tapaukseen, jolloin néistd kolmen alkion aliryhmisté saadaan yhteensé
20 neutraalialkiosta poikkeavaa alkiota. Lisdksi mik&dén néistd ei voi siséltyd Sy-
lowin 5-aliryhméén, joten yhteensé on loydetty jo 24 + 20 = 44 alkiota. Ta&ma on
ristiriita, joten ryhmalld on normaali aliryhma.

Sylowin lauseet auttavat muutenkin ryhmien rakenteen selvittdmisessa.

ESIMERKKI 4.6. Tarkastellaan ryhmi&, joiden kertaluku on 35 = 5 - 7. Nii-
den Sylowin 5-aliryhmien lukumé&érille patee s5 = 1 (mod 5) ja s5 | 7, joten
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néitd ryhmia on vain yksi. Merkitdan sitd kirjaimella P. Samalla tavoin Sylowin
7-aliryhmié on vain yksi; olkoon se ). Seké P ettd () ovat normaaleja aliryhmié,
ja niiden leikkaus on triviaali. Téasté seuraa, etté koko ryhmé on isomorfinen tulo-
ryhmén P x QQ = Zs x Z7 kanssa (todistetaan myohemmin). Liséksi Zs x Z7 = Zss,
joten ryhma on itse asiassa syklinen.

Sylowin lauseesta saadaan seurauksena Cauchyn lause.

LAUsE 4.7 (Cauchy). Olkoon p jokin ryhmdn G kertaluvun alkutekija. TdallGin
G:ssd on alkio, jonka kertaluku on p.

Tobistus. Harjoitustehtéva. O

Asreton p-ryhmé médritellisin niin, ettd sen jokaisen alkion kertaluku on jaolli-
nen p:lli. Airellisessd tapauksessa tima madritelmé on yhtapitiavi aiemman kans-
sa. Lagrangen lauseesta nimittédin seuraa, ettd p-ryhmén jokaisen alkion kertaluku
on jaollinen p:lla. Toisaalta, jos ryhmén kertaluvulla on alkutekija ¢ # p, niin
Cauchyn lauseen perusteella se sisdltééd alkion, jonka kertaluku on gq.

4.2. Tuloryhmit. Olkoot A ja B ryhméan G aliryhmid. Tutkitaan, milloin
niiden tulojoukko

AB ={ab|a € A,b e B}
on aliryhma. Tulojoukon alkioiden g; = a1b1 ja go = agbs tulo on g1g2 = a1b1asbs.
Jos tdma tulo on joukossa AB, niin
bias = afl (glgg) b;l € AB.
——
€AB

Siispd véhimmaisvaatimus sille, ettd tulojoukko olisi aliryhmé, on ettd bjas on
muotoa a't’ joillain a’ € A ja b’ € B. Koska tamén taytyy patea kaikille alkioille,
ehdoksi tulee AB = BA. Taméi toteutuu esimerkiksi silloin, kun jokainen A:n
alkio kommutoi jokaisen B:n alkion kanssa. Vihempikin kuitenkin riittaa.

LEMMA 4.8. Olkoot H ja N ryhmdn G aliryhmida. Jos N on normaali G:ssd,
nitn HN < @.

Tobistus. Kaytetadn aliryhmékriteeria. Selvéisti HN on epétyhja. Olkoot
ai,as € H ja by,bo € N. Koska N on normaali, niin Na;1 = a;lN, joten
biby tay ! = ay ' jollain &' € N. Talloin

albl(agbg)_l = alblbglagl = (alagl)b’ € HN.
Siispd HN on aliryhma. O
Keskitytdan jatkossa siihen tapaukseen, missid molemmat aliryhmét ovat nor-
maaleja.

LAUSE 4.9. Oletetaan, ettd H ja K ovat ryhmdn G normaaleja aliryhmid. Jos
HK =G ja HNK = {1}, niin G = H x K.
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TobisTus. Néytetdan ensin, ettd H:n ja K:n alkiot ovat keskendén vaihdan-
naisia. Olkoot a € H jab € K. Nyt (aba~')b~! € K, koska K on normaali. Samoin
kuitenkin a(ba~'b~1) € H, joten aba='b~! € HN K = {1}. Tésti seuraa, etti
ba = ab.

Harjoitustehtdvané on osoittaa, ettd jokaisella G:n alkiolla on yksikésitteinen
tuloesitys g = ab, missé a € H ja b € K. Talloin on mahdollista maaritella kuvaus
f: G — H x K kaavalla f(ab) = (a,b). Kuvaus on selvisti bijektio. Olkoot
a1,a0 € H ja by,by € K, jolloin

f(a1b1 . agbg) = f(a1a2 . blbg) = (alag, blbg)
= (a1,b1) - (a2,b2) = f(araz) - f(biba).

Téaten f on homomorfismi. O

Jos edellisen lauseen ehdot patevét, sanotaan, ettd G on aliryhmiensd H ja K
sisdinen suora tulo. T&lloin ei yleensa erotella sisdistd tuloa H K ja ulkoista tuloa
H x K, koska ndmé ovat keskenddn isomorfiset.

4.3. Isomorfialauseet. Seuraavat Emmy Noetherin muotoilemat tulokset
selvittdvat tekijaryhmien vélisid suhteita. Niiden todistukset nojaavat vahvasti ho-
momorfialauseeseen. Vastaavat tulokset patevit myos renkaille.

LAUSE 4.10 (1. isomorfialause!®). Olkoot H ja N ryhmin G aliryhmid, ja
olkoon N normaali. Talloin HNN <H, ja H/(HNN)= HN/N.

Huomaa, ettd lemman 4.8 nojalla HN on ryhmé. Liséksi N on normaali ryh-
méassé HN, koska HN < G ja N on normaali G:ssé. Alla oleva Hassen kaavio
voi helpottaa lauseen muistamista. Kaksinkertainen viiva viittaa normaaliin ali-
ryhmaéén. Yhdensuuntaiset kaksoisviivat viittaavat isomorfisiin tekijaryhmiin.

N/HN\ )
N/

HNN

TobisTus. Olkoon 7 : G — G/N kanoninen surjektio, ja olkoon 7’ sen ra-
joittuma ryhméin H. Kuvauksen 7’ arvot ovat siis sivuluokkia hN, missia h € H.
Téllaiset sivuluokat kuuluvat tekijiryhméan HN/N, koska hn € HN jokaisella
n € N.

Selvasti
Kert'={ge H|ge N} =HNN,
joten H N N on normaali, ja homomorfialauseen perusteella H/(H N N) = Im 7',
Toisaalta, jos gN € HN/N, niin g = hn joillain h € H jan € N. Nyt saadaan
7'(h) = hN = gN, joten Im7’ = HN/N. O

100\ onissa lihteissd homomorfialausetta nimitetéén ensimmaiseksi isomorfialauseeksi. Tél-
16in ensimmaéisestd isomorfialauseesta tuleekin toinen isomorfialause, ja toisesta kolmas.



38 RYHMATEORIAA

HN /N
N
HAN[  © H
H / (HAN)

Kuva 8. Noetherin 1. isomorfialause

LAUSE 4.11 (2. isomorfialause). Olkoot H ja K ryhmdn G normaaleja aliryh-
mid, joille pitee K < H. Talloin H/K on normaali ryhmdssi G/ K, ja

(G/K)/(H/K)= G/H.

Tobistus. Olkoon 7 : G — G/H kanoninen surjektio. Koska K C H, kaikilla
k € K pitee m(k) = H. Lauseen 1.14 perusteella on olemassa homomorfismi
f: G/K — G/H, jolle patee f(gK) = gH. Taméa kuvaus ikddn kuin laajentaa
sivuluokkia ja on selvésti surjektio. Liséksi f(gK) = gH = H jos ja vain jos g € H,
ja tdma on yhtapitévad sen kanssa, ettd gK € H/K. Taten Ker f = H/K, ja tulos
seuraa homomorfialauseesta. O

G/H

H/K bH- e , .........

Kuva 9. Noetherin 2. isomorfialause
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5. Ryhmian kompositiotekijat

Ratkeavan ryhman kéasite kuuluu historiallisesti ensimmaisiin varsinaisen ryh-
méteorian kisitteisiin. Evariste Galois todisti vuonna 1831, etté polynomiyht&léon
liittyy aina tietty symmetriaryhmé, joka permutoi polynomin juuria, ja mahdol-
linen ratkaisukaava saadaan tietynlaisesta jonosta tuon symmetriaryhmén aliryh-
miéd. Ryhméa, jolla on téllainen jono, kutsutaan ratkeavaksi juuri téstéd syysta.

5.1. Ratkeavat ryhmait.
MAARITELMA 5.1. Ryhmén G normaali jono on jono aliryhmia G;, joille péatee
G=GGi1>Gy>---G, =1

Tekijaryhmid G;4+1/G; kutsutaan jonon tekijoiksi. Jonon pituus on jonon aitojen
inkluusioiden lukumaéré, joka on sama kuin epéatriviaalien tekijoiden maéré.

Huom. Tassa ja muissakin yhteyksissa tyydytédan yleensd merkitseméan trivi-
aalia ryhmé&é symbolilla 1, jattdmalla siis joukkosulkeet pois. Samaten normaalin
jonon tekijoitd merkitddn yleensé vain isomorfiatyypin mukaan; ei siis tehdé eroa
esimerkiksi ryhmien As ja Zs valilla.

Ryhmalld voi olla useita erilaisia normaaleja jonoja, joissa voi myos olla eri
tekijat. Esimerkiksi ryhmélla Sy on muun muassa normaalit jonot Sy > A4 > 1 ja
Sy > V> 1. Edellisen tekijat ovat (isomorfiaa vaille) Co ja Ay, jalkimmaéisen Ss ja
Vy.

Kaikkien normaalin jonon jésenten ei tarvitse olla normaaleja ryhméssi G.
Normaalius ei nimittéiin ole transitiivinen ominaisuus: esimerkiksi

Dg > (p?,0) > (o) > 1
on normaali jono, mutta (o) ei ole normaali ryhméssé Dg.

ESIMERKKI 5.2. Normaalin jonon tekijat ovat tietyssad mielessé tulon tekijéiden
yleistys. Jos nimittdin G on aliryhmiensd H ja K suora tulo, eli G =2 H x K, niin
G:114 on normaali jono G > H t> 1. Liséksi G/H = K (1. isomorfialauseen nojalla),
joten normaalin jonon tekijdt ovat samat kuin tulon tekijat H ja K. Sama pétee
yleisemminkin: jos G = HN, missi H NN =1 ja N < G, niin jonon G > N > 1
tekijat ovat H ja N.

Jonon tekijéit eivit kuitenkaan aina vastaa mitdén tuloa. Esimerkiksi neljan
alkion sykliselli ryhmélld Cy = (g) on normaali jono Cy>(g?)>1, jonka molemmat
tekijét ovat isomorfisia ryhmén Cs kanssa. Ryhméa Cy kuitenkin siséltaé vain yhden
C5:n kanssa isomorfisen aliryhmén, joten se ei voi olla kahden téllaisen tekijén tulo.

Ratkeavalla ryhmaélla taytyy olla tietyntyyppinen normaali jono.

MAARITELMA 5.3. Ryhméé sanotaan ratkeavaksi, jos silla on normaali jono,
jonka kaikki tekijat ovat vaihdannaisia ryhmié.

Selvisti kaikki vaihdannaiset ryhmét ovat ratkevia, koska triviaalin jonon G<1
ainoa tekija on vaihdannainen. Myo6s kaikki diedriryhmét ja kaikki darelliset p-
ryhmét ovat ratkeavia. Symmetriset ryhmat Ss ja Sy ovat ratkeavia, silld niilla on
normaalit jonot S3> A3r>1 ja Sy> Ay > Vi 1, joiden tekijét ovat vaihdannaisia.
Sen sijaan S, ja A, eivéit ole ratkeavia, mikéli n > 5. Téhan palataan my6hemmin.
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5.2. Kompositiojonot. Koska normaalius ei ole transitiivinen ominaisuus,
normaalin jonon osajono ei valttdméatta ole normaali. Alkuperaisen jonon jéasen-
ten valiin voidaan kuitenkin usein lisétd sopivia alkioita niin, ettd saadaan uusi
normaali jono.

MAARITELMA 5.4. Normaalia jonoa (H;) sanotaan jonon (G;) hienonnukseksi,
mikali se siséltaa kaikki jonon (G;) jasenet, eli (G;) on jonon (H;) osajono.

MAARITELMA 5.5. Jos ryhmén normaalilla jonolla ei ole triviaaleja tekijoité,
mutta kaikilla sen hienonnuksilla on, jonoa kutsutaan ryhmén kompositiojonoksi.

Kompositiojono on siis tietylla tavalla maksimaalinen normaali jono. Aiemmin
mainittu jono S4>A4>Vy>1 ei ole kompositiojono, silld ryhmélla Vy on epétriviaali
normaali aliryhmé& Cs. Jonon loppupéété voidaan siis hienontaa seuraavasti: - - - >
Vi > Cy > 1. Toisaalta jono S3 > Az > 1 on kompositiojono, silld sitd ei voida
hienontaa ottamatta mukaan triviaaleja tekijoita.

Normaalin jonon tekij6ita voidaan verrata kokonaisluvun tekijéihin. Oletetaan,
ettd n = mj - mo. Jos jompikumpi tekijoistd ei ole alkuluku, se voidaan edel-
leen jakaa pienempiin tekijoihin. Lopulta saavutetaan kyseisen luvun alkutekijé-
hajotelma n = p1po ... p., jonka tekijoitd ei voi endé jakaa epatriviaalilla tavalla.
Kompositiojono vastaa tallaista alkutekijdhajotelmaa. Osoittautuu nimittéin, et-
td ryhméan kompositiotekijat ovat jarjestystd vaille yksikésitteiset. On kuitenkin
huomattava, ettd toisin kuin kokonaislukujen tapauksessa, kahdella ryhmalla voi
olla samat kompositiotekijat, vaikka ryhmét eivét olisi isomorfiset.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd alkutekijiéhajotelman alkulukuja vastaavat nor-
maalin jonon yksinkertaiset tekijat. Ryhméa kutsutaan yksinkertaiseksi, jos se on
epatriviaali eika silla ole aitoja epétriviaaleja normaaleja aliryhmié.

LAUSE 5.6. Ryhmdn G normaali jono (G;) on kompositiojono, jos ja vain jos
sen tekijat ovat yksinkertaisia.

TobpisTus. Oletetaan ensin, ettd normaali jono (G;) ei ole kompositiojono eli
ettd G > H > G jollain k. Noetherin toisesta isomorfialauseesta seuraa talloin,
ettd H/Gg11 < G/Gi+1, ja koska H/Gp4q el ole triviaali, tekija Gy /G4 el ole
yksinkertainen.

Oletetaan sitten, etté jokin tekija G /Gj1 ei ole yksinkertainen eli ettd pétee
H <1 Gy /Gg4q jollain H # {1}. Olkoon 7 : Gy — Gy /Gk11 kanoninen surjektio.
Tarkastellaan alkukuvaa H' = 7~ 'H (ks. kuva 10). Tim# on normaali ryhméssi
Gy, koska H on normaali maalijoukossa. Toisaalta ryhmé Gy 1 on normaali H':ssa,
koska se on normaali suuremmassa ryhméssi Gy. Siispa Gy > H' > G}, 1. Liséksi,
koska 7 on surjektio, pitee mH’' = H. Tilloin nahddan helposti, ettd H' # Gy,
koska H # Gy/Gky1, ja H # Gpi1, koska H # {1}. Néin ollen jono (G;) ei ole
kompositiojono. O

Aiemmin hienonnettu jono
S4I>A4DV4I>CQI>1

on kompositiojono, silld sen tekijat ovat Co, C3, C ja Cs, jotka ovat kaikki yksin-
kertaisia.
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Gy
C )

Gk+1 L —

N\ J

Kuva 10. Tekijan normaalista aliryhméstd saadaan uusi aliryhmé
jonon jasenten Gy ja Gp4q valiin.

Epétriviaalilla darelliselld ryhmaélla on aina kompositiojono. Téméa 16ydetaéan
ladhtemalld hienontamaan normaalia jonoa G > 1. Jokaisesta uudesta syntyvéasta
tekijasta H etsitddn aito epétriviaali normaali aliryhmé K. Témé aliryhmé noste-
taan kanonisen surjektion avulla alkuperiisen jonon jaseneksi, ja uusiksi tekijoiksi
saadaan K ja siihen liittyva tekijiryhmé H/K. Hienonnusta jatketaan niin kauan
kuin tekijoistd 10ytyy normaaleja aliryhmié. Lopulta tekijat ovat kaikki yksinker-
taisia, jolloin saatu jono on kompositiojono. Koska ryhmé on &érellinen, prosessi
paattyy varmasti.

Jos vaihdannaisella ryhmélla on kompositiojono, sen tekijat ovat yksinkertaisia
vaihdannaisia ryhmié. On melko helppo ndhda, etté téllaiset ryhmét ovat darellisia
syklisid ryhmié, joiden kertaluku on alkuluku. Koska alkuperdisen ryhmén kerta-
luku on tekijoiden kertalukujen tulo, tAméa osoittaa, ettd darettomalla vaihdannai-
sella ryhmélla ei voi olla kompositiojonoa. My6s jokaisella dérellisellda ratkeavalla
ryhmélla on jokin kompositiojono, jonka tekijat ovat muotoa C), silld vaihdan-
naisia tekijoita pilkkomalla on paddyttavéd lopulta yksinkertaisiin vaihdannaisiin
ryhmiin.

Epévaihdannaisella darettomalla ryhmélla voi olla tai olla olematta komposi-
tiojono. Esimerkiksi ryhmén Z jokainen aliryhmé& on muotoa nZ. Viimeistéd edel-
liseksi kompositiotekijaksi jaisi siis vaistamatta jokin téllainen aliryhmé, ja koska
nZ ei ole yksinkertainen, tdmaé on ristiriita. Toisaalta esimerkiksi reaalitason line-
aarikuvaukset, joiden determinantti on 1, muodostavat ryhmén SLs(R), ja talla
on kompositiojono SLy(R)>{I, —I}>{I}. Jonon ensimmaéinen tekija on projektii-
visten kuvausten ryhméa PSLy(R), joka on yksinkertainen (todistus sivuutetaan).

5.3. Kompositiotekijoiden yksikasitteisyys. Ranskalainen matemaatik-
ko Camille Jordan todisti vuonna 1868, ettd &darellisen ryhméan kompositioteki-
joiden kertaluvut ovat yksikésitteiset, ja saksalainen Otto Holder tédydensi tulos-
ta vuonna 1889 ndyttamalla, ettd itse tekijat ovat isomorfiaa vaille samat. Tulos
patee myo6s sellaisille &drettomille ryhmille, joilla on kompositiojono. Ryhdytéaan
seuraavaksi osoittamaan tatéd tulosta.

MAARITELMA 5.7. Ryhmén kaksi normaalia jonoa ovat ekvivalentit, jos niiden
kompositiotekijoiden vililld on bijektio ¢, jolle pitee p(A) = B.
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Sen osoittamiseksi, etté tietyn ryhmén kaikki kompositiojonot ovat keskendén
ekvivalentteja, niytetddn, ettd kahdella normaalilla jonolla on aina ekvivalentit
hienonnukset. Koska kompositiojonoilla ei ole epétriviaaleja hienonnuksia, niiden
on itse oltava toistensa kanssa ekvivalentteja. Ensin on kuitenkin todistettava
seuraava tekninen aputulos.

LEMMA 5.8 (Zassenhausin perhoslemma). Olkoot A, B, X ja Y ryhmdin G
aliryhmid. Oletetaan, ettc A <X ja B Y. Talldin

AXNB)JAXNY) ja BANY)<IB(XNY),
ja lisikst tekijaryhmille pdtee
AXNY) _ B(XNY)
AXNB) B(ANY)"

Oheisessa Hassen kaaviossa nékyvét lemmaan liittyvien ryhmien keskindiset
siséltyvyyssuhteet (ryhmét suurenevat ylhaalta alaspéin). Kaksoisviiva merkitsee
normaalia aliryhméé, ja yhdensuuntaiset kaksoisviivat viittaavat isomorfisiin te-
kijairyhmiin. Ylemmét suunnikkaat (etusiivet) perustuvat suoraan 1. isomorfia-
lauseeseen. Alemmat suunnikkaat (takasiivet) puolestaan vastaavat lemman sisél-
to4.

Kuva 11. Zassenhausin perhonen

TobisTus. Merkitaan D = (ANY)(X N B) ja osoitetaan, ettd
AXNY)  XnY

AXNB) D
Ensin todetaan, ettd koska A < X, niin ANY <X NY. Samoin XNBJIXNY.
Tésté seuraa helposti, ettd my6s tulo (ANY)(X N B) on normaali ryhméssd XNY'.
Madritellaan f: A(X NY) — (X NY)/D kaavalla f(az) = 2D, missd a € A
jaz e XNY. Tama f on selvasti surjektiivinen. Homomorfisuuden osoittamiseksi
otetaan alkiot aj,as € A ja 21,29 € (X NY). Koska A < X ja z; € X, ndhdéén,
ettid z1as = a’z jollain a’ € A. Nyt

flarz1 - azz2) = f(ard' - 2122) = (2122) D,
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joten f on homomorfismi.

Osoitetaan vield, ettd kuvauksen f ydin on A(X N B), jolloin haluttu tulos
seuraa homomorfialauseesta. Jos a € A ja z € X N B, niin erityisesti z € D, joten
flaz) = D eli az € Ker f. Toisaalta, jos f(az) = D eli z € D, niin z = yx joillain
y€ ANY jax e X N B. Talléin ay € A, joten az = ayx € A(X N B). Néin ollen
Ker f = A(X N B).

Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd B(X NY)/B(ANY) = (XNY)/D, ja
lemman vaite seuraa isomorfian transitiivisuudesta. O

LAUSE 5.9 (Schreierin hienonnuslause). Ryhmdn G milld tahansa kahdella
normaalilla jonolla on ekvivalentit hienonnukset.

TobisTus. Oletetaan, ettd G:ll4 on normaalit jonot
G=G>G >--->G,=1

ja
G=Hy>H > > H, =1

Edetéén lisdamaélla ensimmaéisessé jonossa aina kahden jonon perdkkéisen jasenen
valiin “kopio” koko toisesta jonosta. Tarkemmin sanottuna, méaaritellaén aliryhmét
Gi,j = Gi+1(Gi N Hj) kaikilla ¢ < n ja 7 < m. Nyt

Gijt1 = Gin1(GiN Hj1) < Gip1(Gi N Hj) = Gij.

Gj
G

i

Kuva 12. Hienonnuksen alkio
Asettamalla A = G4, X = G;, B= Hj1 jaY = Hj, saadaan Zassenhausin
lemmasta, ettd G; ;41 JG; ;. Lisdksi
Gio=Git1(GiNG)=G;  ja  Gim=Gip1(Gi N {1}) = Giya,
joten jono
Goo>Go1 > 2Gom-12G1o> - B2Gr 10> DG m1 21

on jonon (G};) hienonnus. Samalla tavoin voidaan méaaritella H; ; = H;j 1 (H;NG;),
jolloin saadaan jonon (H;) hienonnus

Hoyo> Hi o> H, 10> Ho1>--->Hyp1 B> Hyqg 1 B> 1.

Molemmat hienonnukset sisaltédvat nm tekijaa. Tekijoiden vélille voidaan maéri-
telld bijektio G; /G j+1 — H;;/Hit1 5, ja Zassenhausin lemman avulla néhdéén,
ettd toisiaan vastaavat tekijit ovat isomorfiset. O

KOROLLAARI 5.10 (Jordanin-Holderin lause). Saman ryhmdn kaksi komposi-
tiojonoa ovat aina keskenddn ekvivalentit.
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Tobistus. Edellisen lauseen mukaan kompositiojonoilla on ekvivalentit hie-
nonnukset. Kompositiojonon mééaritelmén perusteella ndiden hienonnusten uudet
tekijat ovat kaikki triviaaleja, joten alkuperaiset jonot olivat jo kesken&ddn ekviva-
lentit. O

Esimerkiksi sykliselld ryhmalla Zsp on muun muassa kompositiojonot
Zso> 3)>(15)>1  ja  Zgo> (5) > (10) > 1.

Ensimmaisen jonon kompositiotekijat ovat jarjestyksessd Cs, Cs ja Coa, ja toisen
jonon tekijat ovat Cs, Cy ja C5. Molemmissa on siis samat tekijat.

Jordanin-Holderin lauseen avulla saadaan uusi karakterisointi darellisen ryh-
man ratkeavuudelle. Ratkeavalla ryhmaélld on normaali jono, jonka tekijat ovat
vaihdannaisia. Aiemmin todettiin, ettd jos ryhmé on &érellinen, sen vaihdannaisia
tekijoita pilkkomalla saatava kompositiojono sisdltda vain syklisid tekijoité, joi-
den kertaluku on alkuluku. Toisaalta Jordanin-Hé6lderin lauseen perusteella milla
tahansa tavalla tuotettu kompositiojono sisaltda samat tekijét.

LAUSE 5.11. Adrellinen ryhmdi on ratkeava, jos ja vain jos silli on normaali
jono, jonka tekijdt ovat syklisia ryhmid, joiden kertaluku on alkuluku.

5.4. Adrelliset yksinkertaiset ryhmit. Koska jokaisella direlliselld ryh-
malld on kompositiojono, darellisten ryhmien teoriaa voidaan lahestyd komposi-
tiotekijoiden kautta. Tama lahestymistapa johtaa kahteen erilliseen kysymykseen:
minkalaisia ovat ddrelliset yksinkertaiset ryhmét, ja milla tavalla kompositioteki-
joista voidaan saada selville koko ryhmén rakennetta koskevia asioita. Jalkimmaéis-
td kysymysta tutkii niin sanottu ryhmdalaajennosten teoria. Tarkastellaan erésta
tdhan liittyvaa esimerkkié.

ESIMERKKI 5.12. Ryhmilla S5 ja Zg on kompositiojonot
Sy>As>1  ja Zg 1> (2) > 1.

Molempien jonojen tekijat ovat Co ja C5. Pelkéstdan kompositiotekijoistéd ei voida
siis paatellda, mikd ryhmé on kyseessd. Téssd suhteessa ryhmén kompositiojono
poikkeaa kokonaisluvun alkutekijdhajotelmasta.

Tekijoiden perusteella voidaan kuitenkin péadtelld ryhmaésta jotakin. Oletetaan,
ettd ryhmalld G on kompositiojono G > H t> 1, jonka tekijat ovat Cs ja Cs. Tama
tarkoittaa sitd, ettd H = C5 ja C5 < G. Koska syt(2,3) = 1, aliryhméa C35 ei voi
sisaltdéd alkiota, jonka kertaluku on 2. Téllainen alkio kuitenkin 16ytyy (esimer-
kiksi Cauchyn lauseen perusteella), joten Cy < G ja Cy N C3 = 1. Nyt on kaksi
mahdollisuutta: voi olla Cy <1 G, jolloin G = (9 x C3 = Zg, tai sitten Cy ﬂ G.

Vaikka C5 ei olisi normaali ryhmésséd G, niin joka tapauksessa G = CoCs.
Koska C3 on normaali, timé rakenne on niin sanottu puolisuora tulo. Puolisuorassa
tulossa jokainen alkio voidaan esittdd yksikésitteisessd muodossa ab, missé a € Cy
ja b € (3. Lisdksi miké tahansa tulo saadaan kaavasta

(albl)(ang) = (alag) (aQ_lblbg) .

Koko puolisuoran tulon rakenne riippuu siis tekijéiden rakenteen lisdksi siité, milla
tavalla ensimmaisen ryhmén alkioilla konjugointi toimii toisessa. Triviaali konju-
gointi johtaa takaisin suoraan tuloon.
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Esimerkin tapauksessa ei ole vaikea osoittaa, ettd mahdollisia epétriviaaleja
konjugointeja on vain yksi: jos 1 # a € Co ja b € C3, niin *b = b~!. Ratkaisemal-
la téastd ryhmén kertotaulu nédhdaén, etté kyseessé on itse asiassa Ss3; esimerkiksi
(12)(123) = (132). Niin on l6ydetty kaikki mahdolliset ryhmiit, joiden kompositio-
tekijat ovat Cs ja Cs.

Jos kompositiotekijoiden kertaluvut eivéit ole keskendén jaottomia, on myos
sellainen vaihtoehto, ettd ryhmé ei ole lainkaan tekijoidensé tulo. Téastd néhtiin
jo aiemmin esimerkki. Téllaisessa tapauksessa ryhmaéan rakenteen selvittdminen
johtaa hankaliin laajennosteoreettisiin kysymyksiin.

Adrellisten yksinkertaisten ryhmien tunteminen on ensiaskel kaikkien dérellis-
ten ryhmien rakenteen selvittdmisessé. Tamaén askeleen ottamisen aloitti jo Galois
todistamalla seuraavan tuloksen.

LAUSE 5.13. Alternoivat ryhmdt A, ovat yksinkertaisia, kun n > 5 tai n = 3.

Topbistus. (Hahmotelma.) Tapaus Az on selvé, joten oletetaan, ettd n > 5.
Talldin 3-syklien konjugaattiluokka ei jakaudu ryhméssé A, joten kaikki 3-syklit
ovat keskenddn konjugaatteja. Liséksi, jos H < A,,, niin H sisiltdi kaikkien alkioi-
densa konjugaatit. Jos siis H sisaltda jonkin 3-syklin, sen taytyy siséltaéd kaikki
3-syklit. Toisaalta ei ole vaikea ndhdé, ettd 3-syklit virittdvat ryhmén A,, kun
n > 3. Lauseen tulos saadaan nyt kdymalla 14pi erilaiset mahdolliset syklityypit
ja osoittamalla, ettd jos H sisaltda tietyn syklityypin permutaatioita, se sisaltaé
my0s jonkin 3-syklin. U

KOROLLAARI 5.14. Alternoiva ryhmda A, on ratkeava, jos ja vain jos n < 5.

TobisTus. Olemme néhneet, ettd pienet alternoivat ryhmét ovat ratkeavia.
Toisaalta, jos n > 5, niin ryhmén As kompositiojonossa on vain yksi tekija, ja se
ei ole vaihdannainen. O

Galois’'n jalkeen yksinkertaisia ryhmié l16ydettiin lisdd, ja erindisten vaiheiden
jalkeen 1980-luvulla alettiin uskoa, ettd kaikki dérelliset yksinkertaiset ryhmét oli-
si 1oydetty. Tuloksen todistamiseksi koottiin yhteen satoja artikkeleja, joita jou-
duttiin korjailemaan ja paikkailemaan, mutta nykyisin nayttda silta, etta todis-
tuksessa ei pitaisi olla aukkoja. Kukaan yksittdinen ihminen ei ole sitd kuitenkaan
pystynyt tarkistamaan. Gorenstein, Lyons ja Solomon ovat aloittaneet projektin,
jossa he kokoavat todistusta yksiin kansiin, ja kyseisestd projektista on muodos-
tumassa yksitoistaosainen kirjasarja.

LAUSE 5.15 (Adrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelulause). Jokainen
gdrellinen yksinkertainen ryhmda kuuluu johonkin seuraavista luokista.

1. Sykliset ryhmdt Cp, missi p on alkuluku. (Ainoat vaihdannaiset ryhmdt.)
2. Alternoivat ryhmdt A,, missi n > 5.

3.a. Klassiset Lie-tyypin ryhmdt.

3.b. Poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmdt.
4. 26 sporadista ryhmdd. (Ainoa ddrellinen luokka.)
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Klassiset Lie-tyypin ryhmét ovat &dérellisten vektoriavaruuksien erityyppisten
lineaarikuvausten muodostamia ryhmié, tai oikeammin néiden ryhmien yksinker-
taisia kompositiotekijoita. Esimerkiksi ortogonaaliset tai unitaariset ryhmét kuu-
luvat naihin. Poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmét ovat samanlaisella konstruktiol-
la saatavia matriisiryhmié, mutta niihin liittyvan vektoriavaruuden dimensio on
rajoitettu. Sporadiset ryhmét ovat ryhmié, jotka eivéit kuulu mihinkddn muista
luokista. Niistd suurinta nimitetdan “hirvioryhmaksi”; ja sen kertaluku on kerta-
luokkaa 8 - 10°3.



Renkaat ja modulit

Téassé osassa kasiteltdvat renkaat ovat vaihdannaisia, ellei toisin mainita.

6. Ideaalit

Kuten aikaisemmin on todettu, tekijarenkaassa nollan ekvivalenssiluokkaa vas-
taa renkaan ideaali. Ideaalin késitteen otti kdyttoon Richard Dedekind (1831—
1916), ja se pohjautuu Ernst Kummerin (1810-1893) keksimiin “ideaalisiin lukui-
hin”. Késitteen synty on siis lukuteoriassa: monissa lukualueissa kokonaislukujen
vksikéasitteinen alkutekijoihin jako ei onnistu, mutta toisinaan tdméa voidaan kor-
vata jakamalla luvun virittdméa ideaali niin sanottuihin alkuideaaleihin.

6.1. Maaritelmia ja virittaminen. Ideaali on mééaritelmédn mukaan ren-
kaan additiivisen ryhmén aliryhmaé A, jolle patee r A = A kaikilla renkaan alkioilla
r. Jos rengas ei ole vaihdannainen, puhutaan erikseen vasemman- ja oikeanpuolei-
sista ideaaleista (joille patee rA = A tai Ar = A), ja ideaalilla tarkoitetaan sellais-
ta aliryhméé, joka on seké vasemman- ettd oikeanpuoleinen ideaali. Yhdistamalla
aliryhmaékriteeri seké ideaalisuusehto saadaan seuraava tulos.

LAUSE 6.1 (Ideaalisuuskriteeri). Renkaan R osajoukko A on ideaali, jos ja
vain jos

(I1) A#0
(12) a —b € A kaikilla a,b € A
(I3) ra € A kaikilla a € A jar € R.

Renkaan osajoukon X virittdma ideaali on pienin ideaali, joka sisdltda joukon
X, ja sitd merkitdén (X). Yhden alkion virittdmé&s ideaalia nimitetédén paidideaa-
liksi. Padideaalit ovat aina muotoa (z) = {rz | r € R}.

MAARITELMA 6.2. Rengas R on pddideaalirengas, jos se on kokonaisalue ja
kaikki sen ideaalit ovat paiideaaleja.

Esimerkiksi kokonaislukujen rengas (Z, +, -) on paédideaalirengas, silld sen kaik-
ki aliryhmét ovat muotoa nZ = (n). Toinen esimerkki saadaan yhden muuttujan
polynomeista, joiden kertoimet ovat kunnassa K. Nama muodostavat renkaan, jo-
ta merkitddn K[X]. Kyseinen rengas on kokonaisalue, silld kahden polynomin tulo
on nolla, jos ja vain jos jompikumpi tekijéistéd on nolla.

LAUSE 6.3. Polynomirengas K[X| on padideaalirengas.
TobisTus. Oletetaan, ettd A on renkaan K[X] ideaali. Jos A sisiltdé jonkin
vakiopolynomin a # 0, niin a~'a = 1 € A, jolloin A = R = (1). Toisaalta, jos

47
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A = {0}, niin A = (0). Voidaan siis olettaa, ettd A # {0} ja A ei sisélla nollasta
poikkeavia vakiopolynomeja. Valitaan A:sta polynomi g # 0, jonka aste on pienin
mahdollinen (valttaméatta siis positiivinen). Jos nyt f € A, niin polynomien ja-
koalgoritmin perusteella f = gg+r, missa r:n aste on pienempi kuin g:n. Toisaalta
r=f—gq € A, mutta ¢g:n aste on pienin A:n nollasta poikkeavien polynomien
joukossa, joten r = 0. Néin ollen f = gq, ja koska tdmé pétee kaikilla f € K[X],
voidaan péételld, ettd A = (g). Taten K[X] on pédideaalirengas. O

Useamman kuin yhden muuttujan polynomeille edellinen lause ei pade: esimer-
kiksi renkaassa K[X,Y] ideaali (X,Y’) ei ole yhden alkion virittdmé, koska X ja
Y ovat jaottomia, mutta kumpikaan ei ole toisen tekija. Lause ei myoskaan pade,
jos K ei ole kunta: renkaassa Z[X| ideaali (2, X) ei ole pddideaali. Todistuksessa
ongelma tulee vastaan siiné, etté vaikka 2 on vakiopolynomi, silti 1 ¢ (2, X).

6.2. Alkuideaalit ja maksimaaliset ideaalit. Alkuideaalin késite on kes-
keinen monissa renkaiden sovelluksissa. Oletetaan seuraavassa, ettd R rengas ja A
sen ideaali.

MAARITELMA 6.4. Oletetaan, ettd A # R ja kaikilla z,y € R patee:
jos xy € A, niin x € A tai y € A.
Ideaalia A kutsutaan talloin alkuideaaliksi.
MAARITELMA 6.5. Ideaalia A kutsutaan maksimaaliseksi, jos A # R ja millaan
ideaalilla B ei pdde A C B C R.
Alkuideaalin maaritelmé muistuttaa ldheisesti kokonaisalueen mééritelméa.
Yhteys paljastuu seuraavassa lauseessa.

LAUSE 6.6. Olkoon R rengas ja A sen ideaali. Tdlloin

(a) A on alkuideaali, jos ja vain jos tekijarengas R/A on kokonaisalue
(b) A on maksimaalinen, jos ja vain jos tekijarengas R/A on kunta.

TobisTus. Harjoitustehtéva. U

Lauseesta saadaan nyt suoraan seuraava tulos.

KOROLLAARI 6.7. Jokainen maksimaalinen ideaali on alkuideaals.

Seuraavassa esimerkkeja alkuideaaleista:

e Kokonaislukujen renkaassa ideaali (p) on alkuideaali, jos ja vain jos p on
alkuluku tai nolla. Toisaalta, jos p on alkuluku, tekijarengas Z/(p) = 7Z,
on aarellinen kokonaisalue. Siksi se on kunta, joten ideaali (p) on myoés
maksimaalinen. Siispd ainoa Z:n alkuideaali, joka ei ole maksimaalinen,
on nollaideaali {0}.

e Yleisemmin, padideaalirenkaassa R jokainen nollasta poikkeava alkuide-
aali on maksimaalinen. Jos nimittain (x) # {0} on alkuideaali ja lisaksi
(x) € (y), niin = € (y) eli x = ry jollain r € R. Talléin ry € (x), mut-

ta y & (x), joten alkuideaalin méaaritelmén perusteella r € (x). Edelleen
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r = sz jollain s € R, joten x = ry = szy eli (1 — sy)z = 0. Koska R on
kokonaisalue, ndhdéan ettd sy = 1, mista seuraa R = (y).

e Polynomirenkaassa R[X1, ..., X,| paaideaali (f) on alkuideaali, jos f on
jaoton polynomi.

Todistetaan seuraavaksi tulos, joka varmistaa alkuideaalien riittédvan saata-
vuuden.

LAUsSE 6.8 (Krull). Jokaisella epdtriviaalilla renkaalla on maksimaalinen ide-
aali.

Lauseen todistus on perusesimerkki Zornin'' lemman kéytostia. Koska Zornin
lemma on luonteeltaan joukko-opillinen, on téssé yhteydessé hyva hieman perehtyé
sithen liittyviin késitteisiin.

Zornin lemma on niin sanotun wvalinta-aksiooman toinen muotoilu, joka so-
pii hyvin erilaisten maksimaalisten rakenteiden olemassaolotodistuksiin. Valinta-
aksiooma puolestaan on joukko-opin aksiooma, jota tarvitaan esimerkiksi ei-mi-
tallisen joukon olemassaoloon tai joukkojen vélisten mahtavuuksien vertailuun.
Aksiooman mukaan mille tahansa epétyhjien joukkojen kokoelmalle voidaan méaa-
ritelld kuvaus, joka antaa joukon arvoksi aina jonkin sen sisédltdmén alkion. Tallais-
ta kuvausta kutsutaan yleensé valintafunktioksi. Ongelma valinta-aksioomasta —
tai yhtéd hyvin Zornin lemmasta — riippuvissa olemassaolotodistuksissa on se, et-
ta todistuksen tuottamasta joukosta tai rakenteesta ei yleensé voida sanoa mitdéan
tasmallistd. Téasséd mielesséa valinta-aksiooman on sen naiivin joukko-opin perus-
sddnnon vastainen, ettéd jokaisesta alkiosta pitéisi pystyd sanomaan, kuuluuko se
annettuun joukkoon vai ei. Muun muassa'? sen vuoksi on yleensé tapana mainita
erikseen, jos todistuksessa nojaudutaan johonkin valinta-aksioomasta riippuvaan
tulokseen.

Olkoon P jokin joukko ja < sen kaksipaikkainen relaatio. Tarkastellaan seu-
raavia ehtoja:

(J1) Jos a <bjab<c, niin a < ¢ (transitiivisuus).
(J2) Jos a <bjab< a,niin a = b (antisymmetrisyys).
(J3) Kaikilla a,b € P pétee a < b tai b < a.

Jos relaatio < on transitiivinen ja antisymmetrinen, niin paria (P, <) kutsutaan
osittaisjarjestykseksi. Jos my6s ehto (J3) toteutuu, niin pari on tdydellinen jarjes-
tys eli lineaarijdrjestys. Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, osittaisjarjestykseksi tai
lineaariseksi jarjestykseksi voidaan nimittda myos joukkoa P tai relaatiota <. Ket-
ju on osittaisjarjestyksen osajoukko, joka on relaation < suhteen lineaarijarjestys.
Alkio m € P on osajoukon A C P yldraja, jos kaikilla a € A pétee a < m. Alkio
m on maksimaalinen, jos ei ole olemassa alkiota a € P, jolle patisi m < a.

LEMMA 6.9 (Zornin lemma). Oletetaan, etti P on epityhji osittaisjirjestys,
jossa jokaisella ketjulla on yldraja. Tdlloin P sisdltad maksimaalinen alkion.

Hpfax August Zorn (1906-1993) oli saksalaissyntyinen amerikkalainen matemaatikko.

12Toinen Syy on se, ettd valinta-aksiooman hyvéksyminen todistuksen ldhtékohdaksi voi
johtaa paradoksaaliselta vaikuttaviin tuloksiin. Erds tunnettu esimerkki on Banachin-Tarskin
paradoksi, jossa valinta-aksiooman avulla konstruoidaan suljetun kuulan jako &irellisen moneen
osaan, jotka uudelleenjirjestamalld saadaan kaksi alkuperidisen kokoista kuulaa.
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ToODISTUS. Zornin lemma on yhtapitdva joukko-opillisen valinta-aksiooman
kanssa. Tdmaén todistus sivuutetaan (ks. esim. Enderton: Elements of Set Theory).

O

Kuva 13. Osa erasté osittaisjérjestysta. Téassa jarjestyksessa patee
b < a, mutta alkiota x ei voi vertailla a:n tai b:n kanssa. Seka a
ettd b ovat molemmat ketjun C' ylarajoja, ja a on maksimaalinen
alkio.

LAUSEEN 6.8 TODISTUS. Olkoon R epétriviaali rengas. Tarkastellaan kaik-
kien R:n aitojen ideaalien muodostamaa kokoelmaa P. Tamé on osittaisjarjestys
siséltymisrelaation C suhteen. Liséksi P on epétyhjé, koska se siséltaéd vahintdan
nollaideaalin {0}. Osoitetaan, etté jokaisella ketjulla on yléraja téssé osittaisjar-
jestyksessa.

Olkoon A jokin ketju. Selvésti jokainen A:n alkio siséltyy yhdisteeseen UA,
joten riittda osoittaa, ettd UA € P eli ettd UA on aito ideaali. Ensinnékin se on
epatyhja, koska 0 € {0} € A. Oletetaan, etta r € R ja a,b € UA. Nyt 16ytyy jotkin
ideaalit A ja B, joille patee a € A ja b € B. Koska A on ketju, voidaan olettaa,
ettd A C B. Télloin a,b € B, ja koska B on ideaali, myts a — b € B ja ra € B.
Nain ollen

a—beUA ja ra € UA,
joten ideaalikriteerin perusteella UA on ideaali. Lisdksi UA # R, koska kaikilla
B € P pitee 1 ¢ B. Yhdiste UA on siis erés ketjun A yliraja.

Zornin lemman perusteella joukossa P on maksimaalinen alkio, joka on samalla
haluttu maksimaalinen ideaali. O

Krullin lauseen todistusta hieman muuttamalla saadaan seuraava yleisempi
tulos. Se voidaan my0s johtaa seurauksena Krullin lauseesta.

KOROLLAARI 6.10. Jos A # {0} on renkaan R ideaali, niin on olemassa R:n
maksimaalinen ideaali, joka sisdaltiad A:n.

Jos rengas R ei ole vaihdannainen, alkuideaalin méaaritelma muuttuu hieman.
Tésséd tapauksessa sanotaan, ettéd ideaali A on alkuideaali, jos A # R ja kaikilla
ideaaleilla B ja C pétee

BCcA = BCA tai CcCA.
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Tamé ehto voidaan lausua alkioiden avulla niin, ettd jos bRe C A, niin b € A tai
c € A, kun b ja c ovat mitd tahansa renkaan R alkioita. Vaihdannaisella renkaalla
tdméa palautuu aiempaan méaéritelméan, silla jos be € A, niin bre = ber € A

kaikilla » € R.

6.3. Jakorenkaat ja lokalisointi. Jakorengas on rengas, johon on lisdtty
kéanteisalkioita, jotta jakolasku tulisi mahdolliseksi. Menetelmé tuli osin tutuksi
jo erotusmonoidiesimerkin 1.5 yhteydessa. Télla kertaa tarkastellaan yleisempéaé
tapausta, jossa kddnteisalkiot lisdtdan vain valituille alkioille.

Olkoon R vaihdannainen rengas ja S jokin kertolaskun suhteen suljettu osa-
joukko, joka siséltdd ykkosalkion. Tarkoitus on lisdté renkaaseen R kaikkien S:n
alkioiden kéa#nteisalkiot. Tarkastellaan karteesisen tulon R x S (joka ei yleensé
itse ole rengas) kaksipaikkaista relaatiota

(al,bl) ~ (ag,bg) < c(a1b2 — agbl) =0 jollain ceS.

Tama on sama ekvivalenssirelaatio kuin erotusmonoidiesimerkissé, nyt vain kirjoi-
tettu eri muotoon renkaan laskutoimitusten avulla. Tekijarakennetta (R x S§)/~
nimitetéin renkaan jakorenkaaksi joukon S suhteen ja merkitiin ST!R. Jakoren-
kaan alkiota [(a, b)]~ voidaan merkitdén murtolukumuodossa a/b. Jakorenkaaseen
liittyy kanoninen kuvaus 1 : R — S™'R, missi a +— a/1.

LAUSE 6.11. Seuraavat vditteet pétevit renkaan R jakorenkaalle ST'R:

(a) ST'R on vaihdannainen rengas, laskutoimituksina a/b - c/d = (ac)/(bc)
jaa/b+c/d = (ad+ bc)/(bd).

(b) Kanoninen kuvaus n on rengashomomorfismi.

(c) Jos s € S, kuva-alkiolla n(s) € ST'R on kddinteisalkio.

(d) Kanoninen kuvaus n on injektio, jos ja vain jos S ei sisdlld nollanjakagia.

(e) STIR on nollarengas, jos ja vain jos 0 € S.

TobisTus. Harjoitustehtéva. O

Edellisesti lauseesta seuraa erityisesti, etti jos S = R\ {0}, jakorengas S~'R
on kunta. Jos lisiksi R on kokonaisalue, kuntaa S~!'R nimitetdin R:n osamddrd-
kunnaksi. Esimerkiksi Q on Z:n osamairidkunta.

Ryhdytéaén seuraavaksi tarkastelemaan jakorenkaisiin liittyvia prosessia, jota
nimitetaén renkaan lokalisoinniksi.

MAARITELMA 6.12. Rengasta, jolla on vain yksi maksimaalinen ideaali, kut-
sutaan lokaaliksi tai paikalliseksi renkaaksi.
Alkuideaalin avulla voidaan tuottaa paikallinen jakorengas.

LAUSE 6.13 (Lokalisointi). Olkoon R rengas ja P sen jokin alkuideaali. Talloin
S = R\ P on kertolaskun suhteen suljettu joukko, joka sisaltdd ykkosalkion, ja
jakorengas Rp = S™'R on paikallinen rengas.

Tobistus. Koska P # R, ndhdaén ettd 1 € S. Olkoot a,b € S. Jos tulo ab
ei olisi joukossa S, se kuuluisi alkuideaaliin P. Alkuideaalin méaaritelmén mukaan
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joko a € P tai b € P, mikd on mahdotonta. Taten S on kertolaskun suhteen
suljettu.

Osoitetaan sitten, ettd joukko M = {a/b | a € P,b € S} on ideaali renkaassa
Rp. Koska 0 € P, ndhddéan etta M # ). Olkoot sitten a/b,c/d € M jar/s € Rp.
Talloéin ac—bd € P, koska P on ideaali, ja bd € S, koska S on kertolaskun suhteen
suljettu. Néin ollen

a ¢ ac—bd
—— == M.
bd . bd C
Samoin ra € P ja sb € .5, joten
r oa ra
- -=—€M.
s b sb €

Ideaalikriteerin perusteella M on ideaali.

Néytetdan lopuksi, ettd M on renkaan Rp ainoa maksimaalinen ideaali. Jos
A ¢ M jollain ideaalilla A, niin 16ytyy alkio a/b € A\ M. Talléin a ¢ P, joten
a € S, mistd seuraa, ettd a/b on kddntyva alkio renkaassa Rp. Koska ideaali A
siséltad kdantyvéin alkion, se sisaltéd automaattisesti myos ykkosalkion, ja on siksi
koko rengas. Téasté seuraa, ettd jokainen aito ideaali siséltyy ideaaliin M, joten M
on ainoa maksimaalinen ideaali. O

ESIMERKKI 6.14. Lokalisointi-nimitys tulee algebrallisesta geometriasta. Tar-
kastellaan reaalikertoimisen polynomin p = X? — Y nollakohtien joukkoa tasossa.
Taméi joukko on paraabelin muotoinen algebrallinen kdyra. Koska f on jaoton
renkaassa R[X,Y], sen virittdmé ideaali (p) on alkuideaali. Lokalisoimalla voi-
daan muodostaa paikallinen rengas R[X, Y], . Se koostuu rationaalifunktioista

f/g, missé f ja g ovat polynomeja ja g & (p).

KuvAa 14. Polynomin X? — Y nollakohtien joukko on paraabeli.

Renkaalla R[X, Y], on sellainen ominaisuus, ettd sen sisiltémét funktiot
ovat madriteltyjd melkein kaikissa paraabelin pisteissd. Nimittdin, olkoon g sel-
lainen polynomi, ettd g(z,y) = 0 direttémén monessa paraabelin pisteessi. Tal-
16in voidaan osoittaa muun muassa, ettd g saa arvon nolla kaikissa paraabelin
pisteissd ja ettd p jakaa polynomin g. Néin ollen g € (p), joten kaikilla f péatee
f/9 € RIX, Y], . Voidaan ajatella, etté lokalisoinnin avulla huomio on keskitetty
kaikkien rationaalifunktioiden sijaista sellaiseen alueeseen, jonka funktiot on méa-
ritelty melkein koko paraabelilla. Vastaava konstruktio toimii myos korkeammissa
ulottuvuuksissa.
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Jos rengas ei ole vaihdannainen, tdmén luvun menetelmét eivét sovellu sellai-
sinaan kéytettéaviksi. Itse asiassa ei ole edes selvéd, ettéd epavaihdannaisen renkaan
alkioille ylipdatdan voidaan lisétd kédnteisalkioita. Jakorengas-nimitysta kayte-
tddn kuitenkin myods epévaihdannaisessa tapauksessa sellaisesta renkaasta, jossa
jakolasku on mahdollinen. Téllaista rakennetta voidaan toisaalta ajatella epévaih-
dannaisena kuntana, ja silloin sitd nimitetdén vinokunnaksi.
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7. Modulit

Vektoriavaruudet ovat vaihdannaisia ryhmié, joissa on maaritelty jonkin kun-
nan skalaaritoiminta. Hyvaksymalla kerroinrakenteeksi rengas kunnan sijaan ra-
kenne nimeltd moduli. Modulin késite on siis vektoriavaruuden yleistys, mutta
modulien teoria poikkeaa melko paljon vektoriavaruuksien teoriasta. Yleiselld mo-
dulilla ei esimerkiksi vélttamétta ole kantaa, ja vaikka olisikin, kannan pituus ei
ole valttamatta yksikasitteinen, jolloin dimensiota késitettd ei voida maéaaritella.
Toisaalta jokaiselle vaihdannaiselle ryhmaélle voidaan maééritella luonnollinen mo-
dulirakenne, ja siksi modulien teoria on myo6s suurelta osin vaihdannaisten ryhmien
teoriaa.

7.1. Modulit ja lineaarikuvaukset.

MAARITELMA 7.1. Olkoon R rengas. Vaihdannaista ryhméé (M, +), jossa on
madritelty renkaan R toiminta, nimitetdédn moduliksi. Renkaan toiminta on ren-
kaan kertolaskumonoidin (R,-) toiminta, joka toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla
a,be Rjax,yec M:

(M1) Lz =2

(M2) (ab).xz = a.(b.x)

(M3) (a+b).x =azx+bx
(M4) a.(x +y) =ax+a.y.

Rengasta R kutsutaan modulin kerroinrenkaaksi, ja sen toimintaa skalaarikerto-
laskuksi.

Aksioomat (M1) ja (M2) mééarittelevét kertolaskumonoidin toiminnan, ja loput
aksioomat maéarittavat, miten renkaan ja modulin yhteenlaskut suhtautuvat tuo-
hon toimintaan. Modulin aksioomista voidaan helposti johtaa tuttuja laskusaanto-
ja, kuten 0.x = 0, (—1).x = —z jne. Yleensa toimintaa merkitdin yksinkertaisesti
kertolaskuna jattdmaélla alkioiden vélistéd piste pois.

Téassd maaritelty renkaan toiminta on oikeastaan renkaan vasen toiminta, ja
siksi téallaista modulia nimitetdén joskus wvasemmaksi R-moduliksi. Vastaavasti
voitaisiin méaaritelld oikeat modulit renkaan oikean toiminnan avulla.

Esimerkkeja moduleista:

e Jos K on kunta, jokainen K-vektoriavaruus on samalla K-moduli, silla
modulin aksioomat ovat tdsmaélleen samat kuin vektoriavaruuden aksioo-
mat.

e Rengas R on itse R-moduli, kun skalaarikertolaskuksi otetaan renkaan
oma kertolasku.

e Jokainen vaihdannainen ryhmé on Z-moduli, kun skalaarikertolaskuksi
madritelladn monikerran ottaminen: n.x = nz = x + --- + = (n ker-
taa). TAmé& on itse asiassa ainoa tapa, jolla Z voi toimia vaihdannaisessa
ryhméssé, silla Z on additiivisena ryhmaéné alkion 1 virittdmaé, jolloin
toiminta méérdytyy taysin aksioomista (M1) ja (M3).

e Jadnnosluokkarenkaiden Z, toiminta ryhmésséd M on myos yksikésittei-
sesti méaaratty: [k],.z = kz (monikerta). Jotta téllainen toiminta olisi
hyvin maéaéaritelty, tdytyy ryhméssd M péted nax = 0, eli jokaisen alkion
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kertaluvun téaytyy jakaa luku n. Tdmé toteutuu muun muassa silloin kun
|M| = n. Toisaalta esimerkiksi Kleinin neliryhmé on Zg-moduli. Kun p on
alkuluku, rengas 7, on kunta, ja jokainen Z,-moduli on vektoriavaruus.

e Olkoon K kunta. K-kertoimiset m X m-matriisit muodostavat renkaan
M, (K), joka ei ole vaihdannainen. TAdmé rengas toimii matriisikertolas-
kulla vasemmalta sarakevektorien avaruudessa K" ja oikealta vastaavassa
rivivektorien avaruudessa. Vektoriavaruutta K" voidaan siis tarkastella
joko vasempana tai oikeana M, (K )-modulina.

e Renkaan R ideaalit ovat R-moduleja, kun kertolaskuna on renkaan oma
kertolasku. Ideaalit ovat samalla rengasmodulin R alimoduleja (mé&éri-
telma seuraa).

Olkoot M ja N jotain R-moduleja. Kuvausta f : M — N kutsutaan R-
modulithomomorfismiksi tai R-lineaarikuvaukseksi, jos se on skalaarikertolaskun
sailyttavd ryhméhomomorfismi, eli seuraavat ehdot péatevat kaikilla z,y € M ja
a € R:

L) flz+y)=f(2)+ f(y)
(L2) f(a.x) =a.f(x).

Bijektiivista lineaarikuvausta nimitetaén lineaariseksi isomorfismiksi. Lineaariku-
vauksen ydin on sama kuin vastaavan ryhméhomorfismin ydin, eli nollan alkukuva.

Kaikkien R-modulihomomorfismien M — N joukko on itse R-moduli, jos
laskutoimitukset maéritellaan pisteittéin:

(f+9)(@)=fz)+g(x) Ja  (a.f)(@)=0af(z)

T#atd modulia merkitdén Hompg(M, N), tai jos kerroinrengas on selvé asiayhtey-
desté, yksinkertaisemmin Hom (M, N).

7.2. Ali- ja tekijamodulit. R-modulin M alimoduli N on ryhméan M ali-
ryhmé, joka on vakaa kertolaskutoiminnan suhteen. Kaikilla x,y € N jaa € R
taytyy siis patea

(AM1) N #0
(AM2) z —y e N
(AM3) a.x € N.

Ehdot (AM1) ja (AM2) tulevat aliryhmékriteeristd. Ehdoista (AM1) ja (AM3)
seuraa 0 = 0.z € N jollain x € N.

Mielivaltaisten alimodulien leikkaus on aina alimoduli. Lineaarikuvausten ku-
vat ja ytimet ovat myos alimoduleja.

Olkoot A ja B kaksi modulin M alimodulia. Niiden summa on
A+B={a+blacAbec B}.

Tama maéaéritelmé on additiivinen versio aliryhmien tulon méaéritelméastéa. Koska
modulit ovat vaihdannaisia ryhmié, alimodulien summa on aina aliryhmé. Se on
samalla pienin aliryhm4, joka siséltdd summattavansa, eli A+ B = (AUB). Lisdksi
alimodulien summa on itse alimoduli, koska r(a + b) = ra 4+ rb € A + B kaikilla
a€c€ Ajabe B.
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Summaa voidaan yleistaa dérettoméan monelle alimodulille edelld mainitun vi-
ritysominaisuuden avulla. Olkoon (M;);cr perhe'® modulin M alimoduleita. Maé-
ritellddn néiden alimodulien summa seuraavasti:

> M; = <U Mi> .
el el

Toisin sanoen summa on sellaisten alkioiden x virittdmaé aliryhmé, jotka siséltyvét
johonkin alimoduleista M;. Sen alkiot ovat siis muotoa ) ;. x;, missd z; € M;
kaikilla 7, ja x; = 0 lukuunottamatta &dérellistd méaraéd indeksejd i. Alimodulien
yleinen summa on aina alimoduli.

Modulin M mika tahansa alimoduli N on normaali aliryhméa, koska M on
vaihdannainen. Aliryhmén N suhteen voidaan siis muodostaa tekijaryhmaéa. Tésta
tekijaryhmasta tulee samalla tekijamoduli, silla sivuluokkien skalaarikertolasku

a(x+ N)=ax+ N

on automaattisesti hyvin méaritelty. Jos nimittdin x = y + n jollain n € N, niin
ax = ay+an € ay+ N, silla an € N. Tekijdmodulia merkitaédn tavalliseen tapaan
M/N.

Tekijdmoduleille péatee samanlainen homomorfialause kuin ryhmille ja renkail-
le. Lisdksi Noetherin isomorfialauseet patevat myos modulien tapauksessa.

7.3. Modulien suorat summat ja tulot. Useimpien algebrallisten raken-
teiden tapauksessa kahden rakenteen karteesinen tulo on myo6s samantyyppinen
rakenne (kunnat ovat poikkeus téstd). Kahden R-modulin karteesista tuloa ni-
mitetddn suoraksi summaksi ja merkitddn M @ N. Se on R-moduli, joka koostuu
pareista (m,n), missi m € M jan € N. Useamman modulin tapauksessa summaa
voidaan merkita

ja sen alkioiksi tulevat n-jonot (my,ma,...,my), missi m; € M; kaikilla i. Aéret-
toman indeksijoukon tapauksessa suoran summan méaritelmé poikkeaa karteesi-
sen tulon méaritelmésta. Molemmat ovat kuitenkin R-moduleja, ja jalkimmaista
nimitetdén suoraksi tuloksi.

MAARITELMA 7.2. Olkoon (M;);e; jokin perhe R-moduleita. Modulien M;
suora tulo koostuu alkioperheistd = (x;);cr, missé x; € M; kaikilla i. Suora tulo
on R-moduli, kun laskutoimitukset méaritellaan pisteittéin:

(r+y)i =z +y; ja (ax); = ax;.
Suoraa tuloa merkitaan [[;c; M;.
Suoraan tuloon liittyvat kanoniset projektiokuvaukset m; : [[;c; M; — M,
joille pétee mj(x) = x;. Projektiokuvaukset ovat modulihomomorfismeja.
Modulien suora summa on suoran tulon osajoukko. Oletetaan jélleen, ettd

(M;)ier on jokin perhe R-moduleita.

I3Perheelld tarkoitetaan sellaista kuvausta indeksijoukolta I alimodulien joukkoon, jolle p&-
tee i — M;. Jos I = N, tamé on sama kuin jono (Mo, M1, Ma,...).
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MAARITELMA 7.3. Modulien M; suora summa koostuu alkioperheisti (z;);er,
missd x; € M; kaikilla i ja lisdksi z; # 0 vain dérelliselld maaralla indekseja. Suora
summa on R-moduli, kun laskutoimitukset maaritellaén pisteittdin kuten suorassa
tulossa. Suoraa summaa merkitdén @;c; M;.

Suoran summan alkiot ovat siis perheitd, joissa vain &irellisen moni jésen
on nollasta poikkeava. Téllaista perhettd sanotaan ddrelliskantajaiseksi. Suoraan
summaan liittyvét kanoniset injektiot vj : M; — @;cr M;, missé ¢;(y) = (z4)ier ja

y, kuni=j,
T; —
0, muuten.

Esimerkiksi jos indeksijoukko on I = {1,2,3,4} ja a € My, voidaan kirjoittaa
ta(a) = (0,a,0,0). Kanoniset injektiot ovat modulihomomorfismeja. Jokainen suo-
ran summan alkio (z;) voidaan kirjoittaa muodossa >, ¢;(z;). Tdmé summa on
adrellinen (oikeammin &dérelliskantajainen), koska x; = 0 dérellistd indeksijoukkoa
lukuunottamatta. Kanonisille injektioille pétee seuraava lause, jota nimitetdan
suoran summan universaaliominaisuudeksi.

LAUSE 7.4. Olkoon (M;) perhe R-moduleja. Oletetaan lisiksi, etti N on R-
moduli, ja p; on R-lineaarinen kuvaus M; — N jokaisella i. Tdlloin loytyy yksi-
kdsitteinen R-lineaarinen kuvaus 60 : @,; M; — N, jolle pdtee

pi=0ou (7.5)
kaikilla i, eli seuraava kaavio kommutoi:

Pi

7
/
>\ ,7 6

D; M;

M;

N

TobisTus. Jokainen suoran summan alkio z = (z;) voidaan kirjoittaa muo-
dossa © = >, ti(z;). Néain ollen, mikéli 6 toteuttaa ehdon (7.5), téytyy kaikilla
x € P,; M; péted

6(.%') =0 <Z Lz(xz)> = Z(@ e} Lz)(xz) = Z <pz(mz)
Tamé kaava méaarittelee kuvauksen 0 yksikasitteisesti.

Osoitetaan sitten, ettd ylla mééritelty 6 toteuttaa lauseessa mainitut ehdot.
On helppo néhdé, ettd § on R-lineaarinen. Liséksi, jos y € M, niin (¢;(y)); = 0
kaikilla 4 # j. Taten kaikilla j pétee

0(i()) = D @il ())s) = #5(9),
eli kuvaus 0 toteuttaa ehdon (7.5). O

Universaalisuudella tarkoitetaan sité, etté aina kun késilld on perhe lineaariku-
vauksia johonkin tiettyyn moduliin, tdmé perhe voidaan korvata yhdelld kuvauk-
sella suorasta summasta kyseiseen moduliin. Modulien suora summa on ikd&nkuin
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“universaali” lineaarikuvausperhe (¢;), joka voidaan téydentédé lineaarikuvauksel-
la 6 vastaamaan mité tahansa lineaarikuvausperhetta (¢;). Vastaavanlainen tulos
péatee myos suoralle tulolle.

LAUSE 7.6. Olkoon (Nj;) perhe R-moduleja. Oletetaan lisiksi, etti M on R-
moduli, ja p; on R-lineaarinen kuvaus M — N; jokaisella i. Talloin loytyy yksi-
kdsitteinen R-lineaarinen kuvaus 0 : M — [[; N;, jolle pdtee p; = m; 0 0 kaikilla 1,
eli oheinen kaavio kommutor.

Pi

AN
AN
6> i

N
I1; V;

N;

ToODISTUS. Sivuutetaan. O

Ryhmia tutkittaessa oli hyodyllista tietdd, milloin tietty ryhmaé sattui olemaan
isomorfinen jonkin tuloryhmén kanssa. Koska modulit ovat vaihdannaisia ryhmié,
my6s moduleille saadaan vastaava tulos.

LAUSE 7.7. Olkoon (M;);cr perhe R-modulin M alimoduleja. Jos Y ; M; = M
Ja M; 3252 My = {0} kaikilla i, niin M on isomorfinen suoran summan ; M;
kanssa.

TobisTus. Jokaisella ¢ voidaan méaéaritella inkluusiokuvaus ¢; : M; — M,
missé @;(x) = z. Suoran summan universaalisuusominaisuuden perusteella 16ytyy
R-lineaarinen kuvaus 60 : @, M; — M, jolle péatee 0(¢;(x)) = p;(x) = x kaikilla i
ja x € M;. Osoitetaan, ettd 6 on bijektio.

Mz‘ - Zz Mz‘

N4
b; M;

Todetaan ensin, ettéd jos z = (z;) € @, M;, niin

O(x)=10 (Z LZ($2)> = Z%(%) = le

i

Surjektiivisuuden osoittamiseksi oletetaan, ettd y € M on mielivaltainen. Koska
M = >, M;, alkio y voidaan kirjoittaa &érellisend summana y = ), x;, missi
x; € M; kaikilla . Nyt z = >, ¢;(x;) on suoran summan €, M; alkio, ja ylla
todetun perusteella 0(z) = >, x; = y.

Oletetaan sitten, ettd 6(z) = 0(y) joillain x,y € @, M;. Tamé tarkoittaa sité,
ettd Y, x; = Y_; ¥i, eli toisin sanoen Y ,(z; — y;) = 0. Edelleen, jokaisella i pétee
(i —yi) = = >_ (x5 — 5)-

i#]
Yhtéalon vasen puoli on alimodulin M; alkio, ja oikea puoli taas kuuluu summamo-
duliin 37, ; M;. Oletuksen mukaan néiden leikkaus on triviaali, joten erityisesti
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xz; —y; = 0. Koska tdmé patee kaikilla ¢, saadaan x; = y; kaikilla i, joten x = y.
Tama todistaa injektiivisyyden. O

Huomautus. Ryhméteoriassa vaihdannaisten ryhmien (Gj;,+) suora summa
konstruoidaan samalla tavoin kuin modulien suora summa. Suoraksi tuloksi kui-
tenkin nimitetdan tdsmaélleen samaa konstruktiota siiné tapauksessa, ettd ryhmén
laskutoimitusta merkitdan multiplikatiivisesti. Kummassakin rakenteessa siis al-
kioina ovat perheet (g;), joissa g; = 0 lukuunottamatta Aarellistd maarad indek-
seja. Jos viimeksi mainittu rajoitus jatetdén pois (kuten modulien suorassa tulos-
sa), ryhmien tuloa tai summaa kutsutaan rajoittamattomaksi suoraksi tuloksi tai
summaksi.
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8. Modulikonstruktioita

8.1. Vapaat modulit. Vektoriavaruuden tarkeimpid ominaisuuksia on, etta
sen vektorit voidaan ilmaista yksikéasitteisesti kantavektorien yhdistelminé. Téssa
luvussa tarkastellaan moduleja, joilla on vastaava ominaisuus.

Olkoon X osajoukko R-modulissa M. Mité tahansa aarellistd summaa ), r;z;,
missd r; € R ja x; € X kaikilla ¢, kutsutaan joukon X lineaarikombinaatioksi.
Jos jokainen modulin M alkio voidaan ilmaista joukon X lineaarikombinaationa,
sanotaan, ettd X wvirittdd modulin M. Edelleen, jos kullakin lineaarikombinaatiolla
patee >, rixz; = 0 ainoastaan siind tapauksessa, ettd r; = 0 kaikilla ¢, sanotaan,
ettd osajoukko X on lineaarisesti ritppumaton eli vapaa. Jos osajoukko ei ole
vapaa, se on sidottu.

MAARITELMA 8.1. Olkoon M jokin R-moduli. Osajoukkoa B C M kutsutaan
modulin M kannaksi, jos B virittdd modulin M ja on lineaarisesti riippumaton.
Talloin modulia M kutsutaan vapaaksi.

Vapaassa modulissa jokainen alkio voidaan esittda kannan alkioiden lineaari-
kombinaationa. TAmé esitys on lisdksi yksikésitteinen, silla jos Y, 7b; = >, rib;,
niin >, (r; — r})b; = 0, ja koska joukko B on vapaa, tdsti seuraa, ettd r; = r]
kaikilla 1.

Esimerkkeja vapaista moduleista:

e Lineaarialgebran peruskurssilla on osoitettu, ettd jokaisella &aarelliselld
R-vektoriavaruudella on kanta, joten jokainen téllainen vektoriavaruus
on vapaa R-moduli. Sama todistus pétee milla tahansa kerroinkunnalla.
Myos adrettomilla vektoriavaruuksilla on kanta, mutta sen todistamiseen
tarvitaan Zornin lemmaa.

e Mik4 tahansa rengas R on vapaa R-moduli, kantana yksio {1}. Yleisem-
min, tulomoduli R™ on vapaa, ja sen luonnollinen kanta koostuu alkioista
e; =(0,...,0,1,0,...,0) (ykkosalkio i:nnelld paikalla).

e Vaihdannaista ryhmaéé kutsutaan vapaaksi, jos se on vapaa Z-modulina.
Q ei ole vapaa ryhmé. Myoskadn Z, ei ole vapaa, miké seuraa erityi-
sesti myOhemmin todistettavasta lauseesta 8.4. Tuo lause osoittaa, etté
jokainen vapaa ryhmaé on isomorfinen ryhmien Z suoran summan kanssa;
erityisesti jokainen vapaa ryhmé on dareton.

Vapaisiin moduleihin liittyy seuraava universaaliominaisuus. Sen mukaan jo-
kainen vapaassa modulissa maéritelty lineaarikuvaus méaardytyy téysin kannan
alkioiden kuvien perusteella.

LAUSE 8.2. Olkoon M wvapaa R-moduli, jolla on kanta B, ja olkoon v: B — M
inkluusiokuvaus. Oletetaan lisiksi, ettd N on jokin toinen R-moduli ja f : B — N
on mikd tahansa kuvaus. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen R-lineaarinen kuvaus
p: M — N, jolle pitee f = @ o, eli oheinen kaavio kommutos.
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Lisakss

i) ¢ on injektiivinen, jos ja vain jos kuvajoukko fB on vapaa
ii) ¢ on surjektitvinen, jos ja vain jos kuvajoukko fB wvirittad modulin N .

TobisTus. Jokaisella vapaan modulin alkiolla on yksikésitteinen esitys kan-
nan alkioiden lineaarikombinaationa. Maaritelladén ¢ : M — N kaavalla

K3
On helppo néhdé, ettd néin saatu kuvaus on R-lineaarinen ja ettd p(b) = f(b)
kaikilla kannan alkioilla b. Yksikésitteisyys seuraa siita, etta lineaarikuvauksen on
kuvattava lineaarikombinaatiot juuri kaavan (8.3) médraamalla tavalla.

Muiden véitteiden todistaminen jéatetéddn harjoitustehtavéksi. O

Kun rengasta R ajatellaan R-modulina, voidaan muodostaa suora summa
P;cr R, jota merkitddn RU) . Taméi on vapaa moduli. Sen luonnollinen kanta koos-
tuu alkioista e; = (d;)icr, missé j € I ja

1, josi =y,
52‘j =
0, muuten.

Kannan alkiot ovat siis ykkosalkion kuvia kanonisissa injektioissa ¢; : R — €; R.
Osoittautuu, ettéd kaikki vapaat modulit ovat isomorfisia téillaisen suoran summan
kanssa.

LAUSE 8.4. Jos M on vapaa R-moduli, niin M = RY) jollain I.

Tobistus. Olkoon B = {b;}ic; vapaan modulin M kanta. M&éritelldan ku-
vaus f : B — RU) kaavalla f(b;) = e;. Universaaliominaisuuden 8.2 nojalla on
olemassa R-lineaarinen kuvaus ¢ : M — RU)| jolle pitee w(b;) = e; kaikilla i.
Saman lauseen loppuosan perusteella ¢ on bijektiivinen, koska joukko {e;} on
modulin RY) kanta. O

Nyt vapaan modulin universaaliominaisuus voidaan tulkita uudella tavalla:
Jokaista joukkoa I kohti voidaan konstruoida “universaali” R-moduli R(). Téssé
modulissa joukon I alkio ¢ samastetaan yleensd luonnollisen kannan alkion e;
kanssa. T&ll6in miké tahansa kuvaus f joukolta I johonkin R-moduliin N voidaan
laajentaa homomorfismiksi ¢ : RY) — N.

EsSIMERKKI 8.5. Olkoon R rengas, ja X jokin joukko. Samastetaan kukin alkio
z € X vapaan modulin RX) kanta-alkion e, kanssa. Talloin vapaan modulin alkiot
voidaan kirjoittaa formaalin lineaarikombinaation muodossa

E Ty = E Tr€yx-
T T

Talla tavoin minka tahansa joukon X péélle voidaan konstruoida modulirakenne,
jota kutsutaan joukon X wvirittamdaksi vapaaksi modulikss.

Erityisesti, jos R = Z ja n € R, alkiota nz voidaan pitdd x:n formaalina mo-
nikertana. Télla tavoin saadaan joukon X virittdmé vapaa vaihdannainen ryhma.
Téassé ryhmésséa joukon X alkioita voidaan lisdtd yhteen ja vahentad toisistaan.
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Esimerkiksi algebrallisessa topologiassa torméataédn tilanteeseen, jossa joukko
X koostuu jonkin topologisen avaruuden erdénlaisista yleistetyistd kolmioista (tar-
kemmin sanoen kolmioiden ja niiden n-ulotteisten vastineiden kuvista jatkuvissa
kuvauksissa). Vapaassa ryhméssé ZX) voidaan niisté kolmioista luoda erilaisia
lineaarikombinaatioita. Témé&n ryhmén rakennetta tutkimalla saadaan tietoa ava-
ruuden rakenteesta.

8.2. Tensoritulot. Monet vektoriavaruuksissa méaariteltavat tulot ovat bili-
neaarisia eli lineaarisia molempien tekijoiden suhteen. Jos vektorien tuloa merki-
taan (z,y) — = @y, bilineaarisuus tarkoittaa siis sité, etté

(z+y)@z=202+y®z2, (ax) @y = a(z ®y)
seki 2@ (y+2)=2Q@y+2® 2, @ (ay) = a(z ®y).

Esimerkiksi tavallinen pistetulo = - y ja kolmiulotteisen reaaliavaruuden ristitulo
x X y ovat bilineaarisia tuloja. Seuraavassa yleistetdén bilineaarisen tulon késite
mielivaltaisille moduleille, ja tarkastellaan modulien tensorituloa, jossa voidaan
madritella erdanlainen universaali bilineaarinen tulo.

MAARITELMA 8.6. Olkoot M, N ja P kolme R-modulia. Kuvausta f joukolta
M x N moduliin P kutsutaan R-bilineaariseksi, jos se on lineaarinen molempien
komponenttien suhteen, eli kaikilla z,y € M, z,w € N seké a € R patee

) flz+y,2) = f(z,2) + fy, 2)
2) f(z,z+w) = f(z,2) + f(z,w)
3) flaz,z) =af(z,z)

f(

z,az) = af(z,z).

Esimerkiksi reaaliavaruuden pistetulo on bilineaarinen kuvaus R™ x R” — R.
Yleisessé tapauksessa modulien M ja N ei kuitenkaan tarvitse olla samat. Huo-
maa, ettd bilineaarisessa kuvauksessa patevit kaavat f(x,0) = 0 ja f(0,y) = 0,

silla esimerkiksi f(x,0) = f(z,0.0) = 0.f(x,0) = 0.

Olkoot M ja N mielivaltaisia R-moduleja. Ryhdytdéan konstruoimaan modu-
lia T', jolle voidaan madritelld bilineaarinen kuvaus M x N — T, (z,y) — = ® y.
Ideana on lahtea liikkeelle modulista, jonka alkioita ovat parien (x,y) muodosta-
mat lineaarikombinaatiot. N&itd pareja voidaan pitdd muodollisina tuloina. Sen
jalkeen samastetaan alkioita niin, ettd bilineaarisuusehdot tayttyvat: esimerkiksi
jokainen pari (z + y, z) samastetaan lineaarikombinaation (z,z) + (y, z) kanssa.

Olkoon C vapaa R-moduli RM™*N) Tim#n modulin luonnollisen kannan muo-
dostavat alkioperheet e, ., missé (x,y) € M x N. Kuten tapana on, samastetaan
jokainen kanta-alkio vastaavan parin (z,y) kanssa. Talloin C koostuu kyseisten
parien lineaarikombinaatioista, joiden kertoimet ovat renkaassa R. Tarkastellaan
seuraavia neljia muotoa olevia lineaarikombinaatioita, missa x,y € M, z,w € N
jaa € R:

r+y,z) = (2,2) = (y,2)
z,z+w)— (z,2) — (z,w)
az,z) = a(z, z)

x, az) —a(z, 2).

(
(
(az
(
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Olkoon D se C':n alimoduli, jonka virittdvat ylla mainitut lineaarikombinaatiot.

MAARITELMA 8.7. R-modulien M ja N tensoritulo M ® g N on tekijamoduli
C/D, missa C = RMX*N) ja D on edelld mééritelty alimoduli. Jos kerroinrengas
on asiayhteydesta selva, tensorituloa voidaan merkitd myés M ® N.

Parin (z,y) ekvivalenssiluokkaa tekijamodulissa C'/D merkitdén z ®y. (TAméa
on oikeastaan perheen e(, .y ekvivalenssiluokka, mutta tdmé perhe samastettiin
parin (z,y) kanssa.) Koska parit (x,y) virittédvit vapaan modulin C, niiden ekvi-
valenssiluokat virittédvat modulin C'//D. Jokainen tensoritulon M ® N alkio voidaan
siis esittda alkioiden x ® y lineaarikombinaationa. Tensorituloon liittyy kanoninen
kuvaus n : M x N — M ® N, jolle pétee n(x,y) = x ® y. Kanoninen kuvaus on
R-bilineaarinen.

ESIMERKKI 8.8. Oletetaan, ettd m ja n ovat keskendén jaottomia luonnollisia
lukuja, ja tarkastellaan Z-modulien Z,, ja Z, tensorituloa. Koska m ja n ovat
keskenaén jaottomat, 10ytyy kokonaisluvut a ja b, joille patee am+bn = 1. Talloin
alkiolle * ® § € Z,,, ®z Z,, pitee

TRY=(am+bn).(TRY)=am.(TRY)+ bn.(TR7)
=a.(mMTRY)+b.(TRny) =a.(0®y)+b.(r®0)=0.

Koska tensoritulon jokainen virittdjaalkio on nolla, tensoritulo on triviaali moduli.

Tensoritulon ominaisuuksia todistettaessa ei ole yleenséa tarpeellista palata ten-
soritulon maaritelméén, vaan voidaan kayttaéd seuraavaa universaaliominaisuutta.

LAUSE 8.9. Olkoot M, N ja P jotain R-moduleja, ja olkoon f: M x N — P
jokin R-bilineaarinen kuvaus R-modulille P. Tdlléin on olemassa yksikdsitteinen
R-lineaarinen kuvaus ¢ : M g N — P, jolle pitee p(x ®@ y) = f(z,y) kaikilla
x €M jay € N, eli oheinen kaavio kommutor.

M x N !

\ 7
/
/
n e

M®R

P

Tobistus. Koska parit (x,y), missd z € M ja y € N, muodostavat vapaan
modulin C = RM*N) kannan, kuvaus f voidaan laajentaa lineaarikuvaukseksi
g : C — P yksikésitteisesti vapaan modulin universaaliominaisuuden perusteella.
Olkoon w jokin tensoritulon konstruktiossa méaéritellyn alimodulin D virittdjdal-
kio. T&ll6in g(u) = 0, koska f on bilineaarinen: esimerkiksi jos u = (az,y)—a(x,y),
niin

g9(u) = g((az,y) — a(x,y)) = glaz,y) — ag(x,y) = f(az,y) — af(z,y) = 0.
Koska g(u) = 0 jokaisella D:n virittdjalla w, niin D C Ker f. Siispd on olemassa
yksikésitteinen R-modulien homomorfismi ¢ : C/D — P, jolle patee g = g o,
missé 7 on kanoninen surjektio. Nyt kaikilla (z,y) € M x N pétee x @y = 7(x,y),
joten

oz @y) = p(r(z,y) = g(z,y) = f(z,y).
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Kuva 15. Lauseen 8.9 todistukseen liittyvd kommutoiva kaavio.
Ylakolmio saadaan vapaan modulin universaaliominaisuudesta ja
alakolmio modulien homomorfialauseesta. Kuvaus ¢ on inkluusio-
kuvaus, jan = mo .

ESIMERKKI 8.10. Universaaliominaisuuden perusteella ei ole olemassa mitdén
epatriviaalia Z-bilineaarista kuvausta joukolta Z,, x Z, annetulle modulille P.
Jos néet f : Z,, X Z, — P on bilineaarinen, tdytyy olla olemassa lineaarikuvaus
@ Loy Rz Ly — P, jolle ¢ oy = f. Alemmin néhtiin, ettd Z,, ®z Z, = 0, joten
kuvauksen ¢ téytyy olla nollakuvaus. Tésté seuraa, ettd myos f on nollakuvaus.

Seuraavassa lauseessa luetellaan joitakin tensoritulon ominaisuuksia.

LAUSE 8.11. Olkoot M, N ja P kolme R-modulia. Tdlloin on olemassa seu-
raavat yksikdsitteiset R-modulien isomorfismit:

i) M@NZ=N®®M, missé x QY — Yy x

i) (M@N)@P=2M®(N®P), missi (R yY)®z— @ (Y x)
iii) (M&N)®@P=(M®P)®(N®P), missi (z,y) ®z+— (z® 2,y 2)
iv) R® M = M, missi a ® T — a.zx.

Viimeisessd kohdassa rengasta R ajatellaan R-modulina.

TobisTus. Todistetaan kohta (i) ja jatetdédn muut harjoitustehtéviksi. Maa-
ritellddn kuvaukset f: M X N - NQ M jag: N x M — M ® N kaavoilla

fley)=yoz ja  gy,z)=r®yY.
Nama kuvaukset ovat selvésti bilineaarisia, joten lauseen 8.9 perusteella on olemas-
sa yksikésitteiset lineaarikuvaukset ¢ : M QN - N@M jay : NQM — M RN,
joille pétee p(zr ®@ y) = f(z,y) =y @ x ja p(y ® x) = g(y,x) = = ® y kaikilla
x € M jay e N. Lisdksi p o9 = id ja ¢ o ¢ = id, joten ¢ ja 1 ovat toistensa
kéanteiskuvauksia ja siten isomorfismeja. O

Huomautus. Edellista lausetta voi tulkita siten, ettd R-modulit muodostavat
ikddnkuin oman algebrallisen struktuurinsa, joiden laskutoimitukset @ ja ® to-
teuttavat lauseessa mainitut kohdat (i)—(iv). Kertolaskun ® “neutraalialkio” on
kerroinrengas R.

Osoittautuu, ettd universaaliominaisuus méérittelee tensoritulon isomorfiaa
vaille tdydellisesti. Universaaliominaisuutta voidaan tdmén vuoksi kayttad méaari-
telmén sijasta tensorituloon liittyvissa todistuksissa.

LAUSE 8.12. Olkoot M, N, Q kolme R-modulia, ja olkoon g jokin R-bilineaari-
nen kuvaus M x N — Q. Oletetaan, ettd Im g virittad modulin @ ja ettd seuraava
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sddnté on voimassa: jos f on mikd tahansa R-bilineaarinen kuvaus tulolta M x N
modulille P, niin on olemassa sellainen R-lineaarinen kuvaus v : Q — P, ettd
f=1vog. Tdlloin Q= M ®pr N, ja isomorfismille pitee g(z,y) — = ® y.

TobisTUus. Koska kuvaus g on bilineaarinen, tensoritulon universaaliominai-
suuden perusteella 16ytyy lineaarikuvaus ¢ : M @ N — @, jolle pon = g. Toisaalta
kanoninen kuvaus 7 on bilineaarinen, joten oletuksen nojalla 16ytyy lineaarikuvaus
¥ :Q — M ® N, jolle péitee Y o g = .

Mx N —2 Q MxN—~MeN

\ ! \ !
/ /
/ Ve
n y P g LY

M®N Q

Osoitetaan, ettd ¢ on kuvauksen ¢ kéénteiskuvaus. Selvasti id = idygn on
R-lineaarinen kuvaus, jolle pétee idon = n. Toisaalta my6s ¥ o on R-lineaarinen,
ja

(poplon=1vog=n.
Tensoritulon universaaliominaisuuden mukaan téllaisia kuvauksia voi olla vain yk-
si, joten id = 9 o .
n

M x N M ® N
\ y
M®N

Olkoon sitten u € () mielivaltainen. Koska kuvajoukko Im g virittdd modulin
@, voidaan kirjoittaa u = Y, g(z;, ;) joillain z; € M jay; € N. Toisaalta ndhdéaén,
etta

(po)og=ypon=g,
joten

(po)(u) = (o) (g(zi,y)) = Zg(%yi) = u.

Nain ollen o = id, ja ¢ on kuvauksen ¢ kéanteiskuvaus. Siispa ¢ : Q — M Q N
on R-modulien isomorfismi, jolle pitee ¥(g(z,y)) =n(z,y) =2z y. O

EsIMERKKI 8.13. Olkoon R jokin rengas. Tarkastellaan vapaita tulomoduleja
R™ ja R™. Merkitdan symbolilla R™*™ joukkoa, jonka alkioita ovat R-kertoimiset
n X m-matriisit. Namé& matriisit muodostavat vapaan R-modulin. Sen luonnolli-
sena kantana ovat alkeismatriisit E;j;, joissa rivin ¢ sarakkeessa j on ykkdsalkio ja
muualla 0. Alkioiden = = (x1,...,2n) ja y = (y1,---,Ym) dyaditulo tai ulkotulo
g(x,y) mééritelladn matriisina

Z1Yr T1Y2 - T1Ym

T2Yir X2Y2 - T2Ym
glz,y) = | . .

Tn¥Y1 Tp¥yY2 - TplYm

Kuvaus g : R" x R™ — R™ ™ on R-bilineaarinen.
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Osoitetaan, ettd R™™ = R™ @ R™ kayttdmalla lausetta 8.12. Selvésti Im g
virittdd modulin R™*™, silla g(e;, e;) = E;j. Olkoon sitten f: R" x R™ — P bili-
neaarinen kuvaus jollekin R-modulille P. Méaé&ritellaan kuvaus ¢ alkeismatriiseilta
moduliin P seuraavasti:

p(Eij) = f(eiej).
Vapaan modulin universaaliominaisuuden nojalla ¢ voidaan laajentaa yksikésit-

teiselld tavalla koko modulin R™*"™ lineaarikuvaukseksi. Jos A = (a;;) € R™™,
niin

= (Z aijEij) = aijf(eie))
1,7 ,J

Taten

szy] elae] (Zx euzy]e]) = x y)

kaikilla (x,y) € R™ x R™. Siispd f = ¢ o g, joten lauseesta 8.12 saadaan, etté
R ™ = R" @ R™. Dyadituloa g(z,y) vastaa tensoritulo z ® y.

Nyt ndhdéén, ettd reaaliavaruuksien tensoritulo tosiaan yleistaé tavallisia pis-
te- ja ristituloja. Pistetulo x -y saadaan matriisista A = z ® y lineaarisella kuvauk-
sella A — >, A;i, joka summaa yhteen kaikki lavistajéalkiot. Ristitulo puolestaan
saadaan kuvauksella

A — (A3 — Asg, As1 — Agz, A1z — A1),

joka myo6s on R-lineaarinen.

Tarkastellaan lopuksi erasté tensoritulojen sovellusta, jota nimitetédan skalaa-
rien laajennukseksi. Olkoot R ja S renkaita ja olkoon f : R — S rengashomomor-
fismi. Nyt rengasta S voidaan ajatella R-modulina, kun skalaarikertolasku méa-
ritellddn kaavalla a.b = f(a) - b. Jos M jokin R-moduli, niin voidaan muodostaa
tensoritulo

Mg =5S®rM.
Tamé tensoritulo on S-moduli, kun mééritellddn b'.(b ® z) = (b'd) ® x kaikilla
alkioilla b,0' € S ja x € M. Sanotaan, ettd Mg on saatu modulista M skalaareja
laajentamalla. Usein R on itse asiassa renkaan S alirengas, ja f : R — S on

inkluusiokuvaus. Jos S = R ja f on identtinen kuvaus, niin Mr = M lauseen 8.11
perusteella.

LEMMA 8.14. Jos M = R", missi n € N, niin Mg ja S™ ovat isomorfisia
S-moduleina.

TobisTus. Harjoitustehtéva. O

LAUSE 8.15. Jokaisella vaihdannaisella renkaalla R pitee, ettd jos R™ ja R™

ovat isomorfisia R-moduleja, niin m = n.

Tobistus. Merkitddn M = R™ ja N = R", ja oletetaan, ettd M = N. Olkoon
K renkaan R osaméiridkunta. (Osaméadrdkunta on R:n jakorengas joukon R\ {0}



8. MODULIKONSTRUKTIOITA 67

suhteen. TAmé& on kunta, koska R on vaihdannainen.) Kunnasta K saadaan R-
moduli kanonisen kuvauksen 7 : R — K avulla. Edellisen lemman perusteella

K™~ Mg = Ng =2 K"

YI1I& olevat isomorfismit ovat K-vektoriavaruuksien isomorfismeja. Koska vekto-
riavaruuden dimensio on yksikasitteinen, m = n. O
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9. Algebrat

Monissa sovelluksissa tormatédan moduleihin, joissa on modulirakenteen liséksi
maaritelty sisdinen bilineaarinen kertolasku. Esimerkiksi matriiseja voidaan pait-
si laskea yhteen ja kertoa luvuilla my6s kertoa keskendén, ja matriisikertolasku
on yhteensopiva sekd yhteenlaskun etté skalaarikertolaskun kanssa. Téllaista ra-
kennetta nimitetddn algebraksi. Eri ldhteissd algebran maéaéritelméin saatetaan
liséta oletuksia kertolaskun ominaisuuksista: sen voidaan esimerkiksi vaatia ole-
van liitdnnéinen tai silld voidaan olettaa olevan neutraalialkio. Téssé materiaalissa
oletukset pidetdan kuitenkin minimissaén.

9.1. Perusominaisuudet.

MAARITELMA 9.1. Olkoon R vaihdannainen rengas, ja olkoon A jokin R-
moduli, jossa on médritelty R-bilineaarinen kertolasku (x,y) — xz -y kaikilla
z,y € A. Télloin modulia A nimitetdén R-algebraksi. Jos kertolasku on liitédn-
néinen tai vaihdannainen tai jos silld on neutraalialkio, algebraa kutsutaan vas-
taavasti listanndiseksi, vaihdannaiseksi tai ykkosellisekst.

Algebrassa on siis kolme laskutoimitusta: yhteenlasku, kertolasku ja skalaa-
rikertolasku. Yhteenlasku on ryhmélaskutoimitus, osittelulait péatevéit molemmil-
le kertolaskuille, ja skalaarikertoimet menevét sisille seké summiin ettéd tuloihin.
Yleensa kertolaskua merkitdan yksinkertaisesti xy jattdmalld piste pois. Samoin
skalaarikertolaskua voidaan merkitd a.x = az. Jos skalaarikertolaskun ja algebran
sisdisen kertolaskun sekoittuminen halutaan valttas, voidaan niille kayttéia eri mer-
kint6ja. Esimerkiksi seuraavat laskulait patevit missé tahansa algebrassa:

(a +b)x =ax + bz a(x-y) = (ax) -y =z - (ay)
(zt+y)z=x-2+y-z —(z-y)=(-2)-y=z-(-y)
a(x +y) = ax + ay Opx =04 -z2=2-04 =04
(-1).x = —x.

Liitdnnaisen ja ykkosellisen algebran kertolasku tayttda renkaan kertolaskun
ehdot, joten téllaista algebraa voidaan pitdd renkaana (ei véalttamétta vaihdannai-
sena), jossa on lisdksi maaritelty skalaarikertolasku. Toisaalta jokainen vaihdan-
nainen rengas R on R-moduli oman sisdisen kertolaskunsa suhteen, ja vaihdannai-
nen rengas R onkin liitdnnéinen, vaihdannainen ja ykkosellinen R-algebra.

v
xy

M

Kuva 16. Algebra on moduli M, jossa on mééritelty bilineaari-
nen kertolasku. Liitdnnéinen ja ykkosellinen algebra voidaan néh-
dd my6s renkaana S, jossa on mééritelty toisen renkaan skalaari-
kertolasku.
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Esimerkkeja algebroista:

e Olkoon R rengas. R-kertoimisten nelidmatriisien modulissa R™*™ voi-
daan méaritelld tuttu matriisikertolasku, joka tekee kyseisestd modulista
matriisialgebran.

e Polynomirenkaassa R[X7,...,X,] rengas R voidaan samastaa vakiopo-
lynomien kanssa. Talloin skalaarikertolasku voidaan mééritelld samalla
sadnnolla kuin polynomikertolasku, jolloin polynomirenkaasta tulee po-
lynomialgebra.

e Olkoon R miké tahansa rengas, ei valttdméatta vaihdannainen. Niin kuin
ryhmien tapauksessa, R voidaan varustaa renkaan 7Z skalaarikertolaskul-
la n.a =a+---+a (n kertaa). Jokainen rengas on siis Z-algebra. Ku-
ten ryhmilla, td&mé on ainoa tapa, jolla Z voi toimia renkaassa R, joten
Z-algebrojen teoria vastaa renkaiden teoriaa.

e Yleisemmin, jos R ja S ovat renkaita ja f : R — S on rengashomomor-
fismi, niin S voidaan varustaa skalaarikertolaskulla a.b = f(a)-b. Tall6in
renkaasta S tulee R-algebra.

e Jos K on kunta, jokainen K-algebra A on vektoriavaruus. Talléin voi-
daan puhua muun muassa algebran dimensiosta. Jos vektoriavaruudessa
on liséksi méaritelty ylimasréista rakennetta, kuten normi tai topologia,
voidaan vastaavasti puhua normillisista tai topologisista algebroista.

e Kompleksilukujen kunta C on vektoriavaruutena samastettavissa tason
R? kanssa. Kompleksilukujen kertolasku on yhteensopiva avaruuden R?
vektorilaskutoimitusten kanssa, joten C on kaksiulotteinen R-algebra.

e Olkoon M jokin R-moduli. Modulin M sisdisten homomorfismien joukko
Endgr(M) = Hompg(M, M) on R-algebra, jota kutsutaan M:m endomor-
fismialgebraksi.

Algebrojen ali- ja tekijastruktuurit sekd algebrojen véliset homomorfismit maa-
ritellddn luonnollisella tavalla niin, ettd ne séilyttavat sekd modulirakenteen etté
algebran kertolaskun.

MAARITELMA 9.2. R-algebran A alimoduli B on R-alialgebra, jos se on mo-
dulin A alimoduli ja toteuttaa ehdon

r-y€EB kaikilla z,y € B.
Alimodulia I kutsutaan R-ideaaliksi, jos

a-xel ja xz-a€el kaikilla a € A jax € 1.

Algebran A ideaalin I suhteen voidaan muodostaa tekijialgebra A/I kuten
minké tahansa modulin yhteydessa. Tekijdalgebran kertolasku toteuttaa kaavan
(a+1I)-(b+1I)=ab+1. Se, etté tekijarankenteen kertolasku on hyvin méiritelty,
voidaan todistaa aivan samoin kuin renkaiden yhteydessé, koska siind ei tarvita
A:n kertolaskun liitdnnéisyytté eikd ykkosalkiota.

MAARITELMA 9.3. Olkoot A ja B kaksi R-algebraa. R-lineaarista kuvausta
¢ : A — B kutsutaan R-algebrahomomorfismiksi, jos

o(x-y) =px) - ply) kaikilla z,y € A.
Jos A ja B ovat ykkosellisid, kuvaukselta ¢ vaaditaan lisdksi, ettd ¢(14) = 1p.
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Algebrahomomorfismin ydin on ideaali, ja algebrahomomorfismeille patee sa-
manlainen homomorfialause kuten moduleille yleensa.

9.2. Algebrojen kannat. Jos jokin R-algebra on R-modulina vapaa, sitd
kutsutaan vapaaksi algebraksi. Vapaalla algebralla on siis kanta. Osoittautuu, etta
kannan alkioiden kertotaulu méarittda koko algebran kertolaskun téysin.

LAUSE 9.4. Olkoon A wvapaa R-algebra, jolla on kanta B.

i) Algebra A on liitdnndinen, jos ja vain jos (ab)c = a(be) kaikilla kannan
alkioilla a,b,c € B.
ii) Algebralla A on ykkésalkio 1, jos ja vain jos 1-a = a kaikilla a € B.
iii) Algebra A on vaihdannainen, jos ja vain jos ab = ba kaikilla a,b € B.

Tobistus. Tarkastellaan esimerkiksi kohtaa (iii) ja oletetaan, ettd kannan
alkiot ovat keskenddn vaihdannaisia. Olkoot z,y € A mielivaltaisia alkioita. Ne
voidaan kirjoittaa kanta-alkioiden lineaarikombinaatioina muodossa = = >, z;b;
jay=>,y;b;. Algebrakertolaskun bilineaarisuuden avulla saadaan

voy =3 wbi D by =D wi | Doyi(bi-b) | =3 wiy;(bi-by)
' J ‘ J i.j
=D _aiyi(by -bi) = 3y (Z i(b; - bi)> =D yibj- Y _wibi=y-x.

Huomaa, etté ylla kiytetaan hyvéaksi kerroinrenkaan vaihdannaisuutta. Muut vait-
teet todistetaan samalla tavalla. O

Olkoon A vapaa R-algebra, jolla on kanta B. Jokainen kannan alkioiden tulo
b; - bj voidaan kirjoittaa kannan alkioiden lineaarikombinaationa muodossa

bi-bj = by
k

Vakioita cé“j € R (téssa k on yldindeksi, ei potenssi) kutsutaan algebran rakenne-
vakioiksi kannan B suhteen. Kertolaskun bilineaarisuudesta seuraa, ettd rakenne-
vakioiden tunteminen riittdd algebran kertolaskun tuntemiseksi, silla

Zmibi . Zyjbj = leyj(bz . bj) = Z xiyjcfjbk.
i j i, i,k
Kaava antaa kannan alkioista muodostettujen lineaarikombinaatioiden tulon ylei-
sessa tapauksessa. Kaantaen, rakennevakioiden perhe (cf]) voidaan valita kullakin
1 ja j taysin mielivaltaisesti, ja ylla oleva kaava maérittelee talloin erdén bilineaa-
risen kertolaskun. Kiteytetddn nadméa havainnot seuraavaan lauseeseen.

LAUSE 9.5. Olkoon M wvapaa R-moduli, jolla on kanta B = {b;}icr. Olkoon
lisdksi (cfj)ke 1 jokin darelliskantajainen perhe renkaan R alkioita kaikilla i,5 € I.
Talloin modulissa M voidaan mdadritelld sellainen yksikdsitteinen R-bilineaarinen
kertolasku, jonka rakennevakioiksi kannan B suhteen tulevat vakiot cfj
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ESIMERKKI 9.6. Tarkastellaan kaksiulotteista reaaliavaruutta R2. Merkitaan
tamén avaruuden luonnollisen kannan vektoreita 1 = (1,0) ja ¢ = (0, 1), ja mééri-
telladn kantavektorien kertotaulu seuraavasti:

Tama R-algebra on selvésti ykkosellinen, liitdnnéinen ja vaihdannainen. Talla ta-
voin madritelladn kompleksilukualgebra, joka on siis kaksiulotteinen reaalikertoimi-
nen algebra. Kompleksialgebran rakennevakiot on lueteltu alla olevassa taulukossa,
missé on merkitty c;, = czy(2).

(z,y) | (L) (Ld) (1) (i,9)
cy(D) | 1 0 0 -1
coy(i) | 0 1 1 0

Koska kompleksialgebra on vaihdannainen ja jokaisella nollasta poikkeavalla
alkiolla on kéanteisalkio, kyseessé on kunta.

ESIMERKKI 9.7. Kvaterniot. William Hamilton'# 16ysi vuonna 1843 kertotau-
lun neliulotteiselle reaalikertoimiselle algebralle H, jonka hén risti kvaternioiksi'®.
Erityistd kvaternioalgebrassa on se, ettd kaikilla alkioilla on ka#nteisalkiot, jo-
ten jakolasku on mahdollista. Hamilton oli tyoskennellyt kauan tietynlaisen kol-
miulotteisen algebran l6ytamiseksi, kun han ollessaan kévelylld Dublinissa &dkkia
tajusi saavansa ideansa toimimaan, jos lisdisi mukaan neljannen ulottuvuuden.
Han innoistui keksinndstddn niin, ettd kaiversi siltd seisomalta kvaterniokannan
kertolaskusaannot Broughamin sillan kiveykseen. Jos algebran kantaa merkitdan
symboleilla 1, 7, j ja k, kertotaulu nayttaa talta:

10 gk
11 i j k
ili -1 k —j
jli —k -1 i
klk j —i -1

Kertotaulusta ndhdéén, ettd kvaternioalgebra on liitdnnéinen ja ykkoselli-
nen. Lisaksi jokaisella nollasta poikkeavalla alkiolla on kaanteisalkio: esimerkik-
si (1+j) - 3(1 — j) = 1. Kvaternioalgebra ei kuitenkaan ole vaihdannainen, joten
se ei ole kunta. Sen sijaan sitd nimitetddn jakoalgebraksi (vrt. jakorengas). Ku-
ten kompleksialgebrassa, jokainen ykkosalkiosta poikkeava kanta-alkio on luvun
—1 nelidjuuri. Kvaternioita kaytettiin kolmiulotteisen reaaliavaruuden geometrian
hahmottamiseen ennen vektoriavaruuden kasitteen muotoilua; kvaternioiden avul-
la voidaan muun muassa muotoilla piste- ja ristitulot seké kolmiulotteisen avaruu-
den kierrot.

l4William Rowan Hamilton, 1805-1865, irlantilainen fyysikko ja matemaatikko
15quaternio = nelikks (lat.)
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Normillinen algebra on sellainen, jonka taustalla olevassa vektoriavaruudessa
voidaan mééaritelld kertolaskun kanssa yhteensopiva normi. (Esimerkiksi komplek-
silukujen tavallinen normi on |z + yi| = /22 + y2.) Voidaan osoittaa, ettd nor-
millisia reaalisia jakoalgebroja on isomorfiaa vaille olemassa vain nelja: reaalilu-
vut R, kompleksiluvut C, kvaterniot H seké oktonioalgebra O, joka on kahdek-
sanulotteinen epaliitannainen jakoalgebra. Jos oktonioalgebran kantaa merkitdan
{1,4p,...,%6}, niin +ig on luvun —1 neligjuuri jokaisella k.

k

Kuva 17. Kvaternioiden ja oktonioiden kertotaulut

Kvaternioiden ja oktonioiden kanta-alkioiden kertotaulut kéyvét ilmi oheises-
ta kuvasta. Kahden kanta-alkion tulo on kolmas samalta viivalta l6ytyva alkio.
Nuolen suunta kertoo tulon etumerkin. Esimerkiksi kvaternioilla péatee j-i = —k,
ja oktonioilla on voimassa i - i1 = i3 ja i1 - 14 = —ia.

9.3. Ryhmai- ja monoidialgebrat. Olkoon (G,x*) jokin ryhmé ja R ren-
gas. Tarkastellaan vapaata R-modulia R(). Tamé&n modulin luonnollisen kannan
muodostavat alkiot ey, missd g € G, ja ndma voidaan samastaa vastaavan ryhmén
alkion g kanssa. Koska kannan alkiot talléin kuuluvat ryhmééan G, niille voidaan
madritelld luonnollinen kertolasku.

MAARITELMA 9.8. Ryhmdalgebra RG on vapaa R-moduli R(%) varustettuna
bilineaarisella kertolaskulla, joka toteuttaa ehdon g - h = g * h kaikilla kannan

alkioilla g, h € G.

Kahden ryhmaéalgebran mielivaltaisen jésenen tulo on
Zazgz Zb hy = Zaz (gi * hy)

Ryhmaalgebrat ovat hltannalsla ja ykkoselhsla, miké seuraa ryhmékertolaskun
ominaisuuksista ja lauseesta 9.4. Samanlainen konstruktio voidaan tehda lahtien
liikkkeelld ryhmén sijaan monoidista, jolloin tuloksena on monoidialgebra.

ESIMERKKI 9.9. Esitysteoriassa tutkitaan homomorfismeja annetulta ryhmél-
td G jonkin vektoriavaruuden V kééntyvien lineaarikuvausten ryhméén GL(V).
Tallainen kuvaus méarittelee ryhmén G lineaarisen toiminnan avaruudessa V', ja
sitd kutsutaan ryhmén esitykseksi avaruudessa V. Esityksistd — kuten toiminnois-
ta yleensdkin — on se hy6ty, etta niitd tutkimalla saadaan paljon tietoa ryhmén
rakenteesta.

Nykyisin on tapana siséllyttéa esitysteoria modulien teoriaan kayttamalla hy-
vaksi ryhmaéalgebran késitettd. Olkoon V' jokin K-kertoiminen vektoriavaruus, ja
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olkoon ¢ : G — GL(V) ryhmidhomomorfismi, jolloin ¢(g) on ka#intyva lineaa-
rikuvaus jokaisella g € G. Koska ryhméalgebra KG on liitdnnéinen ja ykkoselli-
nen, sitd voidaan pitdd renkaana, joka ei kuitenkaan ole vaihdannainen, ellei G ole
vaihdannainen. Avaruuteen V voidaan nyt méaritella renkaan K G kanta-alkioiden
vasemmanpuoleinen toiminta kaavalla

g-x = ¢(g)(z).

Laajentamalla td&mé toiminta lineaarisesti koko renkaan K G vasemmaksi toimin-
naksi avaruudesta V tulee vasen K G-moduli.

Jokaista esitystd ¢ vastaa nyt yksikésitteisesti jokin K G-moduli, ja esitysteo-
riasta tutut kasitteet voidaan ilmaista yksinkertaisesti modulikésitteiden avulla.
Esimerkiksi esitys on jaoton, jos ja vain jos vastaavalla modulilla ei ole aitoja epét-
riviaaleja alimoduleita, ja kaksi esitystd ovat kesken&én ekvivalentit, jos ja vain
jos vastaavat modulit ovat isomorfiset.

9.4. Polynomialgebrat. Polynomit muodostavat renkaita, joissa voidaan
madritella luonnollinen skalaarikertolasku. Téahén asti polynomeja on késitelty
tassé materiaalissa varsin epamuodollisesti ja niihin on sovellettu koulussa opittu-
ja tietoja. Esitetdén tassd yhteydessa erds tapa konstruoida formaalisti R-kertoi-
minen polynomialgebra.

Olkoon R rengas ja I = {1,2,...,n} aéarellinen indeksijoukko. Ruvetaan méaa-
rittelemdén polynomialgebraa R[X1,...,X,], joka koostuu R-kertoimisista n:n
muuttujan polynomeista. Tarkastellaan ensin tulomonoidia M, = N", joka koos-
tuu jonoista v = (v1,...,1,), missi v; € N jokaisella i. Jonojen yhteenlasku méé-
ritellddn pisteittain.

Monoidi M, sisdltda konstruoitavan polynomialgebran monomit. Ryhdytéaan
kirjoittamaan mielivaltainen alkio v = (14,...,v,) € M, muodossa

XV =XV XY X,

Jokaisesta jonon v komponentista v; tulee siis muuttujan X; muodollinen ekspo-
nentti. Jos jokin v; on nolla, voidaan vastaava X! jittdi merkitsemitti tuloon.
Talloin X% = X;, missd ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) (ykkonen i:nnella paikalla).
Kahden jonon p ja v summa vastaa nyt muodollista vaihdannaista tuloa:

L+v= XHtY X{n-i—quém—f—uz v X Hntvn
HntVn
Esimerkiksi (2,1,0) + (0,1,1) = X3 X5 - Xo X3 = X7 X3 X3.

Tarkastellaan sitten monoidialgebraa Pr(I) = RM,,. Sen alkioina ovat monoi-
din M,, alkioiden R-kertoimiset lineaarikombinaatiot

Za,,X”, missé a, € Rjav € M,.
1%

Kanta-alkioiden kertolasku saadaan monoidin M,, laskutoimituksestas:
XH. XV = XHHV = XL Xt
n 9

ja kahden yleisen alkion tulo on

> ay XYY b X =Y ayb, XV
v H

v,p
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Huomaa, etté algebraan siirryttéesséd monoidin yhteenlasku muuttuu algebran ker-
tolaskuksi ja samalla monoidin nolla-alkiosta X° = (0,...,0) tulee algebran yk-
kosalkio.

MAARITELMA 9.10. Monoidialgebra Pr(I) on R-kertoiminen n:n muuttujan
polynomialgebra. Se on liitdnnéinen, vaihdannainen ja ykkosellinen R-algebra, ja
sitd merkitdan R[X1,..., X,]. Monoidin M,, alkioita kutsutaan monomeiksi.

Polynomialgebra koostuu monomien lineaarikombinaatioista. Tyhja lineaari-
kombinaatio on algebran nolla-alkio, ja sitd nimitetddn nollapolynomiksi. Ykko-
salkio on monoidin M, nolla-alkio X° = (0,...,0). Monomin X" aste on ekspo-
nenttien summa ) ; ;, ja polynomin aste on suurin sen siséltdmén monomin aste.
Nollapolynomin asteeksi méiritellisin —oc. Esimerkiksi monomin X3 X3 aste on
5+1=6.

Polynomia, jonka aste on 0, nimitetddn vakiopolynomiksi tai vakioksi. Kuvaus
n:a— aX? on bijektio renkaan R ja vakiopolynomien vililld, ja sen avulla ker-
roinrengas voidaan samastaa vakioiden kanssa. Kuvaus 1 on my6s rengashomo-
morfismi, mistd seuraa, ettd renkaan skalaarikertolasku yhtyy vakiopolynomien
kertolaskuun. Erityisesti 7 kuvaa renkaan ykkosalkion algebran ykkdsalkioksi.

Polynomialgebralle patee seuraava universaaliominaisuus.

LAUSE 9.11. Olkoon R rengas ja A jokin liitdnndainen, vaihdannainen ja ykko-
sellinen R-algebra. Olkoon lisiksi (x1,...,x,) jono A:n alkioita. Talloin on ole-
massa yksikasitteinen algebrahomomorfismi ¢ : R[Xy,..., X,] — A, jolle pdtee
o(X;) = x; jokaisella i.

TobisTus. Koska algebra A on liitdnnéinen ja ykkosellinen, se on kertolas-
kunsa suhteen monoidi. Méaéaritellddn kuvaus f : M,, — A kaavalla

FOC) =t

n

Kuvaus f on monoidihomomorfismi monoidilta M,, algebran A multiplikatiiviselle
monoidille, silla

JOXH- XYY = JXPH) = a0t
= (@l ) () = FX) - F(X),

n
ja f(X%) =220 = 14. (Téssi kéiytettiin hyviiksi A:n vaihdannaisuutta.)

Koska R[X7,...,X,] on vapaa moduli, jonka kanta on M, vapaan modulin
universaaliominaisuudesta seuraa, ettd on olemassa yksikéasitteinen R-lineaarinen
kuvaus ¢ : R[X1,...,X,] — A, jolle pitee p(X") = f(X") kaikilla X¥ € M,
Tama lineaarikuvaus sailyttaé liséksi algebran kertolaskurakenteen, silla kannan
alkioilla pétee

p(X7 - XH) = f(XY - XF) = fF(XY) - f(XF) = o(X7) - (X"),

ja yleinen tapaus seuraa kuvauksen ¢ seké algebrakertolaskun lineaarisuusominai-
suuksista. Kuvaus ¢ on siis algebrahomomorfismi, ja liséksi o(X;) = f(X¢) = x;

kaikilla <.
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Olkoon sitten ¢’ toinen algebrahomomorfismi, joka toteuttaa lauseen oletuk-
set. Koska ¢ siilyttaa kertolaskun, taytyy patea

O(XY) = (X7 XEm) = g (X)) (X)) =2l

n

Niin ollen kuvaukset ¢’ ja ¢ yhtyvit monoidin M,, alkioilla, joten ¢:n yksikésit-
teisyydesté seuraa, ettd ¢’ = . U

MAARITELMA 9.12. Edellisen lauseen kuvausta ¢ kutsutaan sijoitushomomor-
fismiksi. Polynomin f =), a, X" arvo sijoitushomomorfismissa on

p(f) =D aa™ -2,
v
ja sitd merkitdan f(x1,...,x,).

Sijoitushomomorfismin avulla voidaan maéritelld algebran A polynomifunktio
(x1,...,2n) — f(x1,...,2,). Téssd kohdassa on syytd huomata ero polynomin ja
sen madraiman polynomifunktion vililli. Olkoon esimerkiksi f = X2+X € Zy[X].
Nyt f ei ole nollapolynomi, mutta f(z) = 0 kaikilla € Zs, eli f:n madraama
funktio algebrassa Z, on nollafunktio.

Tassé luvussa méadriteltiin polynomit darellisen muuttujajoukon suhteen. On
my6s mahdollista valita indeksijoukko I &arettoméksi. Talloin monomimonoidi
M7 = NU) koostuu alkioperheisté, joissa on vain dérellinen méaéra nollasta poik-
keavia alkioita. Muuten konstruktio etenee aivan samalla tavalla.
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9.5. Lien algebrat. Lien algebrat tarjoavat térkein esimerkin epéaliitannéi-
sistd algebroista. Yleensd Lien algebrat liitetddn vastaaviin Lien ryhmiin, jotka
kuvaavat jatkuvia symmetrioita; erds esimerkki on reaalitason ympyrin symmet-
riaryhmé. Nailla ryhmilld on paljon kéyttod paitsi matematiikan puolella, myos
teoreettisessa fysiikassa. Lien algebroja voidaan my6s kéyttdd muun muassa yk-
sinkertaisten Lie-tyypin ryhmien luokitteluun ja analysointiin.

MAARITELMA 9.13. Olkoon £ jokin K-vektoriavaruus. Oletetaan, etta ava-
ruudessa £ on madritelty bilineaarinen tulo (x,y) — [zy], jolle pétee

(LA1) [zz] = 0 kaikilla z € £
(LA2) [z[yz]] + [y[zz]] + [z[zy]] = O kaikilla z,y, z € £.

Talloin avaruutta £ kutsutaan Lien algebraksi.

Ehtoa (LA1) nimitetdan alternoivuudeksi ja ehtoa (LA2) Jacobin identiteetiksi.
Lien algebran kertolasku ei yleensé ole liitdnnéinen eiké vaihdannainen; sen sijaan
ehdon (LA1) ja kertolaskun bilineaarisuuden perusteella pétee

0= [(z+y)(x+y)] = lwa] + [zy] + [y2] + [yy] = [wy] + [ya],
mista seuraa
(LAY) [zy] = —[yz| kaikilla z,y € V.
Jos kerroinkunnan karakteristika ei ole 2, ehdot (LA1) ja (LA1’) ovat yhtépitavia:
talloin nimittdin ehto (LA1) saadaan asettamalla @ = y yhtéalossa [xy] + [yz] = 0.

Liitdnnaisten algebrojen avulla voidaan tuottaa runsaasti esimerkkeja Lien
algebroista. Olkoon A jokin liitdnnédinen K-algebra, esimerkiksi K-kertoimisten
nelidmatriisien muodostama algebra. Lien kommutaattori méaéritelladn kaavalla

[z,y] = 2y — yx kaikilla z,y € A.

Algebrasta A tulee Lien algebra kertolaskun (z,y) — [z, y] suhteen. Tamé kerto-
lasku on nimittédin selvésti bilineaarinen, ja sille patee ehto (LA1). Jacobin iden-
titeetin tarkistamiseksi todetaan, etta

[z, [y, 2]] = [2,yz — 2y] = (zyz — 22y) — (y22 — 2y7)
[y, [z, 2] = [y, 22 — 22] = (yza — yaz) — (z0y — z2y)
[z, [z,y]] = [z, 2y — ya] = (zay — zyx) — (2yz — yx2).
Kun lasketaan ylla olevat lausekkeet yhteen, saadaan tulokseksi 0. Liitdnnaisyytta

kéytettiin siihen, ettd kolminkertaiset tulot voitiin kirjoittaa ilman sulkeita.

ESIMERKKI 9.14. Palautetaan mieleen, ettd matriisin x jdlki on sen diagonaa-
lialkioiden summa: trz = ), z;;. Tarkastellaan joukkoa

sl (R) = {z e R™" | trx = 0}.

On helppo ndhdé, ettd sl,(R) on liitdnnaisen algebran R™*™ aliavaruus (se on
lineaarikuvauksen tr : R"*" — R ydin), mutta kyseinen aliavaruus ei ole suljet-
tu matriisikertolaskun suhteen. Toisaalta, jos tarkastellaan avaruutta R™*™ Lien
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algebrana kertolaskun [z,y] suhteen, voidaan osoittaa, ettd sl,(R) on Lien alial-
gebra. Kaikille matriiseille z,y € R™*™ nimittdin pétee
n

n n
tr(zy —yz) =) <Z TikYki — Y yz‘k‘xki>
k=1 k=1

=1

n n

ik=1 i k=1

Lien algebraa sl,,(R) nimitetaén erityiseksi lineaariseksi algebraksi.

Jos liitdnnéinen algebra A on my¢s vaihdannainen, niin kommutattori [z, y] on
nolla kaikilla x,y € A. Tdmé& ominaisuus otetaan Lien algebran vaihdannaisuuden
maaritelmaksi.

MAARITELMA 9.15. Lien algebraa £ kutsutaan vaihdannaiseksi, jos [zy] = 0
kaikilla z,y € £.

Huomaa, ettd Lien algebran vaihdannaisuus ei ole sama asia kuin yleisen al-
gebran vaihdannaisuus. Jos kerroinkunnan karakteristika ei ole 2, niin Lien algebra
£ on vaihdannainen, jos ja vain jos [xy] = [yx| pétee kaikilla z,y € £ eli £ on
vaihdannainen algebra. Kuitenkin karakteristikan ollessa 2 ehto [xy| = [yz] seuraa
suoraan ehdosta (LA1’) eika £ silti ole véalttaméatta vaihdannainen Lien algebra.

LAUSE 9.16. Jokainen yksiulotteinen Lien algebra on vaihdannainen.

TobisTus. Oletetaan, ettd £ on yksiulotteinen K-kertoiminen Lien algebra.
Olkoon v jokin nollasta poikkeava vektori. Avaruus £ on nyt vektorin v viritté-
maé, joten jokainen alkio on muotoa av, missd a € K. Alternoivuudesta seuraa
[(av)(bv)] = ablvv] = 0 kaikilla a,b € K, joten £ on vaihdannainen. O

ESIMERKKI 9.17. Lien algebrat liittyvét laheisesti Lien ryhmiin. Tarkastellaan
esimerkkiné Lien ryhmésté jotain reaalikertoimista matriisiryhméad G < GL,(R).
Tamaéan ryhmén matriiseja voidaan ajatella avaruuden R" pisteina, jolloin esimer-
kiksi ryhméssd maéaaritellyille funktioille ja poluille voidaan mééaritella raja-arvot
ja derivaatat tavalliseen tapaan.

Olkoon v : R — G derivoituva funktio, jolle pétee v(0) = 1 (ykkosmatrii-
si). TAma v on neutraalialkion kautta kulkeva polku. Derivaatta 7/(0) € R"*"
maarad polun tangenttivektorin neutraalialkion kohdalla. Voidaan osoittaa, etta
kaikkien neutraalialkion kautta kulkevien polkujen tangenttivektorit muodostavat
avaruuden R™" aliavaruuden g. TAméa tangenttiavaruus on lisdksi suljettu Lien
kommutaattorin suhteen, joten se on Lien algebra. Sitd kutsutaan ryhmdn G Lien
algebraksi. Kommutaattorilla on ldheinen yhteys konjugointiin ryhméssa G.

Jos x € g, eli x on jonkin neutraalialkion kautta kulkevan polun v derivaatta,
patee derivaatan méaéritelmén mukaan

Y(t) = 1+ tx + te(t),

missé |e(t)| — 0, kun t — 0. Polulla « olevia ryhmén alkioita voidaan siis approk-
simoida Lien algebran alkion tx avulla, kun ¢ on riittdvan pieni. Témé&n vuoksi
Lien algebraa nimitetdan joskus ryhmén generoivaksi algebraksi. Y14 olevan kaa-
van perusteella alkiota tx voidaan pitéd infinitesimaalisena ryhmén alkiona, ja
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Kuva 18. Lien ryhméan G tangenttivektoreita

Lien algebraa nimitetdankin joskus infinitesimaaliseksi ryhmdksi, vaikka todelli-
suudessa Lien algebralla ei ole ryhmén rakennetta.

Esimerkiksi erityinen lineaarinen algebra sl,,(R) (ks. esimerkki 9.14) on erityi-
sen lineaarisen ryhmén SL, (R) Lien algebra. Ryhméan SL,(R) kuuluvat sellaiset
n X n-matriisit, joiden determinantti on 1. Jos = € sl3(R), niin 2 on muotoa [¢ ° ],
ja
1+ta tb

tc 1-—ta

Jos parametri ¢ on infinitesimaalisen pieni, toisen potenssin t? siséltavi termi
voidaan jattda huomiotta. Talloin huomataan, ettd matriisin 1+ tx determinantti

on erittdin ldhelld ykkosta, joten kyseinen matriisi approksimoi jotain ryhmén
SLs(R) alkiota.

det(1 +tx) = ’ ’ =1 —t*(a* + be).

Kuva 19. Matriisi 1 4 tx on lahelld ryhméa SLo(R).

Yleisessa tapauksessa Lien ryhmét voivat olla mitéd tahansa derivoituvia monis-
toja. Talloin tangenttivektorit voidaan méaritellda samaan tapaan kuin matriisien
tapauksessa. Kertolaskua ei kuitenkaan saada suoraan matriisialgebran kommu-
taattorina vaan se on johdettava muulla tavalla.



Kuntalaajennokset

10. Esimerkki: Airelliset kunnat

Ennen kuin ruvetaan késittelemééan kuntalaajennoksia yleisesti, tarkastellaan
hieman &arellisten kuntien rakennetta ja konstruktiota. Samalla tutustutaan niihin
menetelmiin, joita teorian kehittdmisessa tullaan tarvitsemaan.

Palautetaan aluksi mieleen kunnan karakteristikan ja alkukunnan késitteet.

MAARITELMA 10.1. Olkoon K kunta. Pienintd positiivista kokonaislukua n,
jolle péatee
14+ +1=0,
n kpl

kutsutaan K:n karakteristikaksi ja merkitdan char(K). Jos tallaista lukua ei ole
olemassa, sanotaan ettéd karakteristika on nolla.

Kunnan karakteristika on aina alkuluku, jos se ei ole nolla. Jos karakteristika
on p > 0, niin mink4 tahansa alkion p:s monikerta on nolla, silld (a + -+ +a) =
a(l+---+1) =0 kaikilla a.

Jos K on kunta, mika tahansa alikunta sisaltda kaikki ykkosalkion monikerrat.
Toisaalta karakteristikan ollessa p > 0 ykkosalkion monikerrat muodostavat ren-
kaan Z, kanssa isomorfisen alistruktuurin, joka on kunta. Tété kuntaa merkitaan
symbolilla F,, ja nimitetdédn kunnan K alkukunnaksi. Toisaalta, jos K karakte-
ristika on 0, niin ykkosalkion monikerrat muodostavat rakenteen, joka on isomor-
finen renkaan Z kanssa. Jokainen K:n alikunta siséltdad paitsi ndma monikerrat,
myo6s niiden kéanteisalkiot. Téten alikunnan téytyy sisdltda Z:n osaméadrdkunta
Q. Naistéd havainnoista saadaan seuraava lause.

K K
- Q
p
0 1 1+1 m

Kuva 20. Jokainen kunta sisdltda yksikésitteisen minimaalisen alikunnan.

79
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LAUSE 10.2. Jokainen kunta sisdltdd yksikdsitteisen minimaalisen alikunnan,
jota mimitetddn alkukunnaksi. Jos kunnan karakteristika on alkuluku p, témd al-
kukunta on isomorfinen jadinnésluokkakunnan T, kanssa. Jos karakteristika on
nolla, alkukunta on isomorfinen rationaalilukujen kunnan Q kanssa.

Jokaisen aarellisen kunnan karakteristika on vélttaméattd positiivinen, mut-
ta ddrettoman kunnan karakteristika voi olla yhtd hyvin positiivinen tai nolla.
Osoittautuu, ettd darellisen kunnan rakenne on muutenkin hyvin tarkoin méérat-
ty. Seuraava lause antaa rajoituksen aérellisen kunnan alkioiden lukuméaréalle.

LAuse 10.3. Jos K on ddrellinen kunta, niin |K| = p", missd p on K:n
karakteristika ja n jokin positiivinen kokonaisluku.

TopISTUS. Samastetaan kunnan K alkukunta ja I,. Nyt K on IF,-algebra, kun
skalaarikertolaskuna on kunnan sisdinen kertolasku. Erityisesti K on siis darelli-
nen [F,-vektoriavaruus, joten silld on &dérellinen dimensio. Merkitadn K:n kantaa
{b1,...,b,}. Jokainen K:n alkio voidaan nyt kirjoittaa yksikésitteisessd muodossa

T1b1 + xobsy + - - - by,

missa x; € F), kaikilla 4. Téllaisia lineaarikombinaatioita on tuloperiaatteen mu-
kaan p" kappaletta, joten |K| = p". O

My6hemmin tullaan osoittamaan, etté jokaista alkulukupotenssia p™ kohti on
olemassa kunta, jonka koko on p™, ja ettd tdmé& kunta on isomorfiaa vaille yksiké-
sitteinen. Tarkastellaan seuraavaksi, miten téllaisia kuntia voidaan periaatteessa
konstruoida.

Lahdetéén liikkeelle alkukunnasta [F,. Oletetaan, ettd f € [F,[X] on jaoton
polynomi, jonka aste on n > 0. Polynomien jakoyhtalosta seuraa (todistus jéte-
taan harjoitustehtévéksi), ettd polynomin f virittdméa ideaali (f) on alkuideaali.
Edelleen sivulla 48 olevan esimerkin perusteella (f) on maksimaalinen. N&in ol-
len tekijérengas IF,[X]/(f) on kunta. Se koostuu sivuluokista § = g + (f). Nolla-
ja ykkosalkiot ovat vastaavasti vakiopolynomien 0 ja 1 sivuluokat; naitd luokkia
merkitain yksinkertaisesti 0 =0 ja 1 = 1.

LAUSE 10.4. Kunnan Fp[X]/(f) alkioiden lukumddrd on p".

Tobistus. Merkitdén F,[X]/(f) = K. Huomataan, ettd (f) on [F,-modulin
F,[X] alimoduli, silld ag € (f) kaikilla g € (f) ja a € F,. Néin ollen K on F,-
tekijamoduli. Edellisen lauseen todistuksen perusteella riittda osoittaa, etta K:lla
on kanta, jonka pituus on n.

Tarkastellaan monomeja X*, missé i € {0,...,n — 1}, ja niistd muodostettua
lineaarikombinaatiota

n—1
g= Z a; X, missa a; € F), kaikilla 1.
=0

Sivuluokka g on joukon B = {1,Y ...,Yn_l} lineaarikombinaatio, kertoiminaan
skalaarit a;. Oletetaan, ettd g = 0, jolloin g € (f). Nyt f jakaa g:n, mutta g:n
aste on pienempi kuin n, joten ¢g:n on oltava nollapolynomi. Siispa a; = 0 kaikilla
1, misté seuraa, ettd joukko B on vapaa.
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Oletetaan sitten, ettd h € F,[X] on mielivaltainen. Jakoyhtdlostéd seuraa, etté
h = fq+r, missi r:m aste on pienempi kuin n. Talloin h—r € I eli h = 7. Toisaalta
r on muotoa ag + a1 X + --- + an,lX"_l, joten h = 7 voidaan esittdd lineaari-
kombinaationa joukon B alkioista. Kyseinen joukko on siis F,-vektoriavaruuden
K kanta. O

ESIMERKKI 10.5. Toisen asteen polynomi f = X2 4+ 1 on jaoton kunnassa
Fs = {—1,0,1}, koska mikdédn kunnan alkioista ei ole sen juuri. Tekijarengas
K =T3[X]/(f) on kunta, joka koostuu alkioiden 1 ja X lineaarikombinaatioista:

K:{o, L-1L,X,X+1,X -1, -X, X +1, —7—1,}.

K on siis 9 alkion kunta. Lisiksi X~ = (72 +1)—1=0-1= -1, eli alkio X on
luvun —1 (oikeastaan ykkosalkion 14 I vasta-alkion) neli6juuri. Kuten algebroissa
yleensa, kannan alkioiden kertotaulu maarittda koko kunnan K':n kertolaskun.
Merkitiin viela X = i, jolloin K:n kertolaskua voidaan ajatella “modulaarisena”
kompleksilukujen kertolaskuna. Esimerkiksi (1 +4)? =14 2i — 1 = 2i = —i.

in =i

° '-' L ] o 1+
-1 10 1
° 3\ — .

Kuva 21. Kunnan F3 kaksiulotteinen laajennos. Kertolasku toimii
kuten kompleksiluvuilla.
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11. Jaollisuudesta

Kuntalaajennosten yhteydessdan kaytetdan usein apuna jaottomia polynome-
ja. Tarkastellaan seuraavaksi hieman jaollisuuskésitetta yleensé ja todistetaan joi-
tain kriteereja erityisesti polynomien jaottomuudelle.

11.1. Jaollisuus kokonaisalueissa. Olkoon R kokonaisalue'6. Jaollisuuteen
liittyvat kéasitteet méaritelladn R:ssd samalla tavoin kuin kokonaisluvuilla. Alkio
a € R jakaa alkion b € R, jos b = ac jollain ¢ € R. Téll6in merkitdén alb,
ja sanotaan myos, ettd b on a:n tekija. Jos alb ja bla, niin a ja b ovat toistensa
litttoalkioita. Kadntyvia alkioita kutsutaan yksikoiksi, ja ne jakavat kaikki R:n
alkiot, silléi jos a on yksikkd, niin b = a(a~'b). Seuraavan lemman helppo todistus
jatetaan harjoitustehtévaksi.

LEMMA 11.1. Oletetaan, ettd a,b € R.

a) Alkiot a ja b ovat liittoalkioita, jos ja vain jos a = be, missd ¢ on yksikko.
b) Jos a,b € R\ {0} ovat liittoalkioita ja a = be, niin ¢ on yksikko.
c) Kaikki yksikit ovat toistensa liittoalkioita.

Koska jokainen alkio on jaollinen kaikilla yksikoilla seké omilla liittoalkioillaan,
niitd voidaan pitaéd alkion triviaaleina tekijoindg. Yleisessd kokonaisalueessa voi
olla kahdentyyppisiad jaottomia alkioita. Koska nolla-alkio on joka tapauksessa
jaollinen kaikilla alkioilla, se jatetédan tarkastelun ulkopuolelle.

MAARITELMA 11.2. Oletetaan, ettd a € R\ {0} ei ole yksikko. Télloin a:ta
sanotaan jaottomaksi, jos sen jokainen tekija on joko yksikko tai a:n liittoalkio.

MAARITELMA 11.3. Oletetaan, ettd a € R\ {0} ei ole yksikké. Alkiota a
sanotaan alkualkioksi, jos aina kun a jakaa tulon bc, niin a jakaa jomman kumman
alkioista b ja c.

Kokonaislukujen renkaassa Z on vain kaksi yksikkoa: 1 ja —1. Luvun n € Z
liittoalkioita on siis samoin kaksi: n ja —n. Kokonaisluku p on jaoton, jos ja vain
jos se on jonkin alkuluvun liittoalkio, silla t&lloin p:11a on tekijéiné vain luvut 1,
—1, p ja —p, jotka ovat kaikki joko yksikoita tai p:n liittoalkioita.

LAUSE 11.4. Jos a € R on alkualkio, se on jaoton.

TobisTus. Oletetaan, ettd a € R on alkualkio ja a = be joillain b, c € R. Tal-
16in seké b etté ¢ jakavat a:n. Toisaalta a jakaa triviaalisti tulon bc, joten koska a
on alkualkio, a jakaa b:n tai c:n. Edellisessé tapauksessa a ja b ovat liittoalkioita,
jolloin ¢ on yksikko. Jalkimmaisessa tapauksessa a ja ¢ ovat liittoalkioita, ja b on
yksikko. Joka tapauksessa siis a on jaollinen vain yksikoilld ja omilla liittoalkioil-
laan. O

Kéaanteinen véite ei pade: jaoton alkio ei valttdmétta ole alkualkio, vaikka
tdma onkin totta kokonaislukujen tapauksessa. Esimerkiksi kompleksilukujen ali-
renkaassa Z[iv/5] = {a + biv/5 | a,b € Z} pitee

6=2-3=(1+iV5)(1 —iV5).

160\ [onet esiteltivista késitteista voidaan médritells myos renkaissa, mutta yksinkertaisuuden
vuoksi tarkastellaan téssé yhteydessad vain kokonaisalueita.
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Pienelli laskulla voidaan osoittaa, ettéd luvut 2, 3 seké 1=+ iv/5 ovat kaikki jaotto-
mia. Esimerkiksi 2 kuitenkin jakaa tulon (1 +1iv/5)(1 —4v/5), muttei kumpaakaan
sen tekijoisté, joten se ei ole alkuluku.

Lukujen suurin yhteinen tekija maaritelladn myos tutulla tavalla.

MAARITELMA 11.5. Olkoot a,b € R. Alkiota d € R nimitetdén alkioiden a ja
b suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi, jos seuraavat ehdot péatevit:

i) dla ja d|b, eli d on a:n ja b:n yhteinen tekijé.
ii) Jos c|a ja c|b, niin d|c.

Jos 1 on alkioiden a ja b suurin yhteinen tekija, sanotaan etta a ja b ovat jaottomia
toistensa suhteen.

Kaikissa kokonaisalueissa kahdella alkiolla ei valttamatta ole suurinta yhteista
tekijaa. Lisdksi alkioiden a ja b suurin yhteinen tekija ei yleensé ole yksikasittei-
nen, mista syystd tuttu merkintd d = syt(a,b) ei periaatteessa ole kiyttokelpoi-
nen. Maéaritelméan ehdoista kuitenkin seuraa, etté kaikki kahden alkion suurimmat
yhteiset tekijat ovat toistensa liittoalkioita. Merkinndn d = syt(a,b) voidaankin
ajatella tarkoittavan, ettd d on eras alkioiden a ja b suurin yhteinen tekija, ja jo-
kainen muu suurin yhteinen tekija saadaan kertomalla alkiota d jollain yksikolla.
Erityisesti merkinté syt(a,b) = 1 tarkoittaa talloin, ettd jokainen suurin yhteinen
tekija on yksikko.

Esimerkiksi renkaassa Z lukujen 30 ja 12 suurimpia yhteisid tekijoitd ovat
méaaritelmadn mukaan luvut 6 ja —6. Positiivisista luvuista puhuttaessa kuitenkin
yleensd madritelladn, ettd luvun syt(m,n) on myos oltava positiivinen. T&lloin
sanan “suurin” voidaan ajatella tarkoittavan myo6s suurinta kokonaislukujen ta-
vallisen jarjestyksen suhteen.

11.2. Erilaiset jaollisuusalueet. Kunnassa jaollisuuskysymykset ovat tri-
viaaleja, koska jokainen nollasta poikkeava alkio on yksikko ja siksi jokaisen alkion
tekija. Toisaalta yleisessd kokonaisalueessa ei valttamatta voida esimerkiksi 16ytaa
kahden alkion suurinta yhteistd tekijaa tai kirjoittaa alkiota jaottomien alkioi-
den tulona. Seuraavassa esitelldin muutamia kokonaisalueiden tyyppejé, joissa on
toinen toistaan paremmat jaollisuusominaisuudet. Todistuksia ei kasitelld, mutta
ne 16ytyviat monista algebran perusoppikirjoista, esimerkkinéd Nathan Jacobsonin
Lectures in Abstract Algebra I. Basic Concepts.

alkio voidaan hajottaa yksikasitteisella tavalla jaottomien alkioiden tuloksi, kut-
sutaan tekijoihinjakorenkaaksi'” (TJR) tai faktoriaaliseksi renkaaksi. Jaon on ol-
tava yksikésitteinen silla rajoituksella, ettd tekijoiden jarjestykselld ei ole vélia ja
jokainen alkio voidaan korvata liittoalkiollaan. Kokonaislukujen rengas on TJR:
esimerkiksi 60 = 2-2-3-5; titd jakoa pidetddn samana kuin 60 = —5-2-3-(—2).
Tekijoihinjakorenkaassa jokainen jaoton alkio on alkualkio. Lisdksi kahden alkion

17eng1anniksi unique factorisation domain eli UFD
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suurin yhteinen tekija on aina mahdollista 16ytaa vertailemalla alkioiden tekijoi-
hinjakoja. Hieman hankalampaa on osoittaa, ettd jos R on TJR, niin myo6s poly-
nomirengas R[X] on TJR. Tésté voidaan edelleen induktiolla paitella, ettd rengas

R[Xy,...,X,] on TJR kaikilla n.

Pasdideaalirenkaat. Pidideaalirenkaassa (PIR) jokainen ideaali on yhden al-
kion virittdmaéa. Téastd seuraa, ettd minka tahansa kahden alkion a ja b suurin
yvhteinen tekijé on olemassa ja se voidaan kirjoittaa muodossa xa + by. Lisdk-
si padideaalirenkaassa jokainen pé#ideaaleista muodostettu aidosti nouseva ket-
ju (a1) € (ag) € --- on &érellisen pituinen. TAmén ominaisuuden avulla voidaan
osoittaa, ettéd jokainen PIR on my6s TJR. Kuitenkaan esimerkiksi polynomirengas

Z|X] ei ole PIR vaikka onkin TJR.

Eukleideen renkaat. Eukleideen renkaaksi kutsutaan kokonaisaluetta R,
jossa voidaan maéritella ns. Fukleideen funktio ¢ : R — N. Eukleideen funktion
on toteutettava seuraava ehto:

Jos a,b € Rjab# 0, niin 10ytyy sellaiset ¢, € R, ettd a = bg+r
ja joko r = 0 tai e(r) < e(b).

Taméan maaritelmén merkitys on siind, ettd Eukleideen renkaassa on mahdollista
kéyttad Eukleideen algoritmia kahden alkion suurimman yhteisen tekijén 16ytami-
seksi. Tésta seuraa, etté jokainen Eukleideen rengas on PIR (vrt. lauseen 6.3 todis-
tus). Kokonaisluvuilla voidaan mééritelld Eukleideen funktio kaavalla e(a) = |al,
ja jos K on kunta, niin polynomirenkaassa K[X] Eukleideen funktion arvo saa-
daan polynomin asteesta. Tamé on myos polynomien jakoyhtalon perustana.

kokonaisalueet

renkaat Eukleideen

renkaat

Z[iN5]

ZIX, Y] ’
Z[i]
Z[(1+iV19)/2]

Kuva 22. FErilaisia jaollisuusalueita

11.3. Polynomien jaottomuus. Tarkastellaan nyt polynomien jaollisuu-
teen liittyviéd tuloksia, jotta voidaan todistaa muutama hyodyllinen jaottomuus-
kriteeri. Aloitetaan kirjoittamalla virallisesti ylos polynomien jakoyhtélo, jota on
jo kéytetty monissa todistuksissa.
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LAUSE 11.6 (Jakoyhtéld). Olkoon K kunta, ja olkoot f,g € K[X]. Oletetaan,
etta g # 0. Talloin loytyy yksikdsitteiset q,r € K|[X]|, joille pitee f = qg + r ja
deg(r) < deg(g).

TobisTus. Jakoyhtélo osoitetaan samalla tavoin kuin kokonaisluvuilla. Tar-

kastellaan joukkoa
R={f-ag|q€ K[X]}.

Tamé joukko on selvésti epatyhja. Olkoon r € R sellainen polynomi, jonka aste
on pienin joukossa R. Talloin f — gg = r jollain ¢ € K[X]. Jos r = 0, viite pétee,
silli deg(r) = —oo < deg(g). Muussa tapauksessa merkitiin r = " ja; X" ja
g=3",b; X" missi a, # 0ja by, # 0. Jos nyt deg(r) > deg(g), niin médritelldin
q1 = g+ ab,t X"~ ™. Tilléin

f—qg=7r—a,b,' X" ™g,

ja tdmén polynomin aste on pienempi kuin n = deg(r), koska monomin X™ kerroin
on 0. Toisaalta f — ¢1¢ on joukossa R, miké on ristiriita. Téten deg(r) < deg(g).

Yksikéasitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettd polynomit g1, g9, 71 ja 7o
toteuttavat lauseen ehdot. Talloin q1g + r1 = ¢og + 79, josta edelleen saadaan
(g1 — q2)g = 11 — 12. Jos q1 # ¢2, niin polynomin (g1 — ¢g2)g aste on véahintédin
deg(g), joka on suurempi kuin deg(r; — r2). TAméa on mahdotonta, joten ¢1 = g,
mista seuraa, etta ry = ra. 0

Huom. Todistuksessa tarvittiin vain kertoimen b,, kdantyvyytta. Tulos pétee
siksi missé tahansa kokonaisalueessa K, kunhan polynomin g korkeimman asteen
kerroin on yksikko.

Jakoyhtélon olemassaolo osoittaa, ettd yhden muuttujan polynomit muodos-
tavat Eukleideen renkaan, jos kerroinrengas on kunta. Tamén avulla voidaan hel-
posti osoittaa, ettd polynomirenkaassa on yksikéasitteinen tekijoihinjako. Seuraa-
vaa lemmaa on jo kdytetty muun muassa luvussa 10, kun konstruoitiin kunnan [,
laajennos jaottoman polynomin avulla.

LEMMA 11.7. Olkoon K kunta ja f,g,h € K[X]. Oletetaan, ettd f on jaoton
ja fl(gh). Talloin flg tai f|h.

Tobistus. Harjoitustehtéva. O

LAUSE 11.8. Jos K on kunta, polynomirengas K[X] on tekijoihinjakorengas.

TobisTus. Tamaé todistus on jilleen samanlainen kuin kokonaisluvuilla. Ole-
tetaan, ettd f € K[X] ei ole jaoton. Talléin f = fi fs joillain fi, fo € K[X], joista
kumpikaan ei ole yksikké. Koska K on kunta, tdstd seuraa, ettd fi ja fo eivit
ole vakiopolynomeja, ja edelleen, ettd kummankin aste on aidosti pienempi kuin
deg(f). Jos f1 tai fo ei ole jaoton, jatketaan etsimélla jélleen epétriviaalit teki-
jat. Prosessi paéttyy joskus, koska polynomin aste ei voi pieneta rajatta. Lopulta
saadaan esitys f = f1fo--- fr, missé jokainen f; on jaoton.

Oletetaan sitten, ettd f = f1--- fr = g1 - - ¢s, missé jokainen f; ja g; on jaoton.
Nyt fi jakaa tulon gi---gs, ja koska f; on jaoton, seuraa edellisestd lemmasta,
ettd f1 jakaa jonkin polynomeista g;. Jarjestysta vaihtamalla voidaan olettaa, etta
f1 | g1- Toisaalta g; on jaoton, joten fi ja g1 ovat liittoalkioita. Téstéd seuraa, etté
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fo - fr =ugs---gs, missd u on yksikko. Induktion avulla voidaan padtella, etté
r = s ja ettd f; ja g; ovat liittoalkioita kaikilla 7. O

Osoitetaan téssé valissa erds hyddyllinen tekijoihinjakorenkaan ominaisuus.

LEMMA 11.9. Tekijoihinjakorenkaassa jokainen jaoton alkio on alkualkio.

TobisTus. Oletetaan, ettd p on jaoton alkio, joka jakaa tulon ab. Kirjoite-
taan a ja b jaottomien alkioiden tulona muodossa a = ajas - --a, ja b = biby - - - bs.
Koska p on tulon ab jaoton tekiji, sen taytyy olla mukana tulon ab hajotelmassa
jaottomiin tekijoihin. Eras téallainen hajotelma on ay - - - a,by - - - bs. Hajotelman yk-
sikdsitteisyydesté seuraa nyt, ettd p on jokin alkioista a; tai b; tai niiden liittoalkio.
Téaten pla tai p|b. O

Lopuksi osoitetaan joitakin kdytdnnollisia jaottomuuskriteereja. Ensimmaéinen
on monelle tuttu lukiosta.

LAUSE 11.10 (Rationaalijuuritesti). Olkoon R tekijoihinjakorengas, jonka osa-
madrakunta on K. Oletetaan, etti polynomilla f = ag + -+ + ap, X™ € R[X] on
Juuri p/q € K, missd syt(p,q) = 1. Tdlloin p jakaa kertoimen ag, ja q jakaa
kertoimen a,,.

TobisTus. Kerrotaan yhtilo f(p/q) = 0 puolittain luvulla ¢", jolloin saadaan

aoq" + a1pg™ ' + asp®¢" 2+ -+ + azp” = 0.

Ottamalla p yhteiseksi tekijéksi ja siirtelemalla termejé saadaan
aoq" = —p(arq" ' + agpg™ 2 + -+ anp" ).

Ylla olevasta yhtélostd ndhdéén, ettd p jakaa tulon agq™. Lemman 11.9 mukaan

p on alkualkio, joten p jakaa ag:n tai ¢":n. Oletuksen mukaan p:114 ei ole yhteisia

epétriviaaleja tekijoita alkion ¢" kanssa, joten p|ag. Vastaavasti yhtalosta

nfl) — _anpn

q(aog™ ' +a1pg"? + -+ + an_1p

nahdaén, ettd g|a,. O

Rationaalijuuritesti soveltuu korkeintaan kolmannen asteen polynomien jaot-
tomuustestiksi, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

ESIMERKKI 11.11. Tarkastellaan polynomia f = 3X3+3X —1 € Z[X]. Jos se
ei ole jaoton, se on muotoa f = (aX + b)g, missé g € Z[X] on toisen asteen poly-
nomi. Talloin f:1l4 on rationaalijuuri —b/a. Rationaalijuuritestin perusteella f:n
rationaalijuuret ovat joukossa {#1,+1/3}. Mikdén néistd luvuista ei kuitenkaan
ole f:n juuri, joten f on jaoton.

Muita kriteerejé varten tarvitaan hieman aputuloksia. Seuraava yksinkertainen
havainto on usein kéyttokelpoinen, ja siksi se mainitaan téssd erikseen. Helppo
todistus sivuutetaan.

LEMMA 11.12. Olkoon R rengas, ja olkoon I renkaan R ideaali. Talloin kuvaus
R[X] — (R/I)[X], missd > ;a; X" +— >, (a; + 1) X" on surjektiivinen rengashomo-
morfismi.
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Jatkossa merkitdén polynomin f € R[X]| kuvaa ylla olevan lemman kuvauk-
sessa f. Polynomi f € (R/I)[X] saadaan siis korvaamalla f:n kertoimet sivuluo-
killaan. Tyypillisesti ideaali I valitaan alkuideaaliksi, jotta syntyvéstéa tekijaren-
kaasta tulisi kokonaisalue.

MAARITELMA 11.13. Olkoon R tekijoihinjakorengas, ja olkoon f € R[X]. Jos
polynomin f kertoimilla on suurimpana yhteisena tekijana 1, sanotaan ettd f on
primititvinen.

LEMMA 11.14. Olkoon R tekijoihinjakorengas, ja olkoot f,g € R[X]. Jos f ja
g ovat primitiivisid, niin fg on primititvinen.

TobisTus. Oletetaan vastoin véitettd, ettd f ja g ovat primitiivisid mutta
fg ei ole. Talloin loytyy jaoton alkio p € R, joka jakaa kaikki tulopolynomin fg
kertoimet. Koska R on TJR, tiedetdén, ettd p on alkualkio. Téten tekijarengas
R/(p) on kokonaisalue, mistd seuraa, ettd myos R/(p)[X]| on kokonaisalue.

Olkoot f,g € R/{p)[X] ne polynomit, jotka saadaan polynomeista f ja g vaih-
tamalla kertoimet sivuluokkiinsa ideaalin (p) suhteen (vrt. lemma 11.12). Koska
f ja g ovat primitiivisid, alkio p ei jaa niiden kaikkia kertoimia. Téastd nahdéén,
ettd f # 0 ja g # 0. Koska R/(p)[X] on kokonaisalue, niin fg = f-g # 0. Tami
taas tarkoittaa sitd, ettd p ei jaa kaikkia tulon fg kertoimia, miké on ristiriita.
Siispd fg on primitiivinen. O

LAUSE 11.15 (Gaussin lemmal!®). Olkoon R tekijiihinjakorengas, jonka osa-
madrikunta on K. Tdlloin f € R[X] on jaoton, jos ja vain jos f on primitiivinen
ja jaoton renkaassa K[X].

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd f on primitiivinen ja jaoton renkaassa K[X].
Jos f ei ole jaoton renkaassa R[X], niin f = gh joillain g,h € R[X], missi g ja h
eiviit kumpikaan ole yksikoitd. Koska f on jaoton K[X]:ssi, niin joko g tai h on
vakio. Tdmaé vakio kuitenkin jakaa kaikki polynomin gh = f kertoimet, miké on
mahdotonta, koska f on primitiivinen. Téten f on jaoton renkaassa R[X].

Oletetaan sitten, ettd f on jaoton renkaassa R[X]. Se voidaan kuitenkin kir-
joittaa muodossa f = cf1, misséd ¢ on f:n kertoimien suurin yhteinen tekija ja f;
on primitiivinen. Jaottomuudesta seuraa nyt, ettd ¢ on yksikkd R[X]:ssé, joten f
on primitiivinen.

Tehdéén vastaoletus, ettd f ei ole jaoton renkaassa K[X]. Télloin f = gh
joillain g,h € K[X], missd g ja h eiviat kumpikaan ole vakioita. Laventamalla
tulon gh kertoimet samannimisiksi, kyseinen tulo voidaan kirjoittaa muodossa
gh = a/b- gihy, missd g1, h; € R[X] ovat primitiivisid ja a,b € R ovat jaottomia
toistensa suhteen. Talloin bf = agyhy. Edellisen lemman perusteella tulo g1 hy on
primitiivinen. Nyt b on polynomin bf kertoimien suurin yhteinen tekijé, ja a on
polynomin ag; h; kertoimien suurin yhteinen tekija, joten b ja a ovat liittoalkioita.
Koska syt(a,b) = 1, tdma on mahdotonta, elleivét a ja b ole R:n yksikoita. Viimeksi
mainitussa tapauksessa voidaan kirjoittaa f = (ag;)(b~'hy), jolloin f ei olekaan
jaoton renkaassa R[X]. TA4ma& on ristiriita, joten f on jaoton renkaassa K[X]|. O

18Myt')s lemmaa 11.14 nimitetéén toisinaan Gaussin lemmaksi.
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LAUSE 11.16 (Eisensteinin kriteeri). Olkoon R tekijoihinjakorengas, jonka osa-
madrakunta on K, ja olkoon f =ag+ -+ a, X" € R[X]. Polynomi f on jaoton
renkaassa K[X|, jos jompikumpi seuraavista ehdoista on voimassa:

a) Jokin alkualkio p € R jakaa kertoimet aq, ..., an—1 mutta ei kerrointa ay,,
ja p? ei jaa kerrointa ag.
b) Jokin alkualkio p € R jakaa kertoimet ay,...,a, mutta ei kerrointa ag,

ja p? ei jaa kerrointa a,,.

TobisTus. Oletetaan, etta ehto (a) patee. Voidaan olettaa, ettd f on primi-
titvinen. (Muuten jaetaan f kertoimiensa suurimmalla yhteiselld tekijalld, mika ei
vaikuta jaottomuuteen kunnan K suhteen.) Olkoon f se renkaan R/(p)[X] poly-
nomi, joka saadaan f:std muuttamalla kertoimet sivuluokikseen ideaalin (p) suh-
teen (ks. lemma 11.12). Ehdon (a) perusteella pitee f = @,X™ # 0. Oletetaan,
ettd f ei ole jaoton renkaassa K|[X]. Gaussin lemman perusteella f = gh, missi
g,h € R[X]. Koska f on primitiivinen, kumpikaan g:sti ja h:sta ei ole vakio. Nyt
G-h = f =a,X", mistd seuraa, etti seki g etti h ovat muotoa cX'. Jos kumpi-
kaan polynomeista g ja h ei ole vakio, niin p jakaa polynomien g ja h vakiotermit.
Tilloin kuitenkin p? jakaa ag:n, mikéi on vastoin oletusta. Siispi voidaan olettaa,
ettd esimerkiksi g on vakio. Kuitenkaan g ei ole vakio, joten p jakaa g:n korkeim-
man asteen kertoimen. Téll6in p jakaa my0s kertoimen a,,, miké on jélleen vastoin
oletusta. Polynomi f on siis jaoton renkaassa K [X]. Ehdon (b) tapaus todistetaan
samalla tavalla. O

ESIMERKKI 11.17. Polynomi X® — 12X3 4+ 2X + 2 nihdéén jaottomaksi ren-
kaassa Q[z], kun valitaan Eisensteinin kriteerisséd p = 2. Aikaisemman esimerkin
polynomi 3X3 + 3X — 1 on myds jaoton, miké huomataan valitsemalla p = 3. Sen
sijaan esimerkiksi polynomista X* + 2X + 4 Eisensteinin kriteeri ei sano mitéén.

LAUSE 11.18. Olkoon R tekijoihinjaokorengas, jonka osamddrikunta on K, ja
olkoon f € R[X] primitiivinen polynomi. Oletetaan, ettc p € R on alkualkio,
joka ei jaa f:n korkeimman asteen termin kerrointa. Jos f on jaoton renkaassa
R/(p)[X], niin f on jaoton renkaassa K[X].

TobpIsTUS. Jos f ei ole jaoton renkaassa K[X], niin Gaussin lemman mukaan
se jakautuu tekijoihin myos renkaassa R[X]. Jos f = gh, missd g, h € R[X], niin
f =7-hlemman 11.12 perusteella. Lisiksi kumpikaan g:sté ja h:sta ei ole vakio,
koska f on primitiivinen. Jos f on jaoton, niin g tai h on yksikko kokonaisaluees-
sa R/(p)[X]. Polynomirenkaan yksikot ovat vakioita, joten koska g ja h eivit ole
vakioita, p jakaa joko g:n tai h:n korkeimman asteen kertoimen. Téméa on mahdo-
tonta, koska f:n korkeimman asteen kerroin ei ole jaollinen p:lla. Néin ollen f on
jaoton renkaassa K[X]. O

Y1l4 oleva lause ei pide kifinteisessd muodossa: esimerkiksi X2+ X +1 € Z[X]
on jaoton, mutta renkaassa F3[X] se jakautuu tuloksi (X — 1)(X% + X —1).

ESIMERKKI 11.19. Tarkastellaan polynomia f = 3 42X — X3 4+ 7X* € Z[X].
Kirjoittamalla kertoimet modulo 2, saadaan polynomi f =1+ X3 + X* € Fo[X].
Oletetaan, ettd f = (X2 +aX +b)(X? +cX +d) joillain a,b, ¢, d € Fy. Kertomalla
tulo auki ja vertailemalla kertoimia ndhdéén, etta

a+c=1, ac+b+d=0, ad+bc=0 ja bd=1.
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Ensimmaisesté ehdosta seuraa, ettd tdsmalleen yksi luvuista a ja ¢ on nolla. Vii-
meisestd ehdosta ndhdéan, ettd b = d = 1. Talléin kuitenkin ad + bc = 1, miké
on ristiriita. Siispi f on jaoton, joten myds f on jaoton kunnan Q suhteen. Sa-
malla vaivalla on my6s osoitettu, ettd miké hyvansa neljdnnen asteen polynomi
Z?:o a; X" on jaoton Q:n suhteen, kunhan kertoimista ag, a3 ja as ovat parittomia
ja muut parillisia.
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12. Yleiset laajennokset
Téassé luvussa tutustutaan kuntalaajennoksiin liittyviin peruskésitteisiin.

12.1. Kuntalaajennos ja sen aste.

MAARITELMA 12.1. Kunnan K laajennos L on miké tahansa kunnan K yli-
kunta eli kunta, joka sisdltdd K:n alikuntanaan. Laajennosta merkitdén L/K
(lausutaan “L yli K:n”), ja kuntaa K kutsutaan laajennoksen ldhtokunnaksi.

Luvussa 10 néhtiin, ettd kunnan K ylikunta L on myos K-algebra, skalaari-
kertolaskuna L:n kertolasku. Kunnan K laajennos voidaan itse asiassa mééritel-
14 hieman yleisemmin niin, ettd se on miké tahansa K-algebra, joka on samalla
kunta. Téllainen laajennos kuitenkin sisdltdd K :n kanssa isomorfisen alikunnan,
jolloin tilanne kaytéannosséd palautuu téssé esitettyyn.

Koska kunnan K laajennos on K-vektoriavaruus, sillda on hyvin maéaéritelty
dimensio.

MAARITELMA 12.2. Kuntalaajennoksen L/K aste on L:n dimensio K-vektori-
avaruutena. Astetta merkitéén [L : K], ja se voi olla joko positiivinen kokonaisluku
tai dareton.

Jos [L : K] on &darellinen, laajennosta nimitetaén darelliseksi laajennoksekst,
muuten kyseessd on ddreton laajennos.

Esimerkkeja kuntalaajennoksista:

e Kompleksilukujen kunta C on reaalilukujen R &arellinen laajennos. Pari
{1,i} muodostaa C:n kannan, joten [C : R] = 2.

e Kunta R on Q:n #dretén laajennos: esimerkiksi joukko {2'/" | n € N}
on vapaa Q:n suhteen, joten laajennoksella R/Q ei ole darellistd kantaa.
Samoin C on Q:n aéretdn laajennos.

e Luvussa 10 késiteltiin laajennoksia K/F,, missa K = F,[X]/(f) ja f oli
jokin jaoton polynomi. Huomattiin, etté téllaisen laajennoksen aste on
sama kuin polynomin f aste.

e Jos K on kunta, polynomialgebra K[X] on ddretonulotteinen K-algebra,
joka sisaltdd K:n (samastettuna vakiopolynomien kanssa). Polynomial-
gebra ei kuitenkaan ole kunta, joten se ei ole K:n laajennos. Sen osaméé-
rikunta on K-kertoimisten rationaalilausekkeiden joukko K (X). Tamé
joukko, joka koostuu osamééristia f/g, missd f,g € K[X] ja g # 0, on
kunta ja sellaisena kunnan K laajennos. Kunta K (X) siséltdé alirenkaan
K[X], joten [K(X) : K] = 0.

Seuraava lause koskee perédkkéisten laajennoksien asteita.
LAUSE 12.3. Olkoon K C L C M jono kuntia. Tdllin
[M:K]=[M:L]-[L:K].
Jos jompikumpi asteista [M : L] ja [L : K] on dadreton, niin [M : K] on ddreton.

Tobpistus. Olkoot {a;}ier ja {b;} e jotkin laajennosten L/K ja M /L kannat.
Osoitetaan, ettd joukko B = {a;,b; | i € I,j € J} on laajennoksen M /K kanta.
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Ensinnékin jokainen € M on muotoa }_; y;b; oleva lineaarikombinaatio, missé
y; € L kaikilla j. Toisaalta jokainen y; on muotoa }; z;;a;, missd x;; € K kaikilla
i. Téten x =37, ; ija;bj, joten joukko B virittdd M:m K-vektoriavaruutena.

Osoitetaan sitten, ettd B on vapaa. Oletetaan, ettd -, ;z;ja;b; = 0, missé
xi; € K kaikilla 4. Joukko {b;} on vapaa L-avaruudessa M, ja >, z;ja; € L kaikilla
J, joten Y, xija; = 0 kaikilla j. Edelleen joukko {a;} on vapaa K-avaruudessa L,
joten z;; = 0 kaikilla ¢ ja j. Taten joukko B on laajennoksen M /K kanta. Siité,
ettd B on vapaa, seuraa erityisesti, ettd a;b; # apb;, kun i # k ja j # l. Néin
saadaan lopulta [M : K] = |B| = |I|-|J| = [L : K][M : L]. Tama siséltdd myos
sen tapauksen, etta [L : K] tai [M : L] on ddreton. O

Edellisesté lauseesta seuraa muun muassa, ettd jos K C L C M ovat kuntia ja
[M : K] = n, niin asteet [M : L] ja [L : K] ovat luvun n tekijoita. Erityisesti, jos
n on alkuluku, niin laajennoksella M /K ei ole epétriviaaleja alilaajennoksia L/K.

12.2. Virittaminen. Kuntalaajennoksen késittelya helpottaa huomattavas-
ti, jos tiedetdéin sen olevan joidenkin tiettyjen alkioiden virittdmaé. Kuntalaajen-
noksen virittdminen ei téssé yhteydessa tarkoita samaa kuin sen virittdminen vek-
toriavaruutena. Erityisesti adérellisviritteisen kuntalaajennoksen asteen ei tarvitse
valttdmatta olla Aarellinen.

MAARITELMA 12.4. Olkoon L kunnan K laajennos, ja A joukko L:n alkioi-
ta. Joukon A wirittimd laajennoksen L/K alirengas K[A] on pienin L:n aliren-
gas, joka sisdltad sekd kunnan K ettd osajoukon A. Joukon A wvirittamd laajen-
noksen L/K alilaajennos K(A) on puolestaan pienin L:n alikunta, joka siséltaé
sekd kunnan K ettd osajoukon A. Jos A = {ai,...,a,} on aéarellinen, merki-
taan K[A] = Klag,...,a,] ja K(A) = K(aq,...,a,). Tdssi tapauksessa kuntaa
K(ai,...,ay,) nimitetddn K:m ddrellisviritteiseksi laajennokseksi.

Koska alirenkaiden mielivaltainen leikkaus on alirengas ja sama pétee kunnille,
joukot K[A] ja K(A) voidaan mééritelld niiden alirenkaiden tai -kuntien leikkauk-
sena, jotka sisaltdvat kunnan K sekd joukon A. Nain voidaan perustella joukkojen
K[A] ja K(A) olemassaolo, miké ei seuraa suoraan maaritelméasta.

Kuva 23. Joukon A virittdmat laajennoksen K /L alirengas K|[A]
ja alilaajennos K(A)
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Polynomialgebrat ovat vapaita darellisviritteisia algebroja. Sijoitushomomor-
fismista saadaan merkittdva yhteys K-kertoimisten polynomialgebrojen ja K:n
aarellisviritteisten kuntalaajennosten vélille. Seuraava lause konkretisoi tatd yh-
teytta.

LAUSE 12.5. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoot aq,...,a, € L. Tdlldin
K[al""aan] = {f(al""aan) | f € K[Xl’aXn]}
ja

K(ay,...,a,) = {H\f,geK[Xl,...,Xn],g(al,...,an)#0}.

Lisiksi K (ay,...,a,) on renkaan Klay,...,a,] osamddrikunta.

Tobistus. Olkoon ¢ : K[X] — L alkioihin aq,...,a, liittyva sijoitushomo-
morfismi. TAmén algebrahomomorfismin kuva on {f(a1,...,a,) | f € K[X]}, jase
on algebran L alialgebra, siis alirengas. Toisaalta mikéa tahansa L:n alirengas M,
joka siséltad kunnan K lisaksi alkiot a1, ..., a,, sisiltdd myos kaikki naisté alkiois-
ta muodostettujen tulojen K-lineaariset kombinaatiot, joten f(aj,...,a,) € M
kaikilla f € K[X]. Néin ollen Im¢ C M, misté seuraa, ettd Klaq,...,a,] = Ime.
Renkaan Klay,...,a,] osamééridkunta ) puolestaan koostuu alkioista p/q, missé
p,q € Klay,...,a,] ja ¢ # 0. Jokainen L:n alikunta, joka sisiltda alkiot a;, sisél-
tad myos renkaan Klai,...,a,| ja edelleen edelld mainitut osamaérat p/q. Téten
K(ay,...,a,) = Q. O

ESIMERKKI 12.6. Laajennoksen C/Q alilaajennos Q(i) koostuu osamé&éristé
f(i)/g(i), missi f,g € Q[X] ja g # 0. Koska i> = —1, voidaan rajoittua ensim-
maisen asteen polynomeihin. Tall6in

bi
Qi) = {Zidz la,b,c,d €Q, ¢ £ 0 tai d;«éo}.
Edelleen (c+di)~! = g(c—di), missi ¢ = (c*+d?)~! € Q, joten voidaan kirjoittaa
Qi) ={a+bi|abeQ} =Ql
Joukko {1,i} virittdd Q-vektoriavaruuden Q[éi|. Lisdksi 1 ja ¢ ovat lineaarisesti

riippumattomia Q:n suhteen, joten {1,7} on avaruuden Q[éi| kanta. Laajennoksen

Q(7)/Q asteeksi saadaan néin ollen [Q(7) : Q] = 2.

Toisaalta voidaan osoittaa, ettd Q:n laajennoksella Q(7) C R ei ole darellista
kantaa. A#rellisviritteinen ei siis valttaméatti tarkoita samaa kuin darellinen.

Aédretonviritteisten laajennosten ominaisuudet voidaan useimmiten palauttaa
adrellisviritteiseen tapaukseen seuraavan lauseen avulla.

LAUSE 12.7. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoon A C L. Jos o € K(A),
niin « € K(ay,...,a,) joillain ay,...,a, € A. Tdten

K(A):U{K(al,...,an)]neN, a,...,an € A}.

Tobistus. Merkitdén F = U{K(a1,...,a,) | a; € A}. Jokainen &érellisvi-
ritteinen kunta K(aq,...,a,), missd a; € A kaikilla i, sisdltyy kuntaan K(A).
Téaten F' C K(A). Toisaalta F sisiltaa kunnan K sekéd joukon A, joten jos se on
kunta, taytyy sen sisiltdd myos K(A). Osoitetaan siis, ettd F' on kunta. Olkoot
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a, 3 € F. Télloin « € K(aq,...,a,) ja f € K(by,...,by) joillain a;,b; € A. Nyt
alkiot a + 3, af ja a/f ovat kunnassa F(ai,...,an,b1,...,by), ja tdmé kunta
puolestaan sisdltyy yhdisteeseen F'. Siispd F' on kunta, ja K(A) = F. O
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13. Algebralliset laajennokset

Vanhoina aikoina algebran tutkimuksen pédamaérana oli oppia ratkaisemaan
polynomiyhtéloitd. Niinpa erityisen tédrkedd osaa klassisessa kuntalaajennosten
teoriassa nayttelevat sellaiset laajennokset, joiden kaikki alkiot ovat joidenkin lah-
tokunnan polynomien juuria. Esimerkiksi jokainen kompleksiluku on jonkin kor-
keintaan toisen asteen polynomiyhtalon ratkaisu.

13.1. Algebrallisuus ja minimipolynomit.

MAARITELMA 13.1. Olkoon L kunnan K laajennos. Alkiota a € L kutsutaan
algebralliseksi kunnan K suhteen, jos on olemassa nollasta poikkeava polynomi
f € K[X], jolle patee f(a) = 0. Jos téllaista polynomia ei ole, sanotaan, et-
td a on transkendenttinen K:n suhteen. Jos kaikki L:n alkiot ovat algebrallisia
K:n suhteen, sanotaan, ettd L on algebrallinen K:n suhteen, ja laajennosta L/K
kutsutaan algebralliseksi laajennokseksi.

Oletetaan, ettd L on kunnan K laajennos ja o € L. Jos o on transkendentti-
nen K:n suhteen, niin kaikilla nollasta poikkeavilla polynomeilla f € K[X] pétee
fla) # 0. Tama tarkoittaa, ettd alkioon « liittyvén sijoitushomomorfismin ydin

Kerp, = {f € K[X] | f(a) = 0}
on nollaideaali.

Vastaavasti o on algebrallinen, jos ja vain jos sijoitushomomorfismin ydin on
epatriviaali. Koska K[X] on pédideaalirengas, ideaali Ker ¢, on jonkin yhden po-
lynomin p virittdma, eli Ker ¢, = (p). Koska jokainen ideaalin (p) polynomi on
jaollinen p:lla, ndhdédan ettd p:n aste on minimaalinen joukon Ker ¢, nollasta
poikkeavien polynomien keskuudessa. Lisdksi myos kaikki p:n kanssa samanastei-
set joukon Ker ¢, polynomit ovat jaollisia p:114, joten ne voivat erota téasté vain
vakiokertoimella, ja jokainen niista virittdd saman ideaalin. Polynomin p ma&réa-
miseksi yksikésitteisesti riittaé siis viritysominaisuuden liséksi vaatia esimerkiksi,
ettd korkeimman asteen kerroin on 1 eli ettd p on pddpolynomi. Tata polynomia
nimitetdan alkion a minimipolynomiksi.

Ker o,
f
aste
g kasvaa
0

Kuva 24. Sijoitushomomorfismin ytimen virittdd mika tahansa
minimaalisen asteen omaava nollasta poikkeava polynomi. Namé
ovat kaikki toistensa liittoalkioita.

MAARITELMA 13.2. Oletetaan, ettd o € L on algebrallinen kunnan K suhteen.
Alkion o minimipolynomi K:n suhteen on sellainen nollasta poikkeava paapoly-
nomi p € K[X], jolle patee p(a) = 0 ja jonka aste on pienin mahdollinen. Alkion
a minimipolynomia kunnan K suhteen merkitdin p = min(K, «).
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Huom. Koska méaritelmén mukaan p(a) = 0, niin p € Ker ¢,. Mééritelmaé
edeltdvin paattelyn perusteella alkion o minimipolynomi voidaan karakterisoida
niin, etta se on se padpolynoms, joka virittdd alkioon « liittyvdn sijoitushomomor-
fismin ytimen.

ESIMERKKI 13.3. Luku /2 on algebrallinen kunnan Q suhteen, silli se on
polynomin X? — 2 juuri. Koska /2 ei ole rationaaliluku, se ei ole minkéin en-
simméisen asteen polynomin juuri. Niin ollen min(Q,v/2) = X? — 2. Toisaalta

min(R, v2) = X — /2.

Alkion « minimipolynomin hyodyllisyys piilee siind, ettd sen aste kertoo laa-
jennoksen K (o) asteen. Seuraavassa lauseessa tdmé seikka on koottu yhteen mui-
den hyodyllisten ominaisuuksien kanssa.

LAUSE 13.4. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoon o € L algebrallinen
kunnan K suhteen. Tdlloin

i) Minimipolynomi min(K, ) on jaoton renkaassa K|[X].
ii) Jos f € K[X], niin f(a) =0, jos ja vain jos min(K, «) jakaa f:n.
iii) K[a] on kunta, ja K[a] = K ().
iv) Jos n on polynomin min(K, «) aste, niin alkiot 1,a,...,a" " muodosta-
vat laajennoksen K(«)/K kannan. Erityisesti [K( ) : K] =n < oo.

n—1

TobisTus. Merkitdén min(K, o) = p. Aloitetaan kohdasta (ii). Jos f(a) =
jollain f € K[X], niin f € Ker ¢,. Koska p virittdéd ideaalin Ker ¢4, f on jaollinen
p:lla. Toisaalta, jos f = pg jollain g € K[X], niin f(«a) = p(a)g(a) = 0.

i) Oletetaan, ettd p = fg joillain f, g € K[X], jolloin
fla)g(e) = p(a) = 0.

Lauseen 12.5 perusteella f(a) ja g(a) ovat renkaassa K[a]. Tamé rengas on ko-
konaisalue, koska se on kunnan L alirengas, joten f(a) =0 tai g(a) = 0. Nyt p:n
asteen minimaalisuudesta seuraa, ettid deg(f) > deg(p) tai deg(g) > deg(p). Toi-
saalta p on jaollinen seké f:1la ettd g:ll4, joten joko f tai g on vakio. Vakiot ovat
yksikoita renkaassa K[X], joten p on jaoton.

iii) Lauseen 12.5 mukaan K[a] = Im ¢,, ja toisaalta (p) = Ker ¢,. Algebrojen
homomorfialauseesta seuraa téten, ettd K[X]/(p) = K[a]. Koska K[a] C L on
kokonaisalue, (p) on alkuideaali. Toisaalta K[X] on péadideaalirengas, joten sen
jokainen nollasta poikkeava alkuideaali on maksimaalinen. Tasté seuraa, ettd K[«]
on kunta. Lisiksi K[a] = K(«), koska Kla] C K(«) ja K(a) on pienin kunta,
joka sisaltaa seka K:n etta alkion a.

iv) Olkoon z € K(«). Kohdan (iii) nojalla x = f(«) jollain f € K[X]. Jako-
yhtalosta ndhdéaén, ettd f = gp + 7, missd deg(r) < deg(p) = n. Nyt f(a) = r(a),
koska p(a) = 0. Alkio =z = r(«) voidaan siis kirjoittaa lineaarikombinaationa al-
kioista 1, a, . . . oz"_l Oletetaan sitten, ettd Y 7~ 01 a;o = 0 joillain a; € K. Tallsin
polynomi g = >7"", L a; X; on ytimessi Ker ¢, = (p), joten p jakaa f:n. Kuitenkin
f:n aste on pienempi kuin n, joten f:n on oltava nollapolynomi. Tama tarkoittaa
sitéd, ettd a; = 0 kaikilla 4, ja joukko {1,a,...,a" 1} on vapaa. Kyseinen joukko
muodostaa siis laajennoksen K (a) kannan kerroinkunnan K suhteen. O
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ESIMERKKI 13.5. Tarkastellaan laajennosta Q(+/2)/Q. Polynomille f = X3 —2
pitee f(¥/2) = 0, joten luvun /2 minimipolynomi jakaa f:n. Toisaalta f on
jaoton Eisensteinin kriteerin perusteella, joten se on luvun /2 minimipolynomi.
Titen laajennoksen Q(+/2) aste on 3. Lisiksi Q[v/2] = Q(+4/2), joten jokainen
laajennoksen alkio on muotoa a + b¥/2 + ¢v/4. Tamé koskee myds kéadnteislukuja

! missd z € Q[V/2).

ESIMERKKI 13.6. Kompleksiluku w = /3

on polynomin X3 — 1 juuri. Té-
seuraavasti: X3 — 1 = (X — 1)(X2 4+ X + 1). Niisté tekijoistd jalkimméiinen on
jaoton rationaalijuuritestin perusteella, ja silld on juurenaan w. Siispa alkion w
minimipolynomi on X2 + X + 1, ja [Q(w) : Q] = 2.

Ei ole vaikea nahda, ettd darellinen laajennos on aina &dérellisviritteinen. Ai-
emmin todettiin, ettd sama ei pade toisinpéin: dérellisviritteinen laajennos ei ole
valttamatta aina adrellinen. Késitteet ovat kuitenkin yhtépitavia, mikali laajennos
on algebrallinen. Lisdksi darellinen laajennos on aina algebrallinen. Namé ajatuk-
set on ilmaistu seuraavissa kahdessa lauseessa.

LAUSE 13.7. Olkoon L kunnan K ddrellinen laajennos. Tdlloin L on darellis-
viritteinen ja algebrallinen K :n suhteen.
Tobistus. Harjoitustehtéva. O

LAUSE 13.8. Olkoon L kunnan K laajennos. Oletetaan, ettd o; € L on al-
gebrallinen K :n suhteen kaikilla i. Tdlloin Ko, ..., o] on kunnan K ddrellinen
laajennos, jonka asteelle pdtee

[Klag,...,an) : K| < ﬁ[K(al) : K.

Tobistus. Kaytetdan induktiota n:n suhteen. Tapaus n = 1 seuraa lauseesta
13.4. Oletetaan, ettd viite patee renkaalle K1 = K|aq, ..., a,—1]. Talloin K; on
kunta. Koska «,, on algebrallinen K:n ja siis my6s Kj:n suhteen, lauseesta 13.4
seuraa, ettd Klaq,...,a,] = Ki|oy] on kunta. Edelleen saman lauseen mukaan
min(K7, ay,) jakaa polynomin min(K, av,), joten

[K1[an] : Kq] < [K(ay,) : K.

Induktio-oletuksen ja lauseen 12.3 perusteella
(K1) : K] = [Ki[an] : K1) - [K7: K] < H[K(al) : K.
=1
O

Edellisisté lauseista saadaan suoraan seuraava ehto alkion algebrallisuudelle.

KOROLLAARI 13.9. Olkoon L kunnan K laajennos. Tdlléin o € L on algebral-
linen K :n suhteen, jos ja vain jos [K(«) : K| on darellinen. Lisdksi L on algebral-
linen, jos [L : K] on ddrellinen.
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Korollaarin jalkimmaisen véitteen implikaatiota ei voi kéédntda. Esimerkiksi
joukko {2Y/" | n € N} virittdi Q:n algebrallisen laajennoksen, jonka aste on
aareton.

Nyt voidaan todistaa, ettd laajennoksen algebrallisuus on transitiivinen omi-
naisuus.

LAuse 13.10. Olkoot K C L C M kuntia. Jos L/K ja M/L ovat algebrallisia
laajennoksia, niin M /K on algebrallinen.

Tobistus. Oletetaan, ettd m € M. Olkoon p = ag+a1 X + -+ -+ a, X™ alkion
m minimipolynomi kunnan L suhteen. Merkitaan K; = K(ao,...,a,). Koska L
on algebrallinen K:n suhteen ja a; € L jokaisella ¢, laajennos Kj on &irellinen
lauseen 13.8 perusteella. Nyt p € K;[X], joten m on algebrallinen kunnan K;
suhteen. Tédten [K7(m) : K] on &érellinen, ja

[Kl(m) : K] = [Kl(m) : Kl] . [Kl : K] < 00.

Edelleen K(m) C Ki(m), joten [K(m) : K] < oco. Lauseesta 13.7 seuraa, etté
K (m) on algebrallinen K:n suhteen. Erityisesti siis m on algebrallinen K:n suh-
teen, ja koska m oli mielivaltainen, koko laajennos M /K on algebrallinen. (]

13.2. Sovellus: Harppi—viivainkonstruktiot. Edelld opittua teoriaa voi-
daan kayttad tiettyjen klassisten geometristen konstruktioiden tutkimiseen. N&-
maé konstruktiot, joista ehké tunnetuin kulkee nimelld ympyrén nelidinti, ovat
askarruttaneet matemaatikkojen mielta antiikista 1800-luvulle saakka, jolloin nii-
den toteuttaminen saatiin viimein saatiin osoitettua mahdottomaksi algebrallisten
menetelmien avulla.

Antiikin Kreikassa geometrialla oli erityisen térkea sija matemaattisessa kirjal-
lisuudessa. Algebrallisten merkintéjen puuttuessa geometriaa kéytettiin kaikkien
matemaattisten (eli 1&hinnd geometristen ja lukuteoreettisten) tulosten todista-
miseen. Luvut esitettiin eripituisina janoina: yhteenlasku tulkittiin kahden janan
liittamiseksi perakkéin, ja kahden luvun tulo tarkoitti sellaisen suorakulmion muo-
dostamista, jonka sivut vastasivat kerrottavia lukuja. Néin voitiin todistaa esimer-
kiksi osittelulaki a(b+ ¢) = ab+ ac jakamalla suorakulmio, jonka sivujen pituudet
ovat a ja b+ ¢, kahdeksi suorakulmioksi, jotka vastasivat tuloja ab ja ac.

b c
Kuva 25. Geometrinen konstruktio osittelulain todistamiseksi

Perinteisen tarinan mukaan filosofi Platon'? vaati, etti geometriset konstruk-
tiot olisi toteutettava vain harppia ja viivainta hyvéksikayttaen. Viivaimella sai

19Platon (428/427-348/347 eKr.), ateenalainen filosofi, Akatemian perustaja. Platon oli ai-
kanaan huomattava vaikuttaja myos matematiikan alalla, vaikka hénen ei tiedeté itse tuottaneen
omaperaisia matemaattisia tuloksia.
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piirtda rajattoman pitkdn suoran kahden tunnetun pisteen kautta, ja harpilla oli
sallittua piirtdd ympyréa, jonka keskipiste ja side tunnettiin. (Oikeastaan sa&nnot
olivat vield tiukemmat, mutta yhtépitavit téssi esitettyjen kanssa.) Pian esiin
nousi kolme ongelmaa, joita kreikkalaiset eivit pystyneet ratkaisemaan edes luke-
mattomien yritysten jalkeen:

1. Ympyrdin nelidinti. On tuotettava sellaisen nelion sivu, jonka pinta-ala
on sama kuin annetulla ympyralla.

2. Kuution kahdentaminen. On tuotettava sellaisen kuution sivu, jonka ti-
lavuus on kaksi kertaa annetun kuution tilavuus.

3. Kulman kolmiajako. On tuotettava kulma, jonka suuruus on kolmasosa
annetun kulman suuruudesta.

Kreikkalaisten epédonnistuminen ylla mainittujen tehtdvien ratkaisemisessa ei
ollut osoitus heidén kyvyttomyydestaén. Vuonna 1837 Pierre Wantzel nimittéain
osoitti, ettd 2. ja 3. konstruktio eivét olisi mahdollisia suorittaa pelkéstaén har-
pilla ja viivaimella. My6s 1. kostruktio on mahdoton, mutta tdméan todistaminen
onnistui vasta, kun Ferdinand von Lindemann osoitti vuonna 1882 luvun 7 trans-
kendenttisuuden.

Selvitetadn nyt, miten geometriset konstruktio-ongelmat voidaan formuloida
algebran kielelle. Tarkasteltavana ovat pistejoukot G C R2, joita nimitetéén ku-
vioksi. Kuvion G suora on suora, joka kulkee G:n kahden pisteen kautta. Kuvion
G ympyrd taas on ympyra, jonka keskipiste on G:ssa ja sidde kahden G:n pisteen
valinen etéisyys.

Olkoon annettu kuvio Gy C R2. Geometrinen konstruktio joukosta Ggy on
adrellinen jono kuvioita

GQCG1C"'CGn,

missd Gij1 = G; U {P;41} ja Piyq on jokin kuvion G; suorien tai ympyréiden
leikkauspiste. Sanotaan, ettd kuvio G wvoidaan konstruoida kuviosta G, jos on
olemassa geometrinen konstruktio Gy C --- C G, missd G, = G. Kuvion G
kunta Kg on laajennos Q(A), missid A sisaltdd kaikkien G:n pisteiden x- ja y-
koordinaatit.

Seuraava lause antaa algebrallisen ehdon kuvion konstruoitavuudelle.
LAUsE 13.11. Jos kuvio G voidaan konstruoida kuviosta Gg, niin
[Kg: Kg,] =2"
jollain n € N.

TobisTus. Olkoon Gy C -+ C Gy, = G geometrinen konstruktio. Analyytti-
sen geometrian perusteista tiedetédén, ettd jokaista kuvion G; suoraa ja ympyria
kuvaa polynomiyhtald, jonka kertoimet ovat kunnassa K¢, ja joka on korkeintaan
toista astetta. Edelleen tiedetédén, ettd néiden suorien ja ympyroiden leikkaus-
pisteiden 16ytamiseksi on ratkaistava korkeintaan toisen asteen yhtélopari, jonka
ratkaisut ovat muotoa © = aj +b1\/c ja y = az+bay/c, missé aq, as, by, ba, ¢ € Kg, .
Titen K¢, , C Kg,(y/c). Koska luvun /c minimipolynomi kunnan K¢, suhteen
on korkeintaan toista astetta, saadaan lopulta [Kg,,, : Kg,] < 2. Viite seuraa
tastd induktiolla, kun kaytetadn lausetta 12.3. U
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Y1l4 oleva lause patee myos kaanteisessa muodossa: jos aste [K¢ : K¢, ] on kak-
kosen potenssi, niin kuvio G voidaan konstruoida kuviosta Gq. Tétéa ei kuitenkaan
tarvita silloin, kun konstruktioita osoitetaan mahdottomiksi, kuten seuraavassa
esimerkissé tehdaan.

ESIMERKKI 13.12. Kulman kolmiajoko. Osoitetaan, ettd 60° kulmaa ei voi
jakaa kolmeen osaan harpilla ja viivaimella. Valitaan koordinaatisto niin, etté
annettu 60 asteen kulma tulee suorien OA ja OB viliin, missd O = (0,0), A =
(1,0) ja B = (1/2,4/3/2). Olkoon Gy = {O, A, B}, jolloin Kg, = Q(/3), ja
[Kg, : Q] =2.

Oletetaan, ettd kulma AOB voidaan jakaa kolmeen osaan. Talldin syntyvén
kulman kyljen ja origokeskisen yksikkdympyran leikkauspiste (joka siis my6s voi-
daan konstruoida) on («, ), missid a = cos 20° ja 3 = sin 20°. Oletuksen mukaan
voidaan konstruoida kuvio G, joka sisiltdd pisteen («, [3).

A

\/

Kuva 26. Kulman kolmiajako

Tutkitaan tarkemmin koordinaattia «. Kolminkertaisen kulman kosinin kaa-
vasta ndhdéain, etta

cos(3 - 20°) = 4 cos> 20° — 3 cos 20°.

Koska cos60° = 1/2, téstd seuraa, ettii a on polynomin 8X? — 6X — 1 juuri.
Koska tdma polynomi on lisdksi jaoton Q:n suhteen esimerkiksi rationaalijuuri-
testin perusteella, se on minimipolynomin min(Q, «) liittoalkio. Siispa kyseisen
minimipolynomin aste on 3, ja edelleen [Q(«) : Q] = 3. Lauseiden 13.11 ja 12.3
perusteella

[Kg: Q] = [K¢: Kg,] - [Kg, : Q] =2"-2=2"!
jollain n € N, mutta toisaalta

(K¢ : Q] = [Ke : Q)] - [Q() : Q] = [Kg : Q(a)] - 3.
Tamé on selvisti mahdotonta, joten kuviota G ei voida konstruoida.

Tamé esimerkki osoittaa, ettd mielivaltaisen kulman kolmiajakamiseksi har-
pilla ja viivaimella ei voi olla olemassa yleistd menetelméaé. Joitakin kulmia silti
voidaan jakaa kolmeen osaan: esimerkiksi 30 asteen kulma voidaan konstruoida,
mika tarkoittaa sitd, ettd suoran kulman kolmiajako onnistuu.
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13.3. Transkendenttisuudesta. Luvun todistamiseksi algebralliseksi riit-
tad 1oytda polynomi, jonka juuri kyseinen luku on. Transkendenttisuuden todis-
taminen on sen sijaan tyoladmpéaé. Jotkut tapaukset ovat kuitenkin selkeitéd: Ole-
tetaan esimerkiksi, ettd K on kunta, ja tarkastellaan polynomialgebran K[X] ja-
kokuntaa K (X). Tadmé kunta on K:n laajennos, ja alkio X € K(X) on selvés-
ti transkendenttinen K':n suhteen. Kaikkien K-kertoimisten polynomien joukko
K[X] nimittiin siséltyy kuntaan K(X), ja alkioon X liittyva sijoitushomomor-
fismi K[X] — K(X) on inkluusiokuvaus. Toisin sanoen, sijoitettaessa alkio X
polynomiin f tuloksena on f. Siispd f(X) = 0 jos ja vain jos f = 0.

Useimmiten transkendenttisista luvuista puhuttaessa tarkoitetaan reaali- tai
kompleksilukuja, jotka ovat transkendenttisia rationaalilukujen kunnan suhteen.
Nykyéaan on selvéd, ettd transkendenttisia lukuja on olemassa, vielapd runsain
mitoin. On nimittdin varsin helppo osoittaa, ettd Q-kertoimisia polynomeja on
vain numeroituva méaéri, jolloin myos niiden juuria on numeroituvan monta (ks.
lemma 14.11). Siispé algebrallisten lukujen joukko

A = {a € C| a on algebrallinen Q:n suhteen}

on numeroituva. Toisaalta kompleksilukujen joukko on ylinumeroituva, joten val-
taosa kompleksiluvuista (tai yhtd hyvin reaaliluvuista) on transkendenttisia.

Yll& esitetty padttely on mahdollista tehdé vain, jos kompleksilukujen joukon
ylinumeroituvuus tunnetaan. Tadmén todisti Georg Cantor vuonna 1878. Kuiten-
kin jo ennen sitd — tarkemmin sanoen vuonna 1844 — Joseph Liouville oli osoit-
tanut, ettd hdnen nimedan kantavat Liouvillen luvut ovat transkendenttisia reaa-
lilukuja. Tama oli ensimméinen osoitus transkendenttiseten lukujen olemassaolos-
ta. Tunnetumpi esimerkki transkendenttisesta luvusta saatiin vuonna 1873, kun
Charles Hermite osoitti Neperin luvun e transkendenttisuuden. Hieman mychem-
min, eli vuonna 1882, Ferdinand von Lindemann onnistui Hermiten menetelméaa
mukaillen osoittamaan, ettd myos luku 7 on transkendenttinen rationaalilukujen
suhteen. Lindemannin ja Hermiten todistukset kayttavat analyyttisid menetelmia.

Avoimeksi ongelmaksi on jadnyt muun muassa se, onko e algebrallinen vai
transkendenttinen laajennoksen Q(7) suhteen eli onko olemassa polynomia, jonka
kertoimissa saa hyodyntaa piin potensseja ja jolla on juurena e.

14. Juurikunnat

Mielivaltaisella polynomilla ei valttamétta ole juuria tarkasteltavassa kunnas-
sa. Téssé luvussa tutkitaan sellaisia algebrallisia laajennoksia, jotka saadaan lisdé-
miéllid polynomeille juuria. Adritapauksessa voidaan muodostaa laajennos, johon
lisdtadn kaikkien polynomien kaikki mahdolliset juuret.

14.1. Maaritelm3 ja olemassaolo. Tarkastellaan aluksi esimerkkié. Olete-
taan, ettd K on kunta ja f € K[X] jokin polynomi, jolla on juuria kunnan K
laajennoksessa L. Jos ai,...,q, € L ovat polynomin f juuret, voidaan méari-
tella, ettd K(aq,...,q,) on fin juurikunta laajennoksessa L. Juurikunta on siis
pienin L:n alilaajennos, joka siséltdé polynomin f juuret. Maaritelmé on kuiten-
kin hieman kémpeld, koska siind viitataan ympéréivadn laajennokseen L, jossa
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polynomilla jo tiedetdén olevan juuria. Liséksi jaa avoimeksi, sisdltdako L kaikki
f:n juuret vai jadko osa juurista mahdollisesti juurikunnan ulkopuolelle.

Seuraava tuttu lemma antaa juurten olemassaololle kriteerin, joka perustuu
vain polynomin jaollisuusominaisuuksiin.

LEMMA 14.1. Olkoon K kunta, ja f € K[X] nollasta poikkeava polynomi.

a) Alkio a on polynomin f juuri, jos ja vain jos X — « jakaa f:n.
b) Polynomin f juurten lukumddrd missi tahansa K :n laajennoksessa on
korkeintaan deg(f).

TobpisTus. a) Jakoyhtdlosta saadaan f = (X — «) - g + r, missd r on vakio.
Nyt f(a) =, joten f(a) =0, jos ja vain jos X — « jakaa f:n.

b) Olkoon L kunnan K laajennos. Kéytetdén induktiota polynomin f asteen
suhteen. Jos deg(f) = 0, niin viite péatee selvésti. Oletetaan sitten, etté viite
pétee astetta n olevilla polynomeilla ja ettd f:n aste on n + 1. Jos f:lla ei ole
juuria laajennoksessa L, niin viite patee. Muussa tapauksessa voidaan valita juuri
a € L ja kirjoittaa f = (X — ) - g. Jokainen f:n juuri on nyt joko « tai jokin g:n
juurista. Jalkimmaéisid on induktio-oletuksen mukaan korkeintaan n kappaletta,
joten yhteensa juuria on korkeintaan n + 1. O

Lemman avulla padstaén juurikunnan méaritelméssé eroon viittauksesta ym-
paroivaan kuntaan. Mikéli ymparoivaa kuntaa ei ole, ei voida tietééd, minkalaisia
juuria annetulla polynomilla on eri laajennoksissa. Kuitenkin sellainen laajennos,
jonka suhteen polynomi jakautuu ensimmaisen asteen tekijoihin, sisdltda joka ta-
pauksessa maksimaalisen mééaréan kyseisen polynomin juuria.

MAARITELMA 14.2. Olkoon f € K[X] jokin polynomi. Kunnan K laajennos
L on f:n juurikunta kunnan K suhteen, jos seuraavat ehdot toteutuvat:

(JK1) Polynomi f jakautuu 1. asteen polynomien tuloksi renkaassa L[X].
(JK2) L = K(aq,...,qp), missé aq,...,a, € L ovat polynomin f juuret.

Huomaa, etté ehto (JK1) takaa, ettd polynomilla on suurin mahdollinen méaara
juuria laajennoksessa L. Ehdolla (JK2) puolestaan varmistetaan, ettd L ei sisalla
mitadn yliméaaraista kyseisten juurten lisédksi.

Yleisemmin, jos S C K[X] on joukko polynomeja, sanotaan, ettd L on joukon
S juurikunta, jos jokainen f € S jakautuu ensimmaéisen asteen tekijéihin L:n
suhteen ja lisiksi L = K(A), missd A koostuu kaikkien S:n polynomien juurista.

Polynomijoukon juurikunta ei ole yksikésitteinen. Mychemmin tullaan kuiten-
kin osoittamaan, etté kaikki tietyn joukon juurikunnat ovat kesken&én isomorfiset.

ESIMERKKI 14.3. Kompleksilukujen kunta C on polynomin X2 + 1 juurikunta
R:n suhteen, silla C = R(i) = R(i, —i). Yleisesti, jos L on kunnan K laajennos ja
a? € K jollain a € L, niin laajennos K(a) C L on polynomin X? — a? juurikunta
K suhteen. Toisaalta esimerkiksi Q(+/2) ei ole polynomin X3 —2 juurikunta Q:n
suhteen, silla

X3 -2 = (X - V2)(X? + V2X + V4)
eiké polynomilla X2 4+ ¢/2X + V/4 ole reaalisia juuria; siis erityisesti silli ei ole
juuria kunnassa Q(3/2).
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ESIMERKKI 14.4. Olkoon f = X2 + X + 1 € Fy[X]. Koska f on jaoton,
tekijarengas K = F[X]/(f) on kunnan F, laajennos. Merkitddn o = X. Nyt
o +a=1,silldia’+a+1=0,jal=—1kunnassa K. Titen

(X+a) (X +(a+1) =X+ 2a+1)X +* +a
=X+ X+’ +a=X’+X+1.

Siispé f jakautuu renkaassa K[X] ensimmaéisen asteen tekijoihin X +a ja X +a+1.
Liséksi K = Fa[a] = Fao[a, a+ 1], joten K on polynomin f juurikunta alkukunnan
Fy suhteen.

Voidaan osoittaa, ettd milla tahansa polynomilla on olemassa juurikunta. Se
l6ydetéaéan jo tutuksi tulleella menetelmalla.

LAUSE 14.5. Olkoon K kunta, ja olkoon f € K[X]| jokin polynomi, joka ei
ole vakio. Tdlloin loytyy K:n ddrellinen laajennos L, jonka suhteen f jakautuu

TobisTus. Kéytetdin induktiota polynomin f asteen suhteen. Jos deg(f) = 1,
tapaus on selvi. Oletetaan sitten, etta viite pétee tapauksessa n. Olkoon f € K[X]
polynomi, jonka aste on n+ 1. Valitaan jokin f:n jaoton tekija p, ja konstruoidaan
kunta Ky = K[X]/(p). Léhtokunta K voidaan samastaa Kj:n alikunnan kanssa,
jolloin K1 on K:n laajennos.

Merkitdin o = X. Sijoitettaessa muuttujan X paikalle X polynomi p muuttuu
polynomiksi p. Téaten p(a) =P = 0, eli & on polynomin p juuri ja siten myos f:n
juuri. Néin ollen f = (X —a)-g jollain g € K;1[X]. Nyt polynomin g aste on n, joten
induktio-oletuksen perusteella 16ytyy Kjp:n airellinen laajennos L, jonka suhteen
g jakautuu 1. asteen tekijoihin. Siispd myo6s f jakautuu M:n suhteen ensimmaéisen
asteen tekijoihin, ja lisiksi [L: K| = [L : Ki] - deg(p) < co. O

KOROLLAARI 14.6. Jokaisella polynomilla f € K[X]| on juurikunta kunnan K
suhteen.

TobisTus. Edellisen lauseen avulla 16ydetddn K:n laajennos L, jonka suhteen

f jakautuu ensimmaéisen asteen tekijoihin. Olkoot «q,...,qa, € L polynomin f
juuret. Nyt K(aq,...,a,) C L on etsitty juurikunta. O
Mielivaltaisen &érellisen polynomijoukon {fi, ..., f,,} juurikunta 16ydetaén so-

veltamalla edellisté lausetta tuloon fi--- f,,. Jos polynomeja on &éretdn maira,
todistus on vaikeampi, ja se jatetddn myohemmaksi.

14.2. Algebrallinen sulkeuma. Tarkastellaan seuraavaksi niita laajennok-
sia, jotka sisdltavit kaikkien polynomiensa juuret.

MAARITELMA 14.7. Kunta K on algebrallisesti suljettu, jos jokainen polynomi
f € K[X] jakautuu ensimméisen asteen tekijoihin renkaassa K[X].

Algebrallisesti suljetut kunnat voidaan karakterisoida monella tapaa.

LAUSE 14.8. Olkoon K kunta. Seuraavat ehdot ovat yhtdapitdvid.

a) K on algebrallisesti suljettu.
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b) Jokaisella polynomilla f € K[X] on juuri K :ssa.

c) K:lla ei ole aitoja algebrallisia laajennoksia.

d) K:lla ei ole aitoja dadrellisia laajennoksia.

e) Jos L on K :n laajennos, niin K koostuu tasmdlleen niistd L:n alkioista,
jotka ovat algebrallisia K :n suhteen.

TobisTUus. Harjoitustehtéava. O

MAARITELMA 14.9. Kunnan K laajennosta L nimitetdan K:n algebralliseksi
sulkeumaksi, jos se on algebrallisesti suljettu ja algebrallinen K:n suhteen.

Kunnan algebrallinen sulkeuma on pienin algebrallisesti suljettu kunta, joka
siséltad alkuperdisen kunnan. Jos nimittdin algebrallisesta sulkeumasta poistaa
yhdenkin alkion, poistuu samalla jonkin polynomin juuri, koska jokainen sulkeu-
man alkio on algebrallinen. Toisaalta algebrallinen sulkeuma on algebrallisista
laajennoksista suurin, koska se on algebrallisesti suljettu.

ESIMERKKI 14.10. Kompleksilukujen kunta C on algebrallisesti suljettu. Taméa
tulos, jonka Gauss todisti vuonna 1799, tunnetaan algebran peruslauseen nimell.2°
Sille on lukuisia todistuksia, jotka yleensd perustuvat kompleksianalyysiin. On
olemassa my6s Galois’n teoriaa kéyttdva todistus, jossa tarvitaan algebrallisten
menetelmien lisdksi vain véliarvolausetta. Koska C on algebrallisesti suljettu ja
algebrallinen reaalilukujen suhteen, se on R:n algebrallinen sulkeuma.

Tarkastellaan algebrallisten lukujen joukkoa
A = {a € C| o on algebrallinen Q:n suhteen}.

On helppo néhda, ettd jokaisen A-kertoimisen polynomin kaikki kompleksijuuret
1oytyvat A:sta. Koska C on algebrallisesti suljettu, myds A on téten algebralli-
sesti suljettu. Liséksi A on kunnan Q algebrallinen laajennos. Algebralliset luvut
muodostavat siis Q:n algebrallisen sulkeuman.

Voidaan osoittaa, ettd mielivaltaisella kunnalla K on algebrallinen sulkeuma ja
ettd tdma sulkeuma on isomorfiaa vaille yksikésitteinen. Téassé esitettdvan olemas-
saolotodistuksen perusidea on kayttad Zornin lemmaa kaikkien K:n algebrallisten
laajennosten kokoelmassa. Kyseinen kokoelma on kuitenkin liian laaja ollakseen
joukko, joten sitd on rajoitettava jollain tapaa. Samalla on silti pidettéva huolta
siitéd, ettd kokoelma sisaltdé riittdvin méadrdn kuntia, jotta todistus menee lapi.
Tahan kaytetddn seuraavaa joukko-opillista lemmaa.

LEMMA 14.11. Jos L/K on algebrallinen laajennos, niin |L| < max{|K|, |N|}.

TobisTus. Jokainen polynomi f = a9+ a1 X + -+ + a, X™ € K[X] voidaan
samastaa aérellisen jonon (ag,...,a,) kanssa. Astetta n olevien K-kertoimisten
polynomien joukon K,[X] mahtavuus on siis |[K"|. Jos K on &irellinen, tdméa
mahtavuus on |K|", muuten |K"| = |K|. Koska K[X]| on numeroituva yhdiste
joukoista K,,[X], joukko-opin perustuloksista seuraa, ettéd | K[X]| < max{|K|, |N|}.

200ikeastaan Gaussin vaitoskirjassaan esittdma todistus siséltdd aukon. Jean-Robert Ar-
gand esitti tdydellisen todistuksen vuonna 1814, ja Gauss julkaisi my6hemmin useitakin erilaisia
aukottomia versioita.
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Koska L/K on algebrallinen, jokainen L:n alkio on jonkin K-kertoimisen po-
lynomin juuri. Indeksoidaéan jokaisen K-kertoimisen polynomin juuret aq, ...,
jossain mielivaltaisessa jarjestyksessé, jolloin kutakin L:n alkiota « vastaa yksika-
sitteinen pari (p,i) € K[X] x N, missd p = min(K, «) ja a:n indeksi polynomin
p juurten joukossa on i. Néiden parien muodostaman joukon mahtavuus on kor-
keintaan max{|K[X]|,|N|} = max{|K], |N|}. O

LAUSE 14.12. Jokaisella kunnalla on algebrallinen sulkeuma.

Tobistus. Olkoon K mielivaltainen kunta. Olkoon .S jokin joukko, joka sisél-
taa kunnan K ja jolle patee |S| > max{| K|, |N|}. Joillekin S:n osajoukoille voidaan
madritelld kuntarakenne, jonka suhteen niisté tulee K:n algebrallisia laajennoksia.
Olkoon A nyt kaikkien téllaisten joukkoon S siséltyvien K:n algebrallisten laa-
jennosten kokoelma. (Sama osajoukko voi esiintyd kokoelmassa useamman kerran
erilaisilla kuntarakenteilla varustettuna.) Selvisti K € A, joten A # (). Merki-
tddn L1 < Lg, kun Ly on Lq:n laajennos. Témé relaatio tekee kokoelmasta A
osittaisjérjestyksen.

On helppo néhda, etté osittaisjirjestyksessa (A, <) jokaisella ketjulla on yla-
raja. Zornin lemmasta seuraa télldin, ettd A:ssa on maksimaalinen alkio M. Riit-

taa osoittaa, ettd M on algebrallisesti suljettu. Olkoon sitd varten M’ jokin M:n
algebrallinen laajennos. Edellisen lemman perusteella

|M'| < max{|M], N[} < max{|K[,|N|} <|[S],

koska sekd M’'/M ettd M/K ovat algebrallisia laajennoksia. Néin ollen 1oytyy
jokin injektio f: M’ — S, jolle lisdksi patee f|y = id. Kun méaéritelldan kuvassa
f(M') laskutoimitukset kaavoilla

fla)+ f(b) = fla+b) ja f(a)f(b) = f(ab),

joukosta f(M') C S tulee M:n algebrallinen laajennos. Nyt M:n maksimaalisuu-
desta seuraa, ettd f(M') = M, joten M’ = M, koska f|y = id ja f on injektio.
Siispd M on algebrallisesti suljettu ja kunnan K algebrallinen sulkeuma.

Kuva 27. Maksimaalinen algebrallinen laajennos M on kunnan K
algebrallinen sulkeuma.
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KOROLLAARI 14.13. Jokaisella polynomijoukolla S C K[X] on juurikunta kun-
nan K suhteen.

TobisTus. Olkoon M kunnan K algebrallinen sulkeuma. Téll6in jokainen po-
lynomi f € S jakautuu ensimméisen asteen tekijoihin M:n suhteen. Olkoon A
joukko, joka sisaltaa kaikki S:n polynomien juuret. Nyt K (A) on etsitty juurikun-
ta. U
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15. Laajennosten viliset homomorfismit

Rakenteiden viliset homomorfismit auttavat selvittdmé&an rakenteiden suhtei-
ta toisiinsa. Rakenteen sisdiset isomorfismit — eli niin sanotut automorfismit —
auttavat vastaavasti rakenteen omien ominaisuuksien selvittdmisessid. Automor-
fismit muodostavat aina ryhmén, ja télla tavoin ryhméteoriasta tuttuja tuloksia
paastdan kayttamadn hyvaksi uusilla alueilla. Kuntalaajennosten yhteydessa auto-
morfismien tutkiminen johtaa Galois’n teoriaan, jolla on lukemattomia sovelluksia
lukuteoriassa ja yleisten kuntien teoriassa.

15.1. Homomorfismin mairitelma ja Galois’n ryhma.

MAARITELMA 15.1. Kunnan K laajennosten vélista kuntahomomorfismia o
kutsutaan K -laajennosten homomorfismiksi tai lyhyemmin K-homomorfismiksi,
jos o(a) = a kaikilla a € K.

Kuntalaajennosten vélinen kuntahomomorfismi o on siis K-homomorfismi, jos
se kiinnittaéd ldhtokunnan K. Tama on yhtapitavad se kanssa, ettd o on samalla
K-algebrahomomorfismi, jolloin se séilyttaéd skalaarikertolaskun. Jos nimittéin o
on K-algebrojen vélinen homomorfismi, niin kaikilla a € K pétee o(a) = o(a.1) =
a.0(1) = a. Toisaalta, jos o on mielivaltainen K:n kiinnittdva kuntahomomorfismi,

niin o(ab) = o(a)o(b) = ao(b).

Koska kuntahomomorfismit ovat aina injektioita, myos laajennosten véliset
homomorfismit ovat injektioita. Liséksi, jos [L1 : K| = [Lg : K| < 0o, niin laa-
jennosten L ja Lo vilinen homomorfismi on surjektio, koska se on injektio kah-
den samanulotteisen vektoriavaruuden vélilla. Erityisesti dérellisen laajennoksen
K-homomorfismit ovat aina bijektioita: niin sanottuja K -automorfismeja.

MAARITELMA 15.2. Kunnan K laajennoksen L Galois'n ryhmd Gal(L/K) on
kaikkien K-automorfismien o : L — L muodostama ryhma.

Galois'n ryhmé on siis kaikkien L:n automorfismien ryhmésséd Aut(L) se ali-
ryhmé, joka kiinnittdéd lahtokunnan K.

Tarkastellaan joukon X virittdmé&a kunnan K laajennosta K (X). Koska jo-
kainen K-automorfismi sailyttdad alkioiden tulot ja K-kertoimiset lineaarikombi-
naatiot, ndhdain, etté virittdjaalkioiden kuvat maérittavit automorfismin téysin.
Puetaan tdméa havainto tdsmaélliseen muotoon seuraavassa lemmassa.

LEMMA 15.3. Olkoon K(X) joukon X wirittamd K:n laajennos, ja olkoot
o,7 € Gal(K(X)/K). Jos o|x = T|x, niin 0 = 7.

15.2. Juurten kuvautuminen. Osoittautuu, ettd kuntalaajennosten vali-
set homomorfismit kuvaavat polynomien juuria toisikseen. Tamaéa tarjoaa erittéin
hyoédyllisen tavan padsté kasiksi erityisesti algebrallisten laajennosten valisiin ho-
momorfismeihin.

LAUSE 15.4. Olkoon o : L1 — Lsy jokin K-laajennosten homomorfismi, ja
olkoon o € Ly algebrallinen lihtokunnan K suhteen. Jos polynomille f € K[X]
patee f(a) =0, niin f(o(a)) =0. Lisiksi min(K, a) = min(K, o(a)).
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TobisTus. Merkitddn f = bg + 61X + --- + b, X" Koska b; € K kaikilla ¢ ja
o on K-homomorfismi, ndhdaén etta o(b;) = b; kaikilla i. Téten

flo(@) =D bio(@)' =3 o(bi)o(a)' =o(f(a)) = o(0) =0.

(2
Liséksi, jos p = min(K, «), niin p(o(«)) = 0, joten alkion o(«)) minimipolynomi
jakaa p:n. Toisaalta p on jaoton padpolynomi, joten téytyy olla p = min(K, o(«)).
O

KOROLLAARI 15.5. Jos L on kunnan K ddrellinen laajennos, niin Gal(L/K)
on ddrellinen ryhmd.

TobisTus. Laajennos on &arellinen, jos ja vain jos se on &érellisen monen al-
gebrallisen alkion virittdmé. Olkoon L = K(aq,...,q,), ja olkoon p; alkion «;
minimipolynomi kaikilla i. Jokainen K-automorfismi maérdytyy téysin sen mu-
kaan, mihin virittdjaalkiot kuvautuvat. Toisaalta edellisen lauseen mukaan jokai-
nen «; voi kuvautua vain jollekin polynomin p; juurista, joita on aérellinen méara.
Yhteensé erilaisia automorfismeja on siis vain dérellisen monta. O

ESIMERKKI 15.6. Tarkastellaan laajennosta C/R. Voidaan helposti osoittaa,
ettd kuvaukset id sekd o : a + bi — a — bi ovat R-automorfismeja. Koska liséksi
C = R(i), jokainen R-automorfismi méérdytyy sen perusteella, miten se kuvaa
alkion i. Tamén alkion minimipolynomi on p = X? + 1, ja silld on juurina i
ja —i. Lauseen 15.4 perusteella jokainen R-automorfismi 7 permutoi p:n juuria,
joten taytyy péted joko 7(i) = i tai 7(i) = —i. Edellisessé tapauksessa 7 = id,
jalkimmaisessd 7 = o. Taten Gal(C/R) = {id,o}.

Lauseen 15.4 tulos voidaan myos kadntaé: jos « ja o/ ovat jonkin jaottoman
polynomin juuria, niin 16ytyy sellainen automorfismi, joka kuvaa alkion « alkiolle
o/. Taman tuloksen todistaminen jatetdan myohemmaksi.

15.3. Galois’n teorian peruslause. Kuntalaajennoksen automorfismiryh-
man rakenteen selvittdminen auttaa laajennoksen ominaisuuksien tutkimisessa.
Tarked vastaavuus saadaan liittdmalla automorfismiryhmén aliryhmét niihin kun-
tiin, jotka niiden alkiot kiinnittavéat. Tutkitaan seuraavaksi tdtd niin kutsuttua
Galois’n yhteytta.

Jokaiseen K:n laajennokseen L liittyy automorfismiryhmé Gal(K/L). Toisaal-
ta jokaiseen L:n kunta-automorfismien joukkoon S C Aut(L) voidaan liittaa kiin-
tokunta

Fix(S,L) ={a € L | o(a) = a kaikilla ¢ € S}.
On helppo néhda, ettéd kiintokunta todellakin on kunta, jolloin se on kunnan L

alikunta. Lisdksi, jos S siséltdd vain K-automorfismeja eli S C Gal(L/K), niin
K C Fix(S, L) eli Fix(S, L) on kunnan K laajennos.

Oletetaan seuraavassa, ettd L on kunta, ja yksinkertaistetaan merkintoja kir-
joittamalla Gal(L/K) = Gal(K) ja Fix(S, L) = Fix(S). Kiintokuntien ja Galois'n
ryhmien vélille saadaan seuraavan lauseen mukainen vastaavuus.

LAUSE 15.7. Olkoon L kunta. Tdlloin seuraavat ehdot pétevdt:

a) Jos K1 C Ko ovat L:n alikuntia, niin Gal(Ks) < Gal(K).



108 KUNTALAAJENNOKSET

b) Jos S1 C Se C Aut(L), niin Fix(S2) C Fix(S1).
c) Jos S C Aut(L), niin Fix(S) = Fix(Gal(Fix(5))).
d) Jos K on jokin kunnan L alikunta, niin Gal(K) = Gal(Fix(Gal(K))).

TobisTus. Viitteet (a) ja (b) seuraavat suoraan kiintokunnan ja Galois’n
ryhmén mééritelmistd. Todistetaan véitteet (c) ja (d).

Oletetaan ensin, ettd S on jokin kunnan L automorfismien joukko, ja merki-
taan K = Fix(S). Koska S:n alkiot kiinnittavat K:n, niin S C Gal(K). Kohdasta
(b) seuraa, ettd Fix(Gal(K)) C Fix(S) = K. Toisaalta jokainen ryhméan Gal(K)
alkio kiinnittdd K, joten K C Fix(Gal(K)).

Oletetaan sitten, ettd K on kunnan L alikunta, ja merkitdin H = Gal(K).
Nyt K C Fix(Gal(K)), joten kohdan (a) mukaan

Gal(Fix(Gal(K))) C Gal(K) = H.

Toisaalta jokainen H:n alkio kiinnittda kunnan Fix(H), joten H C Gal(Fix(H)).
(]

Y14 olevan lauseen sanoma on, ettd on olemassa bijektiivinen, inkluusiosuun-
nan kddntavd vastaavuus Galois'n ryhmien Gal(L/M) < Gal(L/K) ja kiinto-
kuntien Fix(S,L) C L valilld, missi K ¢ M C L ja S on ryhmén Gal(L/K)
osajoukko. Témén vastaavuuden antaa kuvaus M +— Gal(L/M), ja sen kédn-
teisvastaavuus on muotoa H +— Fix(H, L). Vastaavuuden bijektiivisisyys seuraa
lauseen kohdista (c) ja (d): Jos My, My C L ovat kaksi kiintokuntaa, joille pétee
Gal(M;) = Gal(My), niin M; = Fix(Gal(M;)) = Fix(Gal(Mz)) = M. Toisaalta,
jos H < Gal(L) on miké hyvénsd Galois’'n ryhmé, niin Fix(H) on kiintokunta,
jolle pétee Gal(Fix(H)) = H.

Lauseen ehdot toteuttavaa vastaavuutta kutsutaan yleisesti Galois’n vastaa-
vuudekst tai Galois’n yhteydeksi. Sellainen esiintyy monilla muillakin aloilla, esi-
merkiksi algebrallisessa geometriassa polynomijoukkojen ja niiden siséltdmien po-
lynomien yhteisten nollakohtien joukkojen valilla.

kiintokunnat Galois’n ryhmat
Gal

S
%

Fix

Kuva 28. Galois’n yhteys liittd4 toisiinsa kiintokunnat ja niiden
Galois'n ryhméat

MAARITELMA 15.8. Olkoon L kunnan K laajennos. Kuntaa M, jolle pétee
K C M C L, kutsutaan laajennoksen L/K wvdilikunnaksi.
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Jos S on joukko K-automorfismeja, niin kiintokunta Fix (S, L) sisaltda K:n.
Téaten Fix(S, L) on laajennoksen L/K vélikunta.

Olisi hyodyllisté, jos lauseen 15.7 méarittelemé bijektiivinen vastaavuus voitai-
siin ulottaa kaikkien ryhmén Gal(L/K) aliryhmien ja kaikkien laajennoksen L/K
vilikuntien vélille. Erityisesti jos laajennos L/K on &éarellinen, pystyttdisiin tal-
16in loytamaan kaikki kyseisen laajennoksen vélikunnat tutkimalla laajennoksen
adrellistd Galois’'n ryhméa.

Haluttaisiin siis osoittaa, ettd jokainen ryhmén Gal(L/K) aliryhmé olisi Ga-
lois'n ryhmaé ja jokainen L/K:n vélikunta olisi kiintokunta. Kuitenkin voi kéiyda
esimerkiksi niin, ettd Gal(L/K) kiinnittd4 muutakin kuin l&htokunnan K. Télléin
triviaali vélikunta K ei ole minké&én aliryhmén H < Gal(L/K) kiintokunta. TAmé
antaa aiheen seuraavaan maéritelméaan.

MAARITELMA 15.9. Algebrallista laajennosta L/K kutsutaan Galois’n laajen-
nokseksi, jos K = Fix(Gal(L/K), L).

Kunnan K algebrallinen laajennos on siis Galois’'n laajennos (tai lyhyemmin,
predikatiivina: Galois), jos kaikkien K-automorfismien kiinnittdmé joukko on tés-
mélleen K.

ESIMERKKI 15.10. Laajennoksen C/R Galois'n ryhmé on {id, o}, missé ¢ on
kompleksikonjugointi a + bi — a — bi. Kompleksikonjugoinnille pétee o(x) = = jos
ja vain jos z € R, joten C on R:n Galois’n laajennos.

Osoittautuu, etté jos laajennos L/K on Galois'n laajennos, niin jokainen laa-
jennos L/M, missié M on L/K:n vélikunta, on my6s Galois. Tésté seuraa puoles-
taan, ettd jokainen vilikunta on kiintokunta (nimittdin M = Fix(Gal(L/M))) ja
lopulta jokainen Galois'n ryhmén aliryhmé on Galois'n ryhma.

LAuse 15.11 (Galois'n teorian peruslause). Oletetaan, etti L on kunnan K
adrellinen Galois’n laajennos. Tdlloin kuvaus M — Gal(L/M) antaa bijektiivisen,
inkluusiosuunnan kadntivin vastaavuuden laajennoksen L/ K wvililaajennosten se-
kd ryhmdan Gal(L/K) aliryhmien vililla. Tdmdn vastaavuuden kidnteisvastaavuus
on H — Fix(H,L).

ToDISTUS. Sivuutetaan. O
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L = Fix({id}) i
Gal T iy
_—
<.—
" Fix H,
U n
M, M
K = Fix(Gal(L/K)) l Gal(L/K)

Kuva 29. Galois’n laajennokseen liittyvin Galois'n ryhmén jokai-
nen aliryhmé vastaa jotain vélikuntaa
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16. Valikoituja aiheita

Materiaalin viimeisessé luvussa kéydé&an lapi viliinjadneitd kuntalaajennoksiin
liittyvia tuloksia ja tutustutaan vield hieman tarkemmin Galois'n teoriaan.

16.1. Isomorfismien jatkaminen. On hyddyllistéd tietdd, millaisessa tilan-
teessa kuntien vélinen isomorfismi voidaan laajentaa algebrallisten laajennosten
valiseksi isomorfismiksi.

Kuntien vilistd homomorfismia o : K — K’ vastaa polynomirenkaiden homo-
morfismi K[X] — K'[X], joka kuvaa polynomin 3, a; X* polynomille 3, o(a;) X".
Myés tata johdettua homomorfismia merkitdén kirjaimella o, mikéali sekaantumi-
sen vaaraa ei ole. Seuraava lemma kertoo, milla tavalla annettua kuntaisomorfismia
voidaan jatkaa yksinkertaiseen algebralliseen laajennokseen.

LAUSE 16.1. Oletetaan, etti o : K — K’ on kuntaisomorfismi. Olkoon f jokin
jaoton K-kertoiminen polynomi, olkoon o polynomin [ juuri jossain K :n laajen-
noksessa L, ja olkoon o wastaavasti polynomin o(f) juuri jossain K':n laajen-
noksessa L'. Tdlloin on olemassa isomorfismi 7 : K(a) — K'(«), jolle pitee

Tk =0 ja 1(a)=<.

o . -

Kuva 30. Isomorfismi voidaan jatkaa yksinkertaiseen laajennokseen.

TobisTus. Merkitaan g = o(f). Koska f on jaoton ja f(a) = 0, alkion «
minimipolynomi on f:n liittoalkio. Téten f virittda alkioon « liittyvan sijoitus-
homomorfismin ytimen. Vastaava pétee polynomille g € K'[X], silld se on myos
jaoton. Algebrojen homomorfialauseesta saadaan K-algebrojen isomorfismit

p: KIX]/(f) = K(a) ja ¢:K'[X]/{g) = K'(a).
Toisaalta kaava h — o(h) + (g) médrittelee surjektiivisen rengashomomorfismin
x : K[X] — K'[X]/{(g). Taman homomorfismin ydin on (f), joten algebrojen
homomorfialauseesta saadaan isomorfismi y : K[X|/(f) — K'[X]/{(g). Nyt yhdis-
tetty kuvaus 7 = oY o p ! : K(a) — K(a') on kuntaisomorfismi, jolle pitee

1 —
Tia 't X+() S X +(g) Y o

Liséksi 7| = o, silld ¢ ja 1 kuvaavat vakiopolynomit vastaavasti kuntien K ja
K’ alkioille. O
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ESIMERKKI 16.2. Y14 olevaa lausetta voidaan kayttdd myos tilanteessa, jossa
K ja K’ ovat sama kunta ja o = idg. Jos talloin a ja o/ ovat saman jaottoman
polynomin juuria, niin on olemassa isomorfismi K («) = K(/), joka kuvaa a — o’
ja joka kiinnittés lahtokunnan K. Esimerkiksi polynomi X% — 2 on jaoton Q:mn
suhteen, ja silld on kompleksijuuret ++v/2 ja +iv/2. On siis olemassa muun muassa
Q-isomorfismi o : Q(v/2) — Q(iv/2), jolle pitee o(+/2) = iv/2, sekéi automorfismi

T € Gal(Q(v/2)/Q), jolle pitee o(v/2) = —v/2.

Osoittautuu, ettd kuntaisomorfismi voidaan aina laajentaa jopa juurikuntien
isomorfismiksi. Tamén tuloksen todistus perustuu Zornin lemmaan. Oletetaan,
ettd o : K — K’ on jokin K-isomorfismi. Olkoon S = {f; }ics joukko K-kertoimisia
polynomeja, ja olkoon S’ = {o(f;)} vastaava joukko K’-kertoimisia polynomeja.
Olkoon liséiksi L polynomijoukon S jokin juurikunta K :n suhteen, ja L’ vastaavasti
S’:n jokin juurikunta kunnan K’ suhteen.

LAUSE 16.3 (Isomorfismien jatkaminen). Olkoon o € L, ja olkoon p alkion «
minimipolynomi K :n suhteen. Olkoon lisiksi o/ € L' mikd tahansa polynomin o(p)
Juuri. Tdlloin loytyy isomorfismi T : L — L', jolle pitee 7| = o ja 7(a) = /.

Tobistus. Olkoon F kaikkien parien (F,¢) joukko, missd F' on kunnan L
alikunta ja ¢ : F' — L' on kuntahomomorfismi, jolle patee ¢|x = o. Tadmai joukko
sisdltad parin (K, o), joten F # (. Joukko F voidaan varustaa osittaisjarjestyk-
selld méarittelemalla (F,¢) < (F’,¢) silloin, kun F C F' ja ¢'|p = ¢. Olkoon
{(F}, ¢i) }ier jokin ketju osittaisjarjestyksessd F. Maaritteleméalla

F=|JF ja ¢(a)=¢i(a), kuna€ F;,
el
saadaan hyvin mééaritelty pari (F,p) € F, joka on ketjun {(F;, ;)}icr yléraja.
Zornin lemman perusteella joukossa F on maksimaalinen alkio (M, 7).

Osoitetaan, ettd M = L jaT(M) = L'. Jos M C L, niin 1oytyy jokin polynomi
f €S, jonka kaikki juuret eivit ole kunnassa M. Olkoon « jokin tallainen juuri, ja
olkoon p = min(K, ). Merkitiadn ¢ = o(p) € S’. Koska L’ on joukon S’ juurikunta,
1oytyy jokin o € L', jolle pitee g(a) = 0. Lauseen 16.1 perusteella on olemassa
isomorfismi ¢ : M(a) — 7(M)(c/), jolle patee ¢|py = 7. Taméa on ristiriidassa
parin (M, 7) maksimaalisuuden kanssa, joten M = L. Liséksi on helppo osoittaa,
ettd juurikunnan kuva 7(L) on puolestaan polynomijoukon S’ juurikunta kunnan
K’ suhteen, mista seuraa, ettd 7(L) = L. O

Isomorfismien jatkamislausetta kéytetddn usein konstruoimaan annetun laa-
jennoksen automorfismeja eli Galois’'n ryhmén alkioita. Liséksi siitd seuraa suo-
raan juurikuntien ja algebrallisten sulkeumien yksikésitteisyys.

KOROLLAARI 16.4. Olkoon K kunta, ja olkoon S joukko K -kertoimisia poly-
nomeja. Kaikki S:n juurikunnat kunnan K suhteen ovat isomorfisia K :n laajen-
noksina. Erityisesti kaikki K :n algebralliset sulkeumat ovat isomorfisia.

TobisTus. Koska id : K — K on kuntaisomorfismi, isomorfismien jatkamis-
lauseesta saadaan K-laajennosten isomorfismi minka tahansa kahden S:n juuri-
kunnan valille. Toinen viite seuraa tésté suoraan, silld kunnan K algebrallinen
sulkeuma on samalla kaikkien K-kertoimisten polynomien joukon juurikunta. [
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L=M L

ST 17
e
C V[ = Y &

Kuva 31. Isomorfismi voidaan jatkaa juurikuntien isomorfismiksi.

Nyt kun on todistettu algebrallisen sulkeuman olemassaolo ja yksikésitteisyys
isomorfiaa vaille, voidaan algebrallisista laajennoksista puhuttaessa aina rajoittua
sopivan alkukunnan algebrallisen sulkeuman alikuntiin. Mika tahansa algebralli-
nen laajennos nimittéin sisdltyy johonkin algebralliseen sulkeumaan, ja kahden
sulkeuman vélinen isomorfismi kuvaa myos kyseisen laajennoksen tuon ennalta
valitun sulkeuman alilaajennokseksi.

16.2. Galois’n laajennosten karakterisoinnista. Algebrallinen laajennos
L/K on Galois, jos K on suurin L:n alikunta, jonka kaikki K-automorfismit kiin-
nittdvat. Mitd enemmaéan K-automorfismeja on, sitd suuremman joukon ne kiin-
nittavat. Voidaan siis paétella intuitiivisesti, ettd laajennos on Galois, jos siini
voidaan mééaritelld mahdollisimman suuri maard K-automorfismeja.

Olkoon L kunnan K algebrallinen laajennos, ja olkoon €2 jokin K:n algebral-
linen sulkeuma (jotka ovat siis kaikki keskendén isomorfisia). Isomorfismien jat-
kamislauseen perusteella jokainen L:n K-automorfismi voidaan jatkaa Q:n K-
automorfismiksi. Mutta mitkd :n automorfismeista rajoittuvat L:n automorfis-
meiksi? Koska jokaisen K-kertoimisen jaottoman polynomin juuri voidaan iso-
morfismien jatkamislauseen perusteella kuvata toiselle saman polynomin juurelle,
taytyisi L:n sisaltda kaikki ndmé juuret, jos se siséltéé niistd yhdenkin, muuten
joukko L ei ole vakaa kyseisessé kuvauksessa. Laajennoksen L téytyisi siis olla
jonkin polynomijoukon juurikunta. Téatd ehtoa kutsutaan normaalisuusehdoksi:
kunnan L kuvaa jossakin 2:n K-automorfismissa ¢ kutsutaan L:n konjugaatiksi,
ja normaalisuus takaa, ettd jokaiselle L:n konjugaatille patee o(L) C L. (Vertaa
tatéd aliryhmén normaalisuuden késitteeseen.)

Laajennoksen automorfismien maaré voi rajoittua toisellakin tavalla. Jaotto-
man polynomin jokaisen juuren voi kuvata mille tahansa toiselle juurelle, mutta
joskus kay niin, ettd erillisten juurien lukuméarad on pienempi kuin polynomin
aste. Toisin sanoen jotkin polynomin ensimmaéisen asteen tekijoistd ovat samoja.
Tamé vahentdd myos erilaisten automorfismien maéraé.

MAARITELMA 16.5. Olkoon K kunta, ja olkoon p € K[X] jokin jaoton poly-
nomi. Oletetaan, ettd L on K:n laajennos ja « € L. Jos p on jaollinen polynomilla
(X — a)™ jollain n > 1, sanotaan, ettd a on polynomin p moninkertainen juu-
ri. Jos p:lla ei ole lainkaan moninkertaisia juuria juurikunnassaan K:n suhteen,
sanotaan, ettd p on K:n suhteen separoituva.
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Kuva 32. Algebrallisen laajennoksen automorfismeja menetetééan,
jos juuret kuvautuvat laajennoksen ulkopuolelle tai itselleen.

Polynomia f kutsutaan separoituvaksi, jos sen jokainen jaoton tekija on se-
paroituva. Polynomin separoituvuuden selvittdmiseksi on olemassa néppéré testi,
joka hy6dyntaa polynomin derivaatan késitettd. Vaikka polynomialgebrassa ei voi-
dakaan yleensd maéaéritelld metriikkaa eiké raja-arvoja, polynomeja voidaan silti
derivoida muodollisesti tutuilla derivointikaavoilla.

LEMMA 16.6. Olkoon K kunta, ja olkoon f € K[X] polynomi, joka ei ole
vakio. Tdlloin f on separoituva, jos ja vain jos syt(f, f') = 1.

TopIsTus. Osoitetaan ensin, ettd jos f,g € K[X] ja L on K:n laajennos,
niin f ja g ovat keskendén jaottomia renkaassa L[X], jos ja vain jos ne ovat
keskendén jaottomia renkaassa K[X]. Toinen suunta on selvi, joten oletetaan,
ettd syt(f,g) = 1 renkaassa K[X]. Télloin af + bg = 1 joillain a,b € K[X]. TAméa
yhtalo pétee myos renkaassa L[X], joten syt(f,g) = 1 myds renkaassa L[X].

Oletetaan nyt, etta syt(f, f’) = 1, ja tarkastellaan f:n jakokuntaa L. Jos o € L
on sellainen, ettd f = (X — a)? - g, niin

ff=2X-a) g+ (X —a) ¢ =(X—-a)29+ (X —a)g),

joten X — a jakaa myos polynomin f’. TAmé& on ristiriita sen kanssa, ettd f ja f’
ovat keskenéén jaottomia renkaassa L[X].

Oletetaan sitten, ettd polynomi f jakautuu juurikunnassaan L erillisiksi en-
simmadisen asteen tekijoiksi, ja merkitddn f = [/~ (X — «;), missé luvut a; € L
ovat erillisid. Tulon derivointisddnnon nojalla

n
=TI —ay).

i=1ij
Nyt jokaisella k pétee f'(ax) = [lx.;(X — aj) # 0, joten polynomeilla f ja f’
ei ole yhteisia juuria. Olkoon nyt d € K[X] jokin polynomien f ja f’ yhteinen
tekijd. Koska L on polynomin f juurikunta ja d on f:n tekijd, myos d:n kaikki
juuret 16ytyvat kunnasta L. Lisiksi jokainen naista juurista on polynomien f ja f’
yhteinen juuri, koska d jakaa molemmat polynomit. Téllaisia juuria ei ole, joten

polynomin d tiaytyy olla vakio. Téiten polynomien f ja f’ suurin yhteinen tekija
on yksikko. O
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Laajennoksen alkiota nimitetdédn separoituvaksi, jos sen minimipolynomi on
separoituva. Koko laajennos on separoituva, jos sen jokainen alkio on separoituva.
Seuraava lause, jonka todistuksen perusideaa hahmoteltiin ylla, esittaéd térkeim-
mén tavan karakterisoida Galois’'n laajennokset.

LAUSE 16.7. Oletetaan, ettd L on kunnan K algebrallinen laajennos. Seuraa-
vat ehdot ovat yhtdpitdvia:

i) L/K on Galois’n laajennos.
ii) L/K on normaali ja separoituva.
iii) L on jonkin separoituvista polynomeista koostuvan joukon juurikunta kun-
nan K suhteen.

Jos lahtokunnan karakteristika on nolla, derivaattatestin perusteella jokainen
laajennos on separoituva. Jos nimittdin f on jaoton polynomi ja polynomeilla f
ja f’ on yhteinen tekija g, joka ei ole vakio, niin g tiytyy olla fm liittoalkio.
Silloin deg(f) = deg(g), mutta koska deg(f’) = deg(f) — 1, niin g ei voi olla
polynomin f’ tekija. Niin saadaan viela eris karakterisointi Galois’'n laajennoksille
siinéd tapauksessa, ettd separoituvuutta ei tarvitse erikseen mainita.

LAUSE 16.8. Oletetaan, ettd L on kunnan K algebrallinen laajennos ja K:n
karakteristika on nolla. Tdalloin L/K on Galois, jos ja vain jos se on jonkin poly-
nomijoukon juurikunta K :n suhteen.

16.3. Adsrelliset kunnat. Luvussa 10 néhtiin, etté jokaisen #dérellisen kun-
nan koko on p™, missa p on alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku. Nyt voidaan
lopulta osoittaa, ettd jokaista téllaista lukua p™ kohti on olemassa kyseista kerta-
lukua oleva kunta. Lisdksi kaikki samaa kertalukua olevat kunnat ovat keskenaén
isomorfisia.

LAUSE 16.9. Olkoon p alkuluku ja n posititvinen kokonaisluku. On olemassa
kunta K, jonka koko on p™. Lisdksi tamd kunta on isomorfiaa vaille yksikdsittei-
nen.

Tobistus. Olkoon (2 kunnan F,, algebrallinen sulkeuma. Tarkastellaan poly-
nomia f = X?" — X, ja merkitdéin sen juurten joukkoa L C Q. On helppo nihda,
etté joukko L on kunnan € alikunta. Talléin L myo6s sisdltdd valttamatta alku-
kunnan F,,. Liséksi f = p" - XP"~1 _ 1 = —1, joten derivaattatestin perusteella
f on separoituva kunnan IF,, suhteen. Siispa kaikki fm juuret ovat erillisid, joten
kunnan L koko on p".

Olkoon sitten M miké tahansa kunta, jonka koko on p™. Téma kunta sisil-
tad alkukuntanaan kunnan K, joka on isomorfinen kunnan IF, kanssa. Koska
|M*| = p™ — 1, niin a?"~! = 1 kaikilla @ € M*. Téten jokainen kunnan M al-
kio on polynomin f juuri (silld myos 0 on f:n juuri). Toisaalta polynomilla f on
korkeintaan p™ juurta, joten M on f:n juurikunta kunnan K suhteen. Isomorfis-
mien jatkamislauseesta seuraa, ettd kaikki téllaiset juurikunnat ovat kesken&in
isomorfisia. O

Asrellisten kuntien multiplikatiivisilla ryhmilld on sellainen merkittévé omi-
naisuus, ettd ne ovat kaikki syklisid. Tamén osoittamiseksi kéytetddn ryhmén
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eksponentin kasitettd. Ryhmén G eksponentti exp(G) on pienin positiivinen ko-
konaisluku m, jolle patee ¢™ = 1 kaikilla ¢ € G. Toisin sanoen eksponentti on
ryhmén alkioiden kertalukujen pienin yhteinen jaettava.

LEMMA 16.10. Olkoon G waihdannainen ryhmd. Tdllgin loytyy alkio g € G,
jonka kertaluku on exp(G).

Tobistus. Koska K* on vaihdannainen, se voidaan kirjoittaa p-ryhmien suo-
rana tulona Gy X --- X G, missi |G| = p! kaikilla 4 (todistus harjoitustehtéva).
Olkoon g; € G; se alkio, jonka kertaluku ryhméssi G; on suurin, ja olkoon tdmé
kertaluku m;. Ryhmén G; jokaisen alkion kertaluku on jokin p;:n potenssi, misté
seuraa, ettd h™¢ = 1 kaikilla h € Gj.

Olkoon nyt g = (g1,92,-.-,9n) € G, ja olkoon g:mn kertaluku m, jolloin eri-
tyisesti exp(G) > m. Toisaalta jokaisella ¢ pétee nyt g/ = 1, mistéd seuraa, etté
m;|m. Jos siis h = (hy,...,h,) € G, niin

K™= (R, R = (1., 1),

Taten myos epayhtald exp(G) < m pétee, joten g on alkio, jonka kertaluku on
exp(Q). O

LAUSE 16.11. Jos kunta K on ddrellinen, niin (K*,-) on syklinen ryhmd.

TobisTus. Merkitdén m = exp(K™). Jokaisella g € K* pétee g™ = 1, jo-
ten jokainen ryhmén K™ alkio on polynomin X" — 1 juuri. T4alla polynomilla on
kuitenkin korkeintaan m juurta, joten |K*| < m. Toisaalta edellisen lemman mu-
kaan m on jonkin alkion g € K* kertaluku, joten |K*| = m, ja g virittdd ryhmén
| K*]. O

16.4. Polynomien ratkeavuus. Galois pystyi nimeddn kantavan teorian
avulla lopulta selvittdmé&an tésmélleen, mitka rationaalikertoimiset polynomit voi-
daan ratkaista kuntalaskutoimitusten ja juurenoton avulla. Tamé tulos riippuu
vahvasti siitd, ettd tiettyihin kuntalaajennosten ketjuihin liittyy Galois’'n ryhmén
normaali jono, minké osoittamiseksi puolestaan taytyy tuntea seuraava Galois’n
teorian peruslauseen jatko-osa.

LAUSE 16.12 (Galois'n teorian peruslause, 2. osa). Oletetaan, ettd L/K on
adrellinen Galois’n laajennos, ja merkitiin G = Gal(L/K). Jos H = Gal(L/M),
missa M on jokin laajennoksen K /L wvdilikunta, niin

[L:M]=|H| ja [M:K|=|G:H].
Lisiksi H on normaali G:ssd, jos ja vain jos M /K on Galois’n laajennos. Tdssd

tapauksessa G/H = Gal(M/K).

L <——{id}

[L:M] ‘ H
M H
‘ (M:K] G/H
K G
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ToODISTUS. Sivuutetaan. O

Tutustutaan seuraavaksi polynomin ratkeavuuden mééaritelmaén. Se muistut-
taa huomattavasti geometrisen konstruoituvuuden ehtoa.

MAARITELMA 16.13. Kunta L on kunnan K juurilaajennos, jos on olemassa
jono kuntia
K=KycK,C---CK,=1,

missd K1 = K;(a;) jollain a; € K;41, ja liséksi a;* € F; jollain n; € N.

Jos n = max{n;}, missd luvut n; ovat kuten edellisessd maaritelméassa, sano-
taan, ettd L/K on kertaluvun n juurilaajennos.

Oletetaan, ettd f € K[X]. Jos on olemassa juurilaajennos L/K, jossa f ja-
kautuu ensimmaéisen asteen tekijéihin, sanotaan, ettd f on juurtamalla ratkeava.
Kéaytannossa tdmé tarkoittaa sitéd, ettd f:n juuret voidaan kirjoittaa lausekkeina,
joissa esiintyy yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskun liséksi mielivaltaisia juu-
rilausekkeita. Seuraava Evariste Galois'n todistama lause julkaistiin vasta hénen
kuolemansa jalkeen vuonna 1843.

LAUSE 16.14 (Galois). Olkoon K kunta, jonka karakteristika on 0, ja olkoon
f € K[X]. Olkoon L polynomin f juurikunta K :n suhteen. Tdalloin f on juurta-
malla ratkeava, jos ja vain jos Gal(L/K) on ratkeava ryhmd.

Tobistus. (Hahmotelma.) Oletetaan, ettd f on juurtamalla ratkeava, jol-
loin on olemassa kertaluvun n juurilaajennos M /K, joka sisiltdd juurikunnan L.
Nyt M/K ei valttamétta ole Galois'n laajennos, mutta se on separoituva, koska
char(K) = 0. Olkoon M laajennoksen M/K normaali sulkeuma eli pienin nor-
maali laajennos, joka siséltdi kunnan M. T#lléin laajennos M /K on Galois. Tek-
nisistd syistd asetetaan K7 = K (w), missi w on e?™i/n ykkésen n:s juuri. Voidaan
osoittaa, ettd, M /K7 on edelleen kertaluvun n juurilaajennos, joten on olemassa
kuntien jono

K:K()CKlCKQC"'CKr:M,
misséd K11 = K;(a;) ja af € K;. Téassa kuntajonossa jokainen laajennos K, 1/K;
on Galois, ja jokainen Gal(K;;1/K;) on vaihdannainen ryhma.

Merkitdin G = Gal(M /K) ja H; = Gal(M /K;). Galois'n teorian peruslauseen
perusteella on olemassa aliryhmien jono

Peruslauseen toisen osan mukaan H;y; on normaali ryhmassa H; kaikilla i, silla
K;11/K; on Galois'n laajennos. Jono () on siis normaali jono. Koska liséksi tekija
H;/H;y1 = Gal(K;41/K;) on vaihdannainen ryhma kaikilla ¢, ndhdaén, ettd G
on ratkeava ryhma. Ratkeavien ryhmien teorian perusteista seuraa, ettd myos
Gal(L/K) = G/ Gal(M /L) on ratkeava.

Toinen suunta etenee samalla periaatteella mutta vaatii viela enemman tekni-
sia aputuloksia. O

Voidaan kysyé, mitd hyotyd Galois’n lauseesta oikeastaan on. Néyttdd nimit-
tain siltéd, ettd sen selvittdmiseksi, onko jokin polynomi juurtamalla ratkeava, on
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tunnettava sen juurikunnan Galois’n ryhmé. Témén juurikunnan tunteminen taas
tuntuu edellyttdvin sitéd, ettd juuret on jo loydetty. Kéaytdnnossa kuitenkin voi-
daan vahaisistd juurten luonnetta koskevista tiedoista péételld ryhmien teorian
avulla yhta ja toista juurikunnan Galois’n ryhmésté, vaikka itse juuria ei tunnet-
taisi. Seuraavassa tésté erés esimerkki.

ESIMERKKI 16.15. Tarkastellaan polynomia f = X° —4X 4 2. Tamé polynomi
on Kisensteinin kriteerin perusteella jaoton Q:n suhteen, joten silld ei ole ratio-
naalijuuria. Toisaalta piirtamall& polynomifunktion =z +— f(x) kuvaaja voidaan
paatelld, ettd f:114 on kolme reaalijuurta, joten se voidaan jakaa tuloksi

f=X-a)(X —a)(X —a3) g,

misséd «; € R kaikilla ¢, ja g on toisen asteen reaalikertoiminen polynomi.

Kuva 33. Polynomifunktion f(x) = 2° — 4z + 2 kuvaaja.

Olkoon L C C polynomin f juurikunta, jolloin L/K on Galois'n laajen-
nos. Polynomilla f on yhteensé viisi kompleksijuurta, ja jokainen juurikunnan Q-
automorfismi maaraytyy siitd, miten se permutoi naitéd juuria. Voidaan siis paatel-
14, ettd Gal(L/K) on isomorfinen jonkin ryhmén S5 aliryvhmén kanssa. Polynomi
f on jaoton, joten se on itse jokaisen juurensa minimipolynomi. Téstd ndhd&én,
etta

[L:K]=[L:Q(a1)] - [Q(a1) : Q] = [L: Q)] - 5.

Galois'n peruslauseen toisen osan perusteella | Gal(L/K)| = [L : K], joten ryh-
mén Gal(L/K) kertaluku on jaollinen viidelld. Cauchyn lauseesta seuraa, etté
Gal(L/K) sisaltaa alkion, jonka kertaluku on 5. Ryhmaéssd S5 kaikki téllaiset al-
kiot ovat b-syklejé. Toisaalta tiedetdéan, etté toisen asteen polynomin g juuret ovat
toistensa kompleksikonjugaatteja, joten kompleksikonjugoinnin rajoittuma juuri-
kuntaan L on Q-automorfismi, joka vaihtaa keskend#in polynomin f ei-reaaliset
juuret ja pitéd reaaliset paikallaan. Ryhméssa S5 tdmé alkio on transpositio.

On varsin suoraviivaista osoittaa, ettd 5-sykli ja transpositio riittévat virit-
taméadn koko ryhmén Sj, mistd seuraa, ettd Gal(L/K) = Ss. Koska S5 ei ole
ratkeava, myOskdan polynomi f ei ole juurtamalla ratkeava.
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Jo ennen Galois’ta oli tunnettua, ettd n:nnen asteen polynomiyhtal6lla ei ole
yleistéd ratkaisukaavaa, mikali n > 5. Sen olivat nimittédin todistaneet itsenisesti
Ruffini?! vuonna 1799 ja Abel vuonna 1824. Galois’n lause tarkentaa taté tulosta
nayttamalla tdsmaélleen, milld yksittaisilla polynomeilla on ratkaisukaava ja milla
ei. Tulos voidaan myo6s johtaa Galois’'n lauseesta, kun muistetaan, ettd S, ei ole
ratkeava milldan n > 5.

LAUSE 16.16 (Abelin—Ruffinin lause). Olkoon K kunta, jonka karakteristika
on nolla. Jos n > 5, niin n:nnen asteen K -kertoimisella polynomilla et ole yleistd
kaavaa juurten loytdmiseksi.

TobisTus. Yleinen n:nnen asteen polynomi on muotoa
f= (X =YX = ¥3) o (X = %) = X" = sy X" ot (<1)s,,
missé jokainen Y; on tuntematon parametri ja jokainen s; € K[Y7,...,Y,] on ns.
symmetrinen polynomi. Esimerkiksi
si=Y1+Yo+---+Y,
so=Y1Yo+ V1V + - -+ VoVs+ -+ Y, 1Y,

Sp — Y1Y2Yn

Polynomin f kertoimet ovat siis kunnassa Ko = K(s1,...,s,) C K(Y1,...,Yn).
Jos on olemassa ratkaisukaava yleiselle n:nnen asteen polynomille, tdytyy polyno-
min f olla juurtamalla ratkeava kunnan Ky suhteen.

Polynomin f juurikunta on L = K(Y1,...,Y,). Galois'n ryhméan Gal(L/K)y)
alkiot méaraytyvét siitd, miten ne permutoivat virittajia Y;, joten Gal(L/Ky) on
isomorfinen jonkin symmetrisen ryhmén 5, aliryhmén kanssa. Toisaalta mika ta-
hansa tuntemattomien permutaatio kiinnittda jokaisen symmetrisen polynomin
s;, joten Gal(L/Kjp) = S,. Koska S,, ei ole ratkeava, kun n > 5, myoskaan f ei
ole juurtamalla ratkeava. Tamé todistaa vaitteen. O

LOPPU
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