Peruskasitteet

0. Kertausta

Tassa luvussa kaydaan lapi sellaiset peruskisitteet ja merkinnét, joiden olete-
taan olevan tuttuja aiemmalta algebran kurssilta.

0.1. Laskutoimitukset. Olkoon X joukko. Joukon X laskutoimitus on ku-
vaus * : X x X — X, joka liittd4 jokaiseen pariin (x,y) yksikésitteisen alkion
joukosta X. Taté alkiota kutsutaan laskutoimituksen tulokseksi ja merkitdén ta-
valliseen tapaan x*y. Laskutoimituksella varustettu joukko tarkoittaa paria (X, ).
Tama on yksinkertaisin algebrallinen struktuuri, ja sitd nimitetdén toisinaan mag-
maksi.

Joukon X laskutoimitusta * kutsutaan

1) listanndiseksi, jos (x x y) * z = x x (y x z) kaikilla x,y,z € X
2) waihdannaiseksi, jos x x y = y * x kaikilla z,y € X.

Jos laskutoimitus toteuttaa liitdnnaisyysehdon, sulkeiden sijainti on merkitykse-
ton myos pidemmissé laskulausekkeissa. (Todistetaan induktiolla.) Télloin kaikki
lausekkeet voidaan kirjoittaa ilman sulkeita, ja potenssimerkinta

TxxTx-xy=2a", (n>1)
-
n kpl

on hyvin méaritelty. Jos laskutoimitus on lisdksi vaihdannainen, ei alkioiden jar-
jestyksella lausekkeessa ole vilié, joten voidaan ottaa kéyttoon tulomerkinté

n
$1*$2*---*$n:H$Z’,
=1

tai yleisemmin, jos I on jokin &&rellinen indeksijoukko:

e

el
Laskutoimituksen neutraalialkioksi kutsutaan alkiota e, jolle patee
Tke=exxr =21 kaikilla z € X.

Jos laskutoimituksella on neutraalialkio, voidaan puhua my6s kddnteisalkioista.
Alkio y on alkion z kéénteisalkio, jos

TrY=y*T =e¢,
missé e on neutraalialkio. Alkion z kiénteisalkiota merkitdin yleensd .
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Laskutoimituksen neutraalialkio on aina yksikésitteinen, silld jos e ja €' to-
teuttavat neutraalisuusehdon, niin

/ /
e=exe =¢€,

joten e = ¢’. Kdanteisalkiot ovat yksikésitteisid, mikali laskutoimitus on liitAnnéai-
nen. Talléin nimittain, jos y ja 3’ ovat molemmat z:n kdédnteisalkioita, saadaan

y=yre=yx(@xy)=(yxa)xy =exy =y,
eliy=1v'.
Jos laskutoimituksella on neutraalialkio, voidaan mééritella alkion x kertaluku.
Jos ehto " = e patee jollain positiivisella kokonaisluvulla n, alkion x kertaluku on
tallaisista luvuista pienin. Mikéli ehto ei pade, sanotaan kertaluvun olevan dareton.

Neutraalialkio itse on ainoa alkio, jonka kertaluku on 1. Jos alkion kertaluku on
2, alkio on oma ka#nteisalkionsa.

Neutraalialkio mahdollistaa nollapotenssin ja tyhjan tulon méaéarittelyn. Jos
m < n, niin

m
2 =e ja H T; = €.
i=n

Negatiiviset potenssit voidaan puolesta maéaritella kdanteisalkion avulla, jos sel-
lainen loytyy:

—-n

T _ (x—l)n

, missa n > 0.
(Potenssin kirjoittamisessa vaaditaan tietysti laskutoimituksen liitAnnéisyyttéa.)
Naistd madritelmisté seuraavat tutut potenssilait:

2™k " = xm—l—n ja (xm)n — xm-n’
missd m ja n voivat olla mitd tahansa kokonaislukuja; negatiivisten potenssien
tapauksessa vaaditaan alkion z kdantyvyytta.

Tavallisesti laskutoimituksia merkitadn joko multiplikatiivisesti kertolaskun ta-
paan, tai additiivisesti yhteenlaskun tapaan. (Jalkimmaéisessi tapauksessa olete-
taan kdytdnnossé aina, ettd laskutoimitus on vaihdannainen.) Oheisesta taulukos-
ta selvidvat eri merkintdtapojen yksityiskohdat.

multiplikatiivinen additiivinen
laskutoimitus x -y tai xy (tulo) x4y (summa)
potenssimerkinta " nx tai n.x (monikerta)
tulomerkinta [z = Yo X
neutraalialkio 1 (ykkosalkio) 0 (nolla-alkio)
kééanteisalkio r 1 —z (vasta-alkio)

Joukko X saatetaan myos varustaa useammalla kuin yhdella laskutoimituksel-
la, tavallisimmin kahdella. Talloin toinen laskutoimitus on yleensé vaihdannainen,
ja sitd merkitaan additiivisesti; toista laskutoimitusta merkitdan puolestaan mul-
tiplikatiivisesti. Koko rakenne on siis kolmikko (X, +, ). Laskulausekkeissa kerto-
laskut ajatellaan laskettavaksi ennen yhteenlaskuja, joten esim. z + y - z tarkoittaa
lauseketta = + (y - z). Lisdksi sanotaan, etté tillaiset laskutoimitukset toteuttavat
osittelulain, mikali

r-(y+z)=x-y+z-z ja (r+y) z=z-24+y-2
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kaikilla z,y, z € X.

0.2. Perusrakenteet. Tavallisimpiin algebrallisiin rakenteisiin kuuluu ryh-
ma.

MAARITELMA 0.1. Paria (G, %), missé * on joukon G laskutoimitus, nimitetaan
ryhmdaksi, mikéli se toteuttaa seuraavat ehdot:

) G on suljettu laskutoimituksen suhteen, eli z *xy € G kaikilla z,y € G.
) Laskutoimitus on liitdnnéinen.

2) Laskutoimituksella on neutraalialkio joukossa G.

3) Jokaisella = € G on kéénteisalkio joukossa G.

(GO
(G1
(G
(G

Huomataan, ettd ehto (GO) sisdltyy itse asiassa jo laskutoimituksen mééri-
telméan. Kaanteisalkiot ovat yksikésitteisid, koska laskutoimitus on liitdnné&inen.
Mikali laskutoimitus on liséksi vaihdannainen, rakennetta nimitetddn vaihdannai-
seksi eli Abelin' ryhmiksi. Eriitd esimerkkejé ryhmistd ovat

(Z,+) (Abelin ryhma)

s (Qa +)7 (Q \ {0}7 ')7 (Rv +)7 (R \ {0}7 ) (Abehn ryhmié)

(Zp,,+), jadnnosluokat varustettuna yhteenlaskulla modulo n (Abelin
ryhm4)

jonkin joukon kaikki bijektiot varustettuna kuvausten yhdistdmisella
kdantyvit n X n-reaalimatriisit varustettuna matriisien kertolaskulla.

Ryhmalaskutoimituksen tarkein ominaisuus on sievennyssddanté. Jos x, y ja z
ovat ryhmén alkioita ja e on neutraalialkio, niin

1 -1

rxy=xxz = (x xx)xy=(x *xz)x2 = y=2z.
—_———

€ €

Sievennyssaanto kayttda hyvikseen kaikkia ryhméaksioomia. Tésta sddnnosta saa-
daan myo6s seuraava aputulos.

LEMMA 0.2. Olkoon (G, *) ryhmda, neutraalialkiona e. Talloin kaikilla x,y € G
patee
THRY=1y = T =e.

Tarkastelemalla kontrapositiota “jos & # e, niin x*y # y” voidaan saatu tulos
tulkita niin, ettd ryhmaéssd milld tahansa neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla
kertominen muuttaa kaikkia muita alkioita.

Rakennetta, joka toteuttaa edellisestd mééritelmésta vain ehdot (GO) ja (G1),
nimitetddn puoliryhmdksi. (Puoliryhmé on siis liitdinndinen magma.) Jos rakenne
toteuttaa ehdot (G0)—(G2), sitd kutsutaan monoidiksi. Esimerkkeja monoideista
ovat luonnollisten lukujen vaihdannainen monoidi (N, +) (neutraalialkiona 0), se-
ké kaikkien n x n-reaalimatriisien muodostama joukko varustettuna matriisikerto-
laskulla (neutraalialkio yksikkématriisi). Esimerkkejé puoliryhmista ovat (Z4, +)
(positiiviset kokonaisluvut), seké minké tahansa renkaan ideaali (mééritelmé seu-
raa myohemmin), laskutoimituksena kyseisen renkaan kertolasku.

1N0rjalainen Niels Henrik Abel, 1802-1829, todisti vahintdén viidennen asteen yleisten po-
lynomiyhtéléiden ratkeamattomuuden.
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Kahden laskutoimituksen rakenteista yleisimpid ovat renkaat ja kunnat.

MAARITELMA 0.3. Rakennetta (R,+,-) kutsutaan renkaaksi, jos se tayttaéd
seuraavat ehdot:

(R1) Pari (R, +) muodostaa vaihdannaisen ryhmén.
(R2) Pari (R,-) muodostaa monoidin.
(R3) Osittelulaki pétee.

Rengasta nimitetdén vaihdannaiseksi, mikali kertolasku on vaihdannainen.

Esimerkkeja renkaista:

d (Za +, ')’ (Qa +, '), (R’ +, )

® (Zy,+,-) (modulaariaritmetiikka)

e n x n-reaalimatriisit

e Abelin ryhmén G endomorfismit (homomorfismit G — G) varustettu-
na pisteittéisella yhteenlaskulla: (f + g)(z) = f(z) + g(z), ja kuvausten
yhdistamisella.

Renkaan R kadntyvien alkioiden joukkoa merkitdén usein R*. Taméa tulee
erityisesti kyseeseen tuttujen lukurenkaiden, kuten renkaiden Q, R ja Z,,, kohdalla.

Esim. Q* = Q\ {0}.
Osittelulaista seuraa, ettd renkaassa R pétee 0-x = x -0 = 0 kaikilla x € R,
nimittain
0-2=0+0)-z=(0-2)+(0-2),
josta yhteenlaskuryhmén sievennyssédantoa kayttamaélla saadaan 0 = 0 - . Yhtalo
x - 0 = 0 todistetaan samalla tavalla. Sdannoéista 1 -2 =z ja 0 - x = 0 seuraa nyt,
ettd jos 0 = 1, niin rengas koostuu pelkéstaan nolla-alkiosta (ns. triviaalirengas).

Olkoon jatkossa R vaihdannainen rengas, jossa 0 # 1. On mahdollista, etta
x -y =0, vaikka x # 0 # y (vrt. matriiseihin). Mikéli kuitenkin kaikilla =,y € R
patee
z-y=0 = r=0 tai y=0,
vaihdannaista rengasta R nimitetddn kokonaisalueeksi. Esimerkiksi (Z,+,-) on
kokonaisalue.

Erikoistapaus kokonaisalueesta on kunta.

MAARITELMA 0.4. Vaihdannaista rengasta (K, +,-) nimitetdan kunnaksi, jos
0 # 1 ja pari (K \ {0}, ) muodostaa vaihdannaisen ryhmén.

Vaihdannainen epétriviaali rengas on siis kunta, jos ja vain jos se sisdltaé kaik-
kien nollasta poikkeavien alkioidensa ka#dnteisalkiot. Jokainen kunta on kokonais-
alue, silld jos x - y = 0 joillain x,y € K, ja x # 0, niin
y:x_l-x-y:x_l-O:O.

Liséaksi jokainen a#rellinen kokonaisalue on kunta. Jos nimittdin K on &irellinen
kokonaisalue ja z € K \ {0}, niin jokainen z:n (positiivinen) potenssi on nollasta
poikkeava. Koska K on &érellinen, niin joillain n,m € N, n > m > 1, pitee

" = ™. Tasta saadaan
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Edelleen, koska K on kokonaisalue ja ™ # 0, taytyy patea ™" — 1 = 0. Télloin

1=z =g""""1.2 ¢li 2" ™ ! on alkion z ki#nteisalkio.

Tuttuja kuntia ovat lukualueet Q, R ja C tavallisine laskutoimituksineen.

0.3. Alirakenteet ja virittdminen. Mahdollisimman yleisesti muotoiltuna
laskutoimitusstruktuurin X alistruktuurilla tarkoitetaan osajoukkoa Y C X, jolle
patevat seuraavat ehdot:

e Y on suljettu kaikkien X:n laskutoimitusten suhteen.

e Y siséltad kaikkien X:n laskutoimitusten neutraalialkiot.

e Jos alkiolla z € Y on joukossa X kidnteisalkio 2~! jonkin laskutoimituk-
sen suhteen, niin z~! € Y.

Namaé ehdot realisoituvat hieman eri muodoissa eri rakenteiden yhteydessa. Eh-
doista seuraa, etté alistruktuuri on aina samaa tyyppia kuin ympéaroéiva struktuuri,
esim. alirengas on aina itsekin rengas. Kuitenkaan miké tahansa renkaan ehdot
tayttiva toisen renkaan osajoukko ei valttamatta ole alirengas.

MAARITELMA 0.5. Ryhmén (G,-) osajoukko H on G:n aliryhmd, jos

(H1) H on suljettu laskutoimituksen suhteen, eli gh € H kaikilla g, h € H.
(H2) H sisdltdd ryhmén G neutraalialkion.
(H3) H siséltii kaikkien alkioidensa kiinteisalkiot, eli g~! € H kaikillag € H.

Téalloin merkitddin H < G.

Ehtoa (H2) ei tarvitse erikseen tarkistaa, jos muut ehdot ovat voimassa ja H on
epétyhja. Talloin nimittiin 16ytyy jokin ¢ € H, ja ehdoista seuraa ettd g~' € H
seké, edelleen e = g - ¢! € H. Pienelld piittelylli saadaan seuraava toisinaan
kéteva tulos.

LAUSE 0.6 (Aliryhméakriteeri). Ryhmdn G osajoukko H on G:n aliryhmd, jos
ja vain jos

(H1) H#0
(H2) gh™! € H kaikilla g,h € H.

Toinen aliryhmiin liittyva erikoisuus mainitaan seuraavassa lauseessa.

LAUSE 0.7. Ryhmdn G osajoukko H on G:n aliryhmd, jos ja vain jos se on
ryhmd.

Lause ei seuraa suoraan aliryhmén maéaritelmésté, silla ryhmalla H voisi olla
esimerkiksi eri neutraalialkio kuin ryhmalld G. Voisi siis pateid e’ - g = g kaikilla
g € H, vaikka ¢’ ei olisikaan koko ryhméin G neutraalialkio. Ryhmaéssa kuiten-
kin milla tahansa varsinaisesta neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla kertominen
muuttaa kaikkia muita alkioita, joten edella kuvailtuja pienemmaéssa joukossa toi-
mivia neutraalialkioita ei 16ydy. Tulos seuraa téstd sekd ympérdivan ryhmén G
kaanteisalkioiden yksikéasitteisyydesta.

Alkioon ¢ liittyvéat aliryhmén H vasen ja oikea sivuluokat méaritelladan jouk-
koina

gH ={gh | h € H} ja Hg={hg|heH}.
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Voidaan osoittaa, ettd kaikki tietyn aliryhmén vasemmat (tai yhtd hyvin oikeat)
sivuluokat muodostavat koko ryhmén osituksen. Lisdksi, jos aliryhmé& on &érel-
linen, kaikki sivuluokat ovat samankokoisia.? Tésté seuraa ryhméteorian kenties
tarkein tulos.

LAusE 0.8 (Lagrange®). Olkoon G ddrellinen ryhmd, ja H sen aliryhmd. Tél-
loin G:n alkioiden lukumddrd on jaollinen aliryhmdn H alkioiden lukumddrdlld.

Aliryhmén sivuluokkien lukumaééraéd nimitetédén aliryvhmén indeksiksi ja mer-
kitdédn [G : H]. Indeksin avulla Lagrangen lause voidaan esittdd my6s hieman
yleisemmassé (ja kompaktimmassa) muodossa: [G : H] = G/H.

Yleisista alistruktuuriehdoista saadaan kriteerit myos alirenkaana tai alikun-
tana olemiselle.

LAUSE 0.9 (Alirengaskriteeri.). Renkaan R osajoukko A on alirengas, jos ja
vain jos

(AR1) z —y € A kaikilla x,y € A
(AR2) zy € A kaikilla z,y € A
(AR3) 1 € A (kertolaskun neutraalialkio renkaassa R).

Ehdon (AR1) muotoilussa on kéytetty ylld mainittua aliryhmékriteerié; kol-
mas ehto nimittdin takaa, ettd A on epéatyhja.

LAUSE 0.10 (Alikuntakriteeri.). Kunnan K osajoukko L on alikunta, jos ja
vain jos

(AK1) L* #)
(AK2) x —y € L kaikilla x,y € L
(AK3) zy~! € L kaikille x € L jay € L*.

Miké tahansa struktuurin X osajoukko S ei ole valttaméattd alistruktuuri,
mutta se voidaan aina tdydentdd alistruktuuriksi lisdamalla siihen sopivasti al-
kioita. Pieninta alistruktuuria, joka siséltaéd joukon S nimitetdén S:n virittdmdksi
alistruktuuriksi ja merkitdén (S). Voidaan osoittaa, ettd (S) on kaikkien niiden
alistruktuurien leikkaus, jotka sisaltéavat joukon S.

Esimerkiksi ryhmén G osajoukon S virittdmé aliryhmé 16ydetdan lisdamaélla
S:44n tarvittaessa G:n neutraalialkio, kaikki mahdolliset S:n alkioista muodos-
tettavat tulot, seké kaikki S:n alkioiden kédnteisalkiot. Tiivistden tamaé voidaan
kirjoittaa muotoon

(S) = {w1wg---ap | k€N, z; € S tai z; ' € S kaikilla i < k}.

Yhden alkion z virittdméa aliryhméé voidaan merkitéa (z). Jos G = (x) jollain z,
eli koko ryhmé on yhden alkionsa virittdmaé, ryhméa kutsutaan sykliseksi. Syklis-
td ryhmééd merkitaan yleensia C),, missd n on alkion z kertaluku (voi olla myos
adreton). Ryhmén C,, alkioiden lukumé&éré on n. Esimerkiksi Z on déreton sykli-
nen ryhmaé. Sykliset ryhmét ovat yksinkertaisimpia vaihdannaisia ryhmié. Niiden
kaikki ali- ja tekijaryhmét ovat myos syklisia.

2Myé')s adrettomén aliryhmén sivuluokat ovat yhtd mahtavia.

3Joseph—Louis Lagrange (1736-1813) ei todistanut nimedan kantavaa lausetta, mutta kéytti
joitain sen erityistapauksia polynomiyhtaloitd koskevassa tutkimuksessaan.



0. KERTAUSTA 7

0.4. Homomorfismit. Samantyyppisia algebrallisia rakenteita voidaan ver-
rata toisiinsa homomorfismien avulla. Kuvausta f struktuurista (X, %) struktuu-
riin (Y, o) kutsutaan homomorfismiksi, jos seuraavat ehdot patevét:

(HM1) f(z*y) = f(z)o f(y) kaikilla z,y € X.
(HM2) Jos laskutoimituksella * on neutraalialkio ey, niin f(ex) = ey, missé ey
on laskutoimituksen o neutraalialkio.

Ehdot siis takaavat, ettd kuvaus séilyttaa laskutoimitusten tulokset sekd neutraa-
lialkiot. Jos laskutoimituksia on kaksi tai useampia, ehtojen tulee péted kunkin
laskutoimituksen osalta.

Homomorfismi f : (X, %) — (Y, 0) kuvaa mahdolliset kddnteisalkiot ka&ntei-
salkioiksi kaikkien struktuurien tapauksessa. Tamé seuraa yhtéloketjusta

f@)o fla™) = flzxa™") = flex) = ey,

joiden perustella f(x)~! = f(z~!). Induktiolla saadaan lopulta osoitettua, ett

f@") = f(x)"
kaikilla kokonaisluvuilla n.

Homomorfismien merkitys on siiné, ettd ne sdilyttévit algebralliset ominaisuu-
det. Esimerkiksi alistruktuurin kuva homomorfismissa on vastaavanlainen alistruk-
tuuri maalistruktuurissa. Myos liitdnnaisyys-, vaihdannaisuus- ja ositteluominai-
suudet sailyvat. Erityisesimerkki homomorfismista on bijektiivinen eli kdantyva
homomorfismi, jota nimitetddn isomorfismiksi. Koska se kuvaa struktuurit toi-
sikseen sédilyttden algebralliset ominaisuudet molempiin suuntiin, ovat ndmé ns.
isomorfiset struktuurit taysin samankaltaiset toistensa kanssa, alkioiden ja lasku-
toimitusten nimeémisté vaille identtiset.

Ryhmien tapauksessa myos homomorfismin kohdalla saadaan muutamia yksin-
kertaistuksia. Ensinnékin ryhmien vélisen kuvauksen f : (G,*) — (H,o) tapauk-
sessa jalkimmaéistd homomorfismiehtoa (HM2) ei tarvitse erikseen tarkastella, silld
ensimmaisestd ehdosta seuraa

fle) = fleg x eq) = f(ea) o f(eq),
josta ryhmén H sievennyssdannon avulla tulee ey = f(eq). Toinen seikka liittyy
homomorfismin ytimeen

Kerf={zeG| f(z)=en}.
Voidaan osoittaa, ettd kuvaus f on injektiivinen, jos ja vain jos Ker f = {eg}. Ky-

seinen ehto seuraa injektiivisyydesté, koska f(eg) = ey. Toinen suunta ndhdéaén
seuraavasti: Oletetaan, ettd f(x) = f(y) joillain x,y € G. Talléin

-1 -1
en = f(x)o fly) = flzxy™),
joten z % y~" on ytimessd Ker f. Jos ydin sisdltdd vain neutraalialkion eq, niin
zxy ' = egq, ja edelleen z = y. Téamé osoittaa injektiivisyyden.

1

Ryhméahomomorfismia koskien voidaan téssa yhteydessé mainita seuraava hel-
posti muistettava saanto.

LAUSE 0.11. Homomorfismi f ryhmdltd G ryhmdadn H on

o injektiivinen <= Ker f = {eq}
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o surjektiivinen <— Im f = H.

Rengashomomorfismin f : R — S ydin mééritellddn nolla-alkion alkukuvana:
Kerf ={z € R| f(z) =0}.

Rengashomomorfismin ydin on siis sama kuin renkaan yhteenlaskuryhmééan liitty-
van vastaavan ryhméahomomorfismin ydin. Téstéd seuraa, ettd myos rengashomo-
morfismi on injektiivinen, jos ja vain jos sen ydin on triviaali.

Kunnat koostuvat kahdesta vaihdannaisesta ryhmésté, ja tdmé mahdollistaa
vield erdan yksinkertaistuksen.

LAUSE 0.12. Jokainen kuntahomomorfismi f : K — L on injektitvinen.

Tulos seuraa siité, ettd rengashomomorfismin ydin on aina ideaali (tdhén pa-
lataan mythemmin) ja milla tahansa kunnalla K on vain triviaalit ideaalit {0} ja
K. Vaihtoehto K ei tule kysymykseen, koska f(1x) = 11 # 0. Siispa Ker f = {0},
miké yhteenlaskuryhméssé tulkittuna tarkoittaa sité, ettd f on injektiivinen.



