11. Jaollisuudesta

Kuntalaajennosten yhteydessdan kaytetdan usein apuna jaottomia polynome-
ja. Tarkastellaan seuraavaksi hieman jaollisuuskésitettd yleensé ja todistetaan joi-
tain kriteereja erityisesti polynomien jaottomuudelle.

11.1. Jaollisuus kokonaisalueissa. Olkoon R kokonaisalue'6. Jaollisuuteen
liittyvat kéasitteet méaritelladn R:ssé samalla tavoin kuin kokonaisluvuilla. Alkio
a € R jakaa alkion b € R, jos b = ac jollain ¢ € R. Téll6in merkitdén alb,
ja sanotaan myos, ettd b on a:n tekija. Jos alb ja bla, niin a ja b ovat toistensa
litttoalkioita. Kadntyvia alkioita kutsutaan yksikoiksi, ja ne jakavat kaikki R:n
alkiot, silléi jos a on yksikkd, niin b = a(a~'b). Seuraavan lemman helppo todistus
jatetaan harjoitustehtévaksi.

LEMMA 11.1. Oletetaan, ettd a,b € R.

a) Alkiot a ja b ovat liittoalkioita, jos ja vain jos a = be, missd ¢ on yksikko.
b) Jos a,b € R\ {0} ovat liittoalkioita ja a = be, niin ¢ on yksikko.
c) Kaikki yksikit ovat toistensa liittoalkioita.

Koska jokainen alkio on jaollinen kaikilla yksikoilla seké omilla liittoalkioillaan,
niitd voidaan pitaéd alkion triviaaleina tekijoind. Yleisessd kokonaisalueessa voi
olla kahdentyyppisiad jaottomia alkioita. Koska nolla-alkio on joka tapauksessa
jaollinen kaikilla alkioilla, se jatetdan tarkastelun ulkopuolelle.

MAARITELMA 11.2. Oletetaan, ettd a € R\ {0} ei ole yksikks. Télloin a:ta
sanotaan jaottomaksi, jos sen jokainen tekija on joko yksikko tai a:n liittoalkio.

MAARITELMA 11.3. Oletetaan, ettd a € R\ {0} ei ole yksikké. Alkiota a
sanotaan alkualkioksi, jos aina kun a jakaa tulon bc, niin a jakaa jomman kumman
alkioista b ja c.

Kokonaislukujen renkaassa Z on vain kaksi yksikkoa: 1 ja —1. Luvun n € Z
liittoalkioita on siis samoin kaksi: n ja —n. Kokonaisluku p on jaoton, jos ja vain
jos se on jonkin alkuluvun liittoalkio, silla t&lloin p:11a on tekijéiné vain luvut 1,
—1, p ja —p, jotka ovat kaikki joko yksikoita tai p:n liittoalkioita.

LAUSE 11.4. Jos a € R on alkualkio, se on jaoton.

TobisTus. Oletetaan, ettd a € R on alkualkio ja a = be joillain b, c € R. Tal-
16in seké b etté ¢ jakavat a:n. Toisaalta a jakaa triviaalisti tulon bc, joten koska a
on alkualkio, a jakaa b:n tai c:n. Edellisessé tapauksessa a ja b ovat liittoalkioita,
jolloin ¢ on yksikkd. Jalkimmaisessa tapauksessa a ja ¢ ovat liittoalkioita, ja b on
yksikko. Joka tapauksessa siis a on jaollinen vain yksikoilld ja omilla liittoalkioil-
laan. O

Kéaanteinen véite ei pade: jaoton alkio ei valttdmétta ole alkualkio, vaikka
tdma onkin totta kokonaislukujen tapauksessa. Esimerkiksi kompleksilukujen ali-
renkaassa Z[iv/5] = {a + biv/5 | a,b € Z} pitee

6=2-3=(1+iV5)(1 —iV5).

160\ [onet esiteltivista késitteista voidaan médritells myos renkaissa, mutta yksinkertaisuuden
vuoksi tarkastellaan téssé yhteydessad vain kokonaisalueita.
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Pienelli laskulla voidaan osoittaa, ettéd luvut 2, 3 seké 1=+ iv/5 ovat kaikki jaotto-
mia. Esimerkiksi 2 kuitenkin jakaa tulon (1 +1iv/5)(1 —4v/5), muttei kumpaakaan
sen tekijoisté, joten se ei ole alkuluku.

Lukujen suurin yhteinen tekija maaritelladn myos tutulla tavalla.

MAARITELMA 11.5. Olkoot a,b € R. Alkiota d € R nimitetdén alkioiden a ja
b suurimmaksi yhteiseksi tekijiksi, jos seuraavat ehdot péatevit:

i) dla ja d|b, eli d on a:n ja b:n yhteinen tekijé.
ii) Jos c|a ja c|b, niin d|c.

Jos 1 on alkioiden a ja b suurin yhteinen tekija, sanotaan etta a ja b ovat jaottomia
toistensa suhteen.

Kaikissa kokonaisalueissa kahdella alkiolla ei valttamatta ole suurinta yhteista
tekijaa. Lisdksi alkioiden a ja b suurin yhteinen tekija ei yleensé ole yksikasittei-
nen, mista syystd tuttu merkintd d = syt(a,b) ei periaatteessa ole kiyttokelpoi-
nen. Maéaritelméan ehdoista kuitenkin seuraa, etté kaikki kahden alkion suurimmat
yhteiset tekijat ovat toistensa liittoalkioita. Merkinndn d = syt(a,b) voidaankin
ajatella tarkoittavan, ettd d on eras alkioiden a ja b suurin yhteinen tekija, ja jo-
kainen muu suurin yhteinen tekija saadaan kertomalla alkiota d jollain yksikolla.
Erityisesti merkinté syt(a,b) = 1 tarkoittaa talloin, ettd jokainen suurin yhteinen
tekija on yksikko.

Esimerkiksi renkaassa Z lukujen 30 ja 12 suurimpia yhteisid tekijoitd ovat
méaaritelmadn mukaan luvut 6 ja —6. Positiivisista luvuista puhuttaessa kuitenkin
yleensd madritelladn, ettd luvun syt(m,n) on myos oltava positiivinen. T&lloin
sanan “suurin” voidaan ajatella tarkoittavan myo6s suurinta kokonaislukujen ta-
vallisen jarjestyksen suhteen.

11.2. Erilaiset jaollisuusalueet. Kunnassa jaollisuuskysymykset ovat tri-
viaaleja, koska jokainen nollasta poikkeava alkio on yksikko ja siksi jokaisen alkion
tekija. Toisaalta yleisessd kokonaisalueessa ei valttamatta voida esimerkiksi 16ytaa
kahden alkion suurinta yhteistd tekijaa tai kirjoittaa alkiota jaottomien alkioi-
den tulona. Seuraavassa esitelldin muutamia kokonaisalueiden tyyppejé, joissa on
toinen toistaan paremmat jaollisuusominaisuudet. Todistuksia ei kasitelld, mutta
ne 16ytyviat monista algebran perusoppikirjoista, esimerkkinéd Nathan Jacobsonin
Lectures in Abstract Algebra I. Basic Concepts.

alkio voidaan hajottaa yksikasitteisella tavalla jaottomien alkioiden tuloksi, kut-
sutaan tekijoihinjakorenkaaksi'” (TJR) tai faktoriaaliseksi renkaaksi. Jaon on ol-
tava yksikésitteinen silla rajoituksella, ettd tekijoiden jarjestykselld ei ole vélia ja
jokainen alkio voidaan korvata liittoalkiollaan. Kokonaislukujen rengas on TJR:
esimerkiksi 60 = 2-2-3-5; titd jakoa pidetddn samana kuin 60 = —5-2-3-(—2).
Tekijoihinjakorenkaassa jokainen jaoton alkio on alkualkio. Lisdksi kahden alkion

17eng1anniksi unique factorisation domain eli UFD
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suurin yhteinen tekija on aina mahdollista 16ytaa vertailemalla alkioiden tekijoi-
hinjakoja. Hieman hankalampaa on osoittaa, ettd jos R on TJR, niin myo6s poly-
nomirengas R[X] on TJR. Tésté voidaan edelleen induktiolla paitella, ettd rengas

R[Xy,...,X,] on TJR kaikilla n.

Pasdideaalirenkaat. Pidideaalirenkaassa (PIR) jokainen ideaali on yhden al-
kion virittdmaéa. Téastd seuraa, ettd minka tahansa kahden alkion a ja b suurin
yvhteinen tekijé on olemassa ja se voidaan kirjoittaa muodossa xa + by. Lisdk-
si padideaalirenkaassa jokainen pé#ideaaleista muodostettu aidosti nouseva ket-
ju (a1) € (ag) € --- on &érellisen pituinen. TAmén ominaisuuden avulla voidaan
osoittaa, ettéd jokainen PIR on my6s TJR. Kuitenkaan esimerkiksi polynomirengas

Z|X] ei ole PIR vaikka onkin TJR.

Eukleideen renkaat. Eukleideen renkaaksi kutsutaan kokonaisaluetta R,
jossa voidaan maéritella ns. Fukleideen funktio ¢ : R — N. Eukleideen funktion
on toteutettava seuraava ehto:

Jos a,b € Rjab# 0, niin 10ytyy sellaiset ¢, € R, ettd a = bg+r
ja joko r = 0 tai e(r) < e(b).

Taméan maaritelmén merkitys on siind, ettd Eukleideen renkaassa on mahdollista
kéyttad Eukleideen algoritmia kahden alkion suurimman yhteisen tekijén 16ytami-
seksi. Tésta seuraa, etté jokainen Eukleideen rengas on PIR (vrt. lauseen 6.3 todis-
tus). Kokonaisluvuilla voidaan mééritelld Eukleideen funktio kaavalla e(a) = |al,
ja jos K on kunta, niin polynomirenkaassa K[X] Eukleideen funktion arvo saa-
daan polynomin asteesta. Tamé on myos polynomien jakoyhtalon perustana.

kokonaisalueet

renkaat Eukleideen

renkaat

Z[iN5]

ZIX, Y] ’
Z[i]
Z[(1+iV19)/2]

Kuva 22. FErilaisia jaollisuusalueita

11.3. Polynomien jaottomuus. Tarkastellaan nyt polynomien jaollisuu-
teen liittyviéd tuloksia, jotta voidaan todistaa muutama hyodyllinen jaottomuus-
kriteeri. Aloitetaan kirjoittamalla virallisesti ylos polynomien jakoyhtélo, jota on
jo kéytetty monissa todistuksissa.
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LAUSE 11.6 (Jakoyhtéld). Olkoon K kunta, ja olkoot f,g € K[X]. Oletetaan,
etta g # 0. Talloin loytyy yksikdsitteiset q,r € K|[X]|, joille pitee f = qg + r ja
deg(r) < deg(g).

TobisTus. Jakoyhtélo osoitetaan samalla tavoin kuin kokonaisluvuilla. Tar-

kastellaan joukkoa
R={f-ag|q€ K[X]}.

Tamé joukko on selvésti epatyhja. Olkoon r € R sellainen polynomi, jonka aste
on pienin joukossa R. Talloin f — gg = r jollain ¢ € K[X]. Jos r = 0, viite pétee,
silli deg(r) = —oo < deg(g). Muussa tapauksessa merkitiin r = " ja; X" ja
g=3",b; X" missi a, # 0ja by, # 0. Jos nyt deg(r) > deg(g), niin médritelldin
q1 = g+ ab,t X"~ ™. Tilléin

f—qg=7r—a,b,' X" ™g,

ja tdmén polynomin aste on pienempi kuin n = deg(r), koska monomin X™ kerroin
on 0. Toisaalta f — ¢1¢ on joukossa R, miké on ristiriita. Téten deg(r) < deg(g).

Yksikéasitteisyyden osoittamiseksi oletetaan, ettd polynomit g1, g9, 71 ja 7o
toteuttavat lauseen ehdot. Talloin q1g + r1 = ¢og + 79, josta edelleen saadaan
(g1 — q2)g = 11 — 12. Jos q1 # ¢2, niin polynomin (g1 — ¢g2)g aste on véahintédin
deg(g), joka on suurempi kuin deg(r; — r2). TAméa on mahdotonta, joten ¢1 = g,
mista seuraa, etta ry = ra. 0

Huom. Todistuksessa tarvittiin vain kertoimen b,, kdantyvyytta. Tulos pétee
siksi missé tahansa kokonaisalueessa K, kunhan polynomin g korkeimman asteen
kerroin on yksikko.

Jakoyhtélon olemassaolo osoittaa, ettd yhden muuttujan polynomit muodos-
tavat Eukleideen renkaan, jos kerroinrengas on kunta. Tamén avulla voidaan hel-
posti osoittaa, ettd polynomirenkaassa on yksikéasitteinen tekijoihinjako. Seuraa-
vaa lemmaa on jo kdytetty muun muassa luvussa 10, kun konstruoitiin kunnan [,
laajennos jaottoman polynomin avulla.

LEMMA 11.7. Olkoon K kunta ja f,g,h € K[X]. Oletetaan, ettd f on jaoton
ja fl(gh). Talloin flg tai f|h.

Tobistus. Harjoitustehtéva. O

LAUSE 11.8. Jos K on kunta, polynomirengas K[X] on tekijoihinjakorengas.

TobisTus. Tamaé todistus on jilleen samanlainen kuin kokonaisluvuilla. Ole-
tetaan, ettd f € K[X] ei ole jaoton. Talléin f = fi fs joillain fi, fo € K[X], joista
kumpikaan ei ole yksikké. Koska K on kunta, tdstd seuraa, ettd fi ja fo eivit
ole vakiopolynomeja, ja edelleen, ettd kummankin aste on aidosti pienempi kuin
deg(f). Jos f1 tai fo ei ole jaoton, jatketaan etsimélla jélleen epétriviaalit teki-
jat. Prosessi paéttyy joskus, koska polynomin aste ei voi pieneta rajatta. Lopulta
saadaan esitys f = f1fo--- fr, missé jokainen f; on jaoton.

Oletetaan sitten, ettd f = f1--- fr = g1 - - ¢s, missé jokainen f; ja g; on jaoton.
Nyt fi jakaa tulon gi---gs, ja koska f; on jaoton, seuraa edellisestd lemmasta,
ettd f1 jakaa jonkin polynomeista g;. Jarjestysta vaihtamalla voidaan olettaa, etta
f1 | g1- Toisaalta g; on jaoton, joten fi ja g1 ovat liittoalkioita. Téstéd seuraa, etté
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fo - fr =ugs---gs, missd u on yksikko. Induktion avulla voidaan padtella, etté
r = s ja ettd f; ja g; ovat liittoalkioita kaikilla 7. O

Osoitetaan téssé valissa erds hyddyllinen tekijoihinjakorenkaan ominaisuus.

LEMMA 11.9. Tekijoihinjakorenkaassa jokainen jaoton alkio on alkualkio.

TobisTus. Oletetaan, ettd p on jaoton alkio, joka jakaa tulon ab. Kirjoite-
taan a ja b jaottomien alkioiden tulona muodossa a = ajas - --a, ja b = biby - - - bs.
Koska p on tulon ab jaoton tekiji, sen taytyy olla mukana tulon ab hajotelmassa
jaottomiin tekijoihin. Eras téallainen hajotelma on ay - - - a,by - - - bs. Hajotelman yk-
sikdsitteisyydesté seuraa nyt, ettd p on jokin alkioista a; tai b; tai niiden liittoalkio.
Téaten pla tai p|b. O

Lopuksi osoitetaan joitakin kdytdnnollisia jaottomuuskriteereja. Ensimmaéinen
on monelle tuttu lukiosta.

LAUSE 11.10 (Rationaalijuuritesti). Olkoon R tekijoihinjakorengas, jonka osa-
madrakunta on K. Oletetaan, etti polynomilla f = ag + -+ + ap, X™ € R[X] on
Juuri p/q € K, missd syt(p,q) = 1. Tdlloin p jakaa kertoimen ag, ja q jakaa
kertoimen a,,.

TobisTus. Kerrotaan yhtilo f(p/q) = 0 puolittain luvulla ¢", jolloin saadaan

aoq" + a1pg™ ' + asp®¢" 2+ -+ + azp” = 0.

Ottamalla p yhteiseksi tekijéksi ja siirtelemalla termejé saadaan
aoq" = —p(arq" ' + agpg™ 2 + -+ anp" ).

Ylla olevasta yhtélostd ndhdéén, ettd p jakaa tulon agq™. Lemman 11.9 mukaan

p on alkualkio, joten p jakaa ag:n tai ¢":n. Oletuksen mukaan p:114 ei ole yhteisia

epétriviaaleja tekijoita alkion ¢" kanssa, joten p|ag. Vastaavasti yhtalosta

nfl) — _anpn

q(aog™ ' +a1pg"? + -+ + an_1p

nahdaén, ettd g|a,. O

Rationaalijuuritesti soveltuu korkeintaan kolmannen asteen polynomien jaot-
tomuustestiksi, kuten seuraava esimerkki osoittaa.

ESIMERKKI 11.11. Tarkastellaan polynomia f = 3X3+3X —1 € Z[X]. Jos se
ei ole jaoton, se on muotoa f = (aX + b)g, missé g € Z[X] on toisen asteen poly-
nomi. Talloin f:1l4 on rationaalijuuri —b/a. Rationaalijuuritestin perusteella f:n
rationaalijuuret ovat joukossa {#1,+1/3}. Mikdén néistd luvuista ei kuitenkaan
ole f:n juuri, joten f on jaoton.

Muita kriteerejé varten tarvitaan hieman aputuloksia. Seuraava yksinkertainen
havainto on usein kéyttokelpoinen, ja siksi se mainitaan téssd erikseen. Helppo
todistus sivuutetaan.

LEMMA 11.12. Olkoon R rengas, ja olkoon I renkaan R ideaali. Talloin kuvaus
R[X] — (R/I)[X], missd > ;a; X" +— >, (a; + 1) X" on surjektiivinen rengashomo-
morfismi.
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Jatkossa merkitdén polynomin f € R[X]| kuvaa ylla olevan lemman kuvauk-
sessa f. Polynomi f € (R/I)[X] saadaan siis korvaamalla f:n kertoimet sivuluo-
killaan. Tyypillisesti ideaali I valitaan alkuideaaliksi, jotta syntyvéstéa tekijaren-
kaasta tulisi kokonaisalue.

MAARITELMA 11.13. Olkoon R tekijoihinjakorengas, ja olkoon f € R[X]. Jos
polynomin f kertoimilla on suurimpana yhteisena tekijana 1, sanotaan ettd f on
primititvinen.

LEMMA 11.14. Olkoon R tekijoihinjakorengas, ja olkoot f,g € R[X]. Jos f ja
g ovat primitiivisid, niin fg on primititvinen.

TobisTus. Oletetaan vastoin véitettd, ettd f ja g ovat primitiivisid mutta
fg ei ole. Talloin loytyy jaoton alkio p € R, joka jakaa kaikki tulopolynomin fg
kertoimet. Koska R on TJR, tiedetdén, ettd p on alkualkio. Téten tekijarengas
R/(p) on kokonaisalue, mistd seuraa, ettd myos R/(p)[X]| on kokonaisalue.

Olkoot f,g € R/{p)[X] ne polynomit, jotka saadaan polynomeista f ja g vaih-
tamalla kertoimet sivuluokkiinsa ideaalin (p) suhteen (vrt. lemma 11.12). Koska
f ja g ovat primitiivisid, alkio p ei jaa niiden kaikkia kertoimia. Téastd nahdéén,
ettd f # 0 ja g # 0. Koska R/(p)[X] on kokonaisalue, niin fg = f-g # 0. Tami
taas tarkoittaa sitd, ettd p ei jaa kaikkia tulon fg kertoimia, miké on ristiriita.
Siispd fg on primitiivinen. O

LAUSE 11.15 (Gaussin lemmal!®). Olkoon R tekijiihinjakorengas, jonka osa-
madrikunta on K. Tdlloin f € R[X] on jaoton, jos ja vain jos f on primitiivinen
ja jaoton renkaassa K[X].

TobisTus. Oletetaan ensin, ettd f on primitiivinen ja jaoton renkaassa K[X].
Jos f ei ole jaoton renkaassa R[X], niin f = gh joillain g,h € R[X], missi g ja h
eiviit kumpikaan ole yksikoitd. Koska f on jaoton K[X]:ssi, niin joko g tai h on
vakio. Tdmaé vakio kuitenkin jakaa kaikki polynomin gh = f kertoimet, miké on
mahdotonta, koska f on primitiivinen. Téten f on jaoton renkaassa R[X].

Oletetaan sitten, ettd f on jaoton renkaassa R[X]. Se voidaan kuitenkin kir-
joittaa muodossa f = cf1, misséd ¢ on f:n kertoimien suurin yhteinen tekija ja f;
on primitiivinen. Jaottomuudesta seuraa nyt, ettd ¢ on yksikkd R[X]:ssé, joten f
on primitiivinen.

Tehdéén vastaoletus, ettd f ei ole jaoton renkaassa K[X]. Télloin f = gh
joillain g,h € K[X], missd g ja h eiviat kumpikaan ole vakioita. Laventamalla
tulon gh kertoimet samannimisiksi, kyseinen tulo voidaan kirjoittaa muodossa
gh = a/b- gihy, missd g1, h; € R[X] ovat primitiivisid ja a,b € R ovat jaottomia
toistensa suhteen. Talloin bf = agyhy. Edellisen lemman perusteella tulo g1 hy on
primitiivinen. Nyt b on polynomin bf kertoimien suurin yhteinen tekijé, ja a on
polynomin ag; h; kertoimien suurin yhteinen tekija, joten b ja a ovat liittoalkioita.
Koska syt(a,b) = 1, tdma on mahdotonta, elleivét a ja b ole R:n yksikoita. Viimeksi
mainitussa tapauksessa voidaan kirjoittaa f = (ag;)(b~'hy), jolloin f ei olekaan
jaoton renkaassa R[X]. TA4ma& on ristiriita, joten f on jaoton renkaassa K[X]|. O

18Myt')s lemmaa 11.14 nimitetéén toisinaan Gaussin lemmaksi.
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LAUSE 11.16 (Eisensteinin kriteeri). Olkoon R tekijoihinjakorengas, jonka osa-
madrakunta on K, ja olkoon f =ag+ -+ a,X™ € R[X]. Polynomi f on jaoton
renkaassa K[X|, jos jompikumpi seuraavista ehdoista on voimassa:

a) Jokin alkualkio p € R jakaa kertoimet aq, ..., an—1 mutta ei kerrointa ay,,
ja p? ei jaa kerrointa ay.
b) Jokin alkualkio p € R jakaa kertoimet ay,...,a, mutta ei kerrointa ag,

ja p? ei jaa kerrointa a,,.

TobisTus. Oletetaan, etta ehto (a) patee. Voidaan olettaa, ettd f on primi-
titvinen. (Muuten jaetaan f kertoimiensa suurimmalla yhteiselld tekijalld, mika ei
vaikuta jaottomuuteen kunnan K suhteen.) Olkoon f se renkaan R/(p)[X] poly-
nomi, joka saadaan f:std muuttamalla kertoimet sivuluokikseen ideaalin (p) suh-
teen (ks. lemma 11.12). Ehdon (a) perusteella pitee f = @,X™ # 0. Oletetaan,
ettd f ei ole jaoton renkaassa K|[X]. Gaussin lemman perusteella f = gh, missi
g,h € R[X]. Koska f on primitiivinen, kumpikaan g:sti ja h:sta ei ole vakio. Nyt
G-h = f =a,X", mistd seuraa, etti seki g etti h ovat muotoa cX'. Jos kumpi-
kaan polynomeista g ja h ei ole vakio, niin p jakaa polynomien g ja h vakiotermit.
Tilloin kuitenkin p? jakaa ag:n, mikéi on vastoin oletusta. Siispi voidaan olettaa,
ettd esimerkiksi g on vakio. Kuitenkaan g ei ole vakio, joten p jakaa g:n korkeim-
man asteen kertoimen. Téll6in p jakaa my0s kertoimen a,,, miké on jélleen vastoin
oletusta. Polynomi f on siis jaoton renkaassa K [X]. Ehdon (b) tapaus todistetaan
samalla tavalla. O

ESIMERKKI 11.17. Polynomi X® — 12X3 4+ 2X + 2 nihdéén jaottomaksi ren-
kaassa Q[z], kun valitaan Eisensteinin kriteerisséd p = 2. Aikaisemman esimerkin
polynomi 3X3 + 3X — 1 on myds jaoton, miké huomataan valitsemalla p = 3. Sen
sijaan esimerkiksi polynomista X* + 2X + 4 Eisensteinin kriteeri ei sano mitéén.

LAUSE 11.18. Olkoon R tekijoihinjaokorengas, jonka osamddrikunta on K, ja
olkoon f € R[X] primitiivinen polynomi. Oletetaan, ettc p € R on alkualkio,
joka ei jaa f:n korkeimman asteen termin kerrointa. Jos f on jaoton renkaassa
R/(p)[X], niin f on jaoton renkaassa K[X].

TobpIsTUS. Jos f ei ole jaoton renkaassa K[X], niin Gaussin lemman mukaan
se jakautuu tekijoihin myos renkaassa R[X]. Jos f = gh, missd g, h € R[X], niin
f =7-hlemman 11.12 perusteella. Lisiksi kumpikaan g:sté ja h:sta ei ole vakio,
koska f on primitiivinen. Jos f on jaoton, niin g tai h on yksikko kokonaisaluees-
sa R/(p)[X]. Polynomirenkaan yksikot ovat vakioita, joten koska g ja h eivit ole
vakioita, p jakaa joko g:n tai h:n korkeimman asteen kertoimen. Téméa on mahdo-
tonta, koska f:n korkeimman asteen kerroin ei ole jaollinen p:lla. Néin ollen f on
jaoton renkaassa K[X]. O

Y1l4 oleva lause ei pide kifinteisessd muodossa: esimerkiksi X2+ X +1 € Z[X]
on jaoton, mutta renkaassa F3[X] se jakautuu tuloksi (X — 1)(X% + X —1).

ESIMERKKI 11.19. Tarkastellaan polynomia f = 3 42X — X3 4+ 7X* € Z[X].
Kirjoittamalla kertoimet modulo 2, saadaan polynomi f =1+ X3 + X* € Fo[X].
Oletetaan, ettd f = (X2 +aX +b)(X? +cX +d) joillain a,b, ¢, d € Fy. Kertomalla
tulo auki ja vertailemalla kertoimia ndhdéén, etta

a+c=1, ac+b+d=0, ad+bc=0 ja bd=1.
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Ensimmaisesté ehdosta seuraa, ettd tdsmalleen yksi luvuista a ja ¢ on nolla. Vii-
meisestd ehdosta ndhdéan, ettd b = d = 1. Talléin kuitenkin ad + bc = 1, miké
on ristiriita. Siispi f on jaoton, joten myds f on jaoton kunnan Q suhteen. Sa-
malla vaivalla on my6s osoitettu, ettd miké hyvansa neljdnnen asteen polynomi
Z?:o a; X" on jaoton Q:n suhteen, kunhan kertoimista ag, a3 ja as ovat parittomia
ja muut parillisia.



