12. Yleiset laajennokset
Téassé luvussa tutustutaan kuntalaajennoksiin liittyviin peruskésitteisiin.

12.1. Kuntalaajennos ja sen aste.

MAARITELMA 12.1. Kunnan K laajennos L on miké tahansa kunnan K yli-
kunta eli kunta, joka sisdltdd K:n alikuntanaan. Laajennosta merkitdén L/K
(lausutaan “L yli K:n”), ja kuntaa K kutsutaan laajennoksen ldhtokunnaksi.

Luvussa 10 néhtiin, ettd kunnan K ylikunta L on myos K-algebra, skalaari-
kertolaskuna L:n kertolasku. Kunnan K laajennos voidaan itse asiassa mééritel-
14 hieman yleisemmin niin, ettd se on miké tahansa K-algebra, joka on samalla
kunta. Téllainen laajennos kuitenkin sisdltdd K :n kanssa isomorfisen alikunnan,
jolloin tilanne kaytéannosséd palautuu téssé esitettyyn.

Koska kunnan K laajennos on K-vektoriavaruus, silld on hyvin maéaaritelty
dimensio.

MAARITELMA 12.2. Kuntalaajennoksen L/K aste on L:n dimensio K-vektori-
avaruutena. Astetta merkitdén [L : K], ja se voi olla joko positiivinen kokonaisluku
tal dareton.

Jos [L : K] on &darellinen, laajennosta nimitetaén darelliseksi laajennoksekst,
muuten kyseessd on ddreton laajennos.

Esimerkkeja kuntalaajennoksista:

e Kompleksilukujen kunta C on reaalilukujen R &arellinen laajennos. Pari
{1,i} muodostaa C:n kannan, joten [C: R] = 2.

e Kunta R on Q:n #iretén laajennos: esimerkiksi joukko {2'/" | n € N}
on vapaa Q:n suhteen, joten laajennoksella R/Q ei ole darellistd kantaa.
Samoin C on Q:n aéretén laajennos.

e Luvussa 10 késiteltiin laajennoksia K/F,, missa K = F,[X]/(f) ja f oli
jokin jaoton polynomi. Huomattiin, etté téllaisen laajennoksen aste on
sama kuin polynomin f aste.

e Jos K on kunta, polynomialgebra K[X] on ddretonulotteinen K-algebra,
joka sisaltdd K:n (samastettuna vakiopolynomien kanssa). Polynomial-
gebra ei kuitenkaan ole kunta, joten se ei ole K:n laajennos. Sen osaméé-
rikunta on K-kertoimisten rationaalilausekkeiden joukko K (X). Tamé
joukko, joka koostuu osamééristia f/g, missd f,g € K[X] ja g # 0, on
kunta ja sellaisena kunnan K laajennos. Kunta K (X) siséltdaé alirenkaan
K[X], joten [K(X) : K] = 0.

Seuraava lause koskee perédkkéisten laajennoksien asteita.
LAUSE 12.3. Olkoon K C L C M jono kuntia. Tdllin
[M:K|]=[M:L]-[L:K].
Jos jompikumpi asteista [M : L] ja [L : K] on dadreton, niin [M : K] on ddreton.
Tobistus. Olkoot {a;}ier ja {b;} e jotkin laajennosten L/K ja M /L kannat.
Osoitetaan, ettd joukko B = {a;,b; | i € I,j € J} on laajennoksen M /K kanta.
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Ensinnékin jokainen € M on muotoa }_; y;b; oleva lineaarikombinaatio, missé
y; € L kaikilla j. Toisaalta jokainen y; on muotoa }; z;;a;, missd x;; € K kaikilla
i. Téten x =37, ; ija;bj, joten joukko B virittdd M:m K-vektoriavaruutena.

Osoitetaan sitten, ettd B on vapaa. Oletetaan, ettd -, ;z;ja;b; = 0, missé
xi; € K kaikilla 4. Joukko {b;} on vapaa L-avaruudessa M, ja >, z;ja; € L kaikilla
J, joten Y, xija; = 0 kaikilla j. Edelleen joukko {a;} on vapaa K-avaruudessa L,
joten z;; = 0 kaikilla ¢ ja j. Taten joukko B on laajennoksen M /K kanta. Siité,
ettd B on vapaa, seuraa erityisesti, ettd a;b; # apb;, kun i # k ja j # l. Néin
saadaan lopulta [M : K] = |B| = |I|-|J| = [L : K][M : L]. Tama siséltdd myos
sen tapauksen, etta [L : K] tai [M : L] on ddreton. O

Edellisesté lauseesta seuraa muun muassa, ettd jos K C L C M ovat kuntia ja
[M : K] = n, niin asteet [M : L] ja [L : K] ovat luvun n tekijoita. Erityisesti, jos
n on alkuluku, niin laajennoksella M /K ei ole epétriviaaleja alilaajennoksia L/K.

12.2. Virittaminen. Kuntalaajennoksen késittelya helpottaa huomattavas-
ti, jos tiedetdéin sen olevan joidenkin tiettyjen alkioiden virittdmaé. Kuntalaajen-
noksen virittdminen ei téssé yhteydessa tarkoita samaa kuin sen virittdminen vek-
toriavaruutena. Erityisesti adérellisviritteisen kuntalaajennoksen asteen ei tarvitse
valttdmatta olla Aarellinen.

MAARITELMA 12.4. Olkoon L kunnan K laajennos, ja A joukko L:n alkioi-
ta. Joukon A wirittimd laajennoksen L/K alirengas K[A] on pienin L:n aliren-
gas, joka sisdltad sekd kunnan K ettd osajoukon A. Joukon A wvirittamd laajen-
noksen L/K alilaajennos K(A) on puolestaan pienin L:n alikunta, joka siséltaé
sekd kunnan K ettd osajoukon A. Jos A = {ai,...,a,} on aéarellinen, merki-
taan K[A] = Klag,...,a,] ja K(A) = K(aq,...,a,). Tdssi tapauksessa kuntaa
K(ai,...,ay,) nimitetddn K:m ddrellisviritteiseksi laajennokseksi.

Koska alirenkaiden mielivaltainen leikkaus on alirengas ja sama pétee kunnille,
joukot K[A] ja K(A) voidaan mééritelld niiden alirenkaiden tai -kuntien leikkauk-
sena, jotka sisaltdvat kunnan K sekd joukon A. Nain voidaan perustella joukkojen
K[A] ja K(A) olemassaolo, miké ei seuraa suoraan maaritelméasta.

Kuva 23. Joukon A virittdmat laajennoksen K /L alirengas K|[A]
ja alilaajennos K(A)
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Polynomialgebrat ovat vapaita darellisviritteisia algebroja. Sijoitushomomor-
fismista saadaan merkittdva yhteys K-kertoimisten polynomialgebrojen ja K:n
aarellisviritteisten kuntalaajennosten vélille. Seuraava lause konkretisoi tatd yh-
teytta.

LAUSE 12.5. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoot aq,...,a, € L. Tdlldin
K[al""aan] = {f(al""aan) | f € K[Xl’aXn]}
ja

K(ay,...,a,) = {H\f,geK[Xl,...,Xn],g(al,...,an)#0}.

Lisiksi K (ay,...,a,) on renkaan Klay,...,a,] osamddrikunta.

Tobistus. Olkoon ¢ : K[X] — L alkioihin aq,...,a, liittyva sijoitushomo-
morfismi. TAmén algebrahomomorfismin kuva on {f(a1,...,a,) | f € K[X]}, jase
on algebran L alialgebra, siis alirengas. Toisaalta mikéa tahansa L:n alirengas M,
joka siséltad kunnan K lisaksi alkiot a1, ..., a,, sisiltdd myos kaikki naisté alkiois-
ta muodostettujen tulojen K-lineaariset kombinaatiot, joten f(aj,...,a,) € M
kaikilla f € K[X]. Néin ollen Im¢ C M, misté seuraa, ettd Klaq,...,a,] = Ime.
Renkaan Klay,...,a,] osamééridkunta ) puolestaan koostuu alkioista p/q, missé
p,q € Klay,...,a,] ja ¢ # 0. Jokainen L:n alikunta, joka sisiltda alkiot a;, sisél-
tad myos renkaan Klai,...,a,| ja edelleen edelld mainitut osamaérat p/q. Téten
K(ay,...,a,) = Q. O

ESIMERKKI 12.6. Laajennoksen C/Q alilaajennos Q(i) koostuu osamé&éristé
f(i)/g(i), missi f,g € Q[X] ja g # 0. Koska i> = —1, voidaan rajoittua ensim-
maisen asteen polynomeihin. Tall6in

bi
Qi) = {Zidz la,b,c,d €Q, ¢ £ 0 tai d;«éo}.
Edelleen (c+di)~! = g(c—di), missi ¢ = (c*+d?)~! € Q, joten voidaan kirjoittaa
Qi) ={a+bi|abeQ} =Ql
Joukko {1,i} virittdd Q-vektoriavaruuden Q[éi|. Lisdksi 1 ja ¢ ovat lineaarisesti

riippumattomia Q:n suhteen, joten {1,7} on avaruuden Q[éi| kanta. Laajennoksen

Q(7)/Q asteeksi saadaan néin ollen [Q(7) : Q] = 2.

Toisaalta voidaan osoittaa, ettd Q:n laajennoksella Q(7) C R ei ole darellista
kantaa. A#rellisviritteinen ei siis valttaméatti tarkoita samaa kuin darellinen.

Aédretonviritteisten laajennosten ominaisuudet voidaan useimmiten palauttaa
adrellisviritteiseen tapaukseen seuraavan lauseen avulla.

LAUSE 12.7. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoon A C L. Jos o € K(A),
niin « € K(ay,...,a,) joillain ay,...,a, € A. Tdten

K(A):U{K(al,...,an)]neN, a,...,an € A}.

Tobistus. Merkitdén F = U{K(a1,...,a,) | a; € A}. Jokainen &érellisvi-
ritteinen kunta K(aq,...,a,), missd a; € A kaikilla i, sisdltyy kuntaan K(A).
Téaten F' C K(A). Toisaalta F sisiltaa kunnan K sekéd joukon A, joten jos se on
kunta, taytyy sen sisiltdd myos K(A). Osoitetaan siis, ettd F' on kunta. Olkoot
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a, 3 € F. Télloin « € K(aq,...,a,) ja f € K(by,...,by) joillain a;,b; € A. Nyt
alkiot a + 3, af ja a/f ovat kunnassa F(ai,...,an,b1,...,by), ja tdmé kunta
puolestaan sisdltyy yhdisteeseen F'. Siispd F' on kunta, ja K(A) = F. O



