13. Algebralliset laajennokset

Vanhoina aikoina algebran tutkimuksen pédamaéérana oli oppia ratkaisemaan
polynomiyhtéloitd. Niinpa erityisen tédrkedd osaa klassisessa kuntalaajennosten
teoriassa nayttelevat sellaiset laajennokset, joiden kaikki alkiot ovat joidenkin lah-
tokunnan polynomien juuria. Esimerkiksi jokainen kompleksiluku on jonkin kor-
keintaan toisen asteen polynomiyhtalon ratkaisu.

13.1. Algebrallisuus ja minimipolynomit.

MAARITELMA 13.1. Olkoon L kunnan K laajennos. Alkiota a € L kutsutaan
algebralliseksi kunnan K suhteen, jos on olemassa nollasta poikkeava polynomi
f € K[X], jolle patee f(a) = 0. Jos téllaista polynomia ei ole, sanotaan, et-
td a on transkendenttinen K:n suhteen. Jos kaikki L:n alkiot ovat algebrallisia
K:n suhteen, sanotaan, ettd L on algebrallinen K:n suhteen, ja laajennosta L/K
kutsutaan algebralliseksi laajennokseksi.

Oletetaan, ettd L on kunnan K laajennos ja o € L. Jos o on transkendentti-
nen K:n suhteen, niin kaikilla nollasta poikkeavilla polynomeilla f € K[X] pétee
fla) # 0. Tama tarkoittaa, ettd alkioon « liittyvén sijoitushomomorfismin ydin

Kerp, = {f € K[X] | f(a) =0}
on nollaideaali.

Vastaavasti « on algebrallinen, jos ja vain jos sijoitushomomorfismin ydin on
epatriviaali. Koska K[X] on pédideaalirengas, ideaali Ker ¢, on jonkin yhden po-
lynomin p virittdma, eli Ker ¢, = (p). Koska jokainen ideaalin (p) polynomi on
jaollinen p:lla, ndhdédan ettd p:n aste on minimaalinen joukon Ker ¢, nollasta
poikkeavien polynomien keskuudessa. Lisdksi myos kaikki p:n kanssa samanastei-
set joukon Ker ¢, polynomit ovat jaollisia p:114, joten ne voivat erota téasté vain
vakiokertoimella, ja jokainen niista virittdd saman ideaalin. Polynomin p ma&réa-
miseksi yksikésitteisesti riittaé siis viritysominaisuuden liséksi vaatia esimerkiksi,
ettd korkeimman asteen kerroin on 1 eli ettd p on pddpolynomi. Téata polynomia
nimitetdan alkion o minimipolynomiksi.

Ker o,
f
aste
g kasvaa
0

Kuva 24. Sijoitushomomorfismin ytimen virittdd mika tahansa
minimaalisen asteen omaava nollasta poikkeava polynomi. Namé
ovat kaikki toistensa liittoalkioita.

MAARITELMA 13.2. Oletetaan, ettd o € L on algebrallinen kunnan K suhteen.
Alkion o minimipolynomi K:n suhteen on sellainen nollasta poikkeava paapoly-
nomi p € K[X], jolle patee p(a) = 0 ja jonka aste on pienin mahdollinen. Alkion
a minimipolynomia kunnan K suhteen merkitdin p = min(K, «).

94



13. ALGEBRALLISET LAAJENNOKSET 95

Huom. Koska méaritelmén mukaan p(a) = 0, niin p € Ker ¢,. Mééritelmaé
edeltdvin paattelyn perusteella alkion o minimipolynomi voidaan karakterisoida
niin, etta se on se padpolynoms, joka virittdd alkioon « liittyvdn sijoitushomomor-
fismin ytimen.

ESIMERKKI 13.3. Luku /2 on algebrallinen kunnan Q suhteen, silli se on
polynomin X? — 2 juuri. Koska /2 ei ole rationaaliluku, se ei ole minkéin en-
simméisen asteen polynomin juuri. Niin ollen min(Q,v/2) = X? — 2. Toisaalta

min(R, v2) = X — /2.

Alkion « minimipolynomin hyodyllisyys piilee siind, ettd sen aste kertoo laa-
jennoksen K (o) asteen. Seuraavassa lauseessa tdmé seikka on koottu yhteen mui-
den hyodyllisten ominaisuuksien kanssa.

LAUSE 13.4. Olkoon L kunnan K laajennos, ja olkoon o € L algebrallinen
kunnan K suhteen. Tdlloin

i) Minimipolynomi min(K, ) on jaoton renkaassa K|[X].
ii) Jos f € K[X], niin f(a) =0, jos ja vain jos min(K, «) jakaa f:n.
iii) K[a] on kunta, ja K[a] = K ().
iv) Jos n on polynomin min(K, «) aste, niin alkiot 1,a,...,a" " muodosta-
vat laajennoksen K(«)/K kannan. Erityisesti [K( ) : K] =n < oo.

n—1

TobisTus. Merkitdén min(K, o) = p. Aloitetaan kohdasta (ii). Jos f(a) =
jollain f € K[X], niin f € Ker ¢,. Koska p virittdéd ideaalin Ker ¢4, f on jaollinen
p:lla. Toisaalta, jos f = pg jollain g € K[X], niin f(«a) = p(a)g(a) = 0.

i) Oletetaan, ettd p = fg joillain f, g € K[X], jolloin
fla)g(e) = p(a) = 0.

Lauseen 12.5 perusteella f(a) ja g(a) ovat renkaassa K[a]. Tamé rengas on ko-
konaisalue, koska se on kunnan L alirengas, joten f(a) =0 tai g(a) = 0. Nyt p:n
asteen minimaalisuudesta seuraa, ettid deg(f) > deg(p) tai deg(g) > deg(p). Toi-
saalta p on jaollinen seké f:1la ettd g:ll4, joten joko f tai g on vakio. Vakiot ovat
yksikoita renkaassa K[X], joten p on jaoton.

iii) Lauseen 12.5 mukaan K[a] = Im ¢,, ja toisaalta (p) = Ker ¢,. Algebrojen
homomorfialauseesta seuraa téten, ettd K[X]/(p) = K[a]. Koska K[a] C L on
kokonaisalue, (p) on alkuideaali. Toisaalta K[X] on péadideaalirengas, joten sen
jokainen nollasta poikkeava alkuideaali on maksimaalinen. Tasté seuraa, ettd K[«]
on kunta. Lisiksi K[a] = K(«), koska Kla] C K(«) ja K(a) on pienin kunta,
joka sisaltaa seka K:n etta alkion a.

iv) Olkoon z € K(«). Kohdan (iii) nojalla x = f(«) jollain f € K[X]. Jako-
yhtalosta ndhdéaén, ettd f = gp + 7, missd deg(r) < deg(p) = n. Nyt f(a) = r(a),
koska p(a) = 0. Alkio =z = r(«) voidaan siis kirjoittaa lineaarikombinaationa al-
kioista 1, a, . . . oz"_l Oletetaan sitten, ettd Y 7~ 01 a;o = 0 joillain a; € K. Tallsin
polynomi g = >7"", L a; X; on ytimessi Ker ¢, = (p), joten p jakaa f:n. Kuitenkin
f:n aste on pienempi kuin n, joten f:n on oltava nollapolynomi. Tama tarkoittaa
sitéd, ettd a; = 0 kaikilla 4, ja joukko {1,a,...,a" 1} on vapaa. Kyseinen joukko
muodostaa siis laajennoksen K (a) kannan kerroinkunnan K suhteen. O
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ESIMERKKI 13.5. Tarkastellaan laajennosta Q(+/2)/Q. Polynomille f = X3 -2
pitee f(¥/2) = 0, joten luvun /2 minimipolynomi jakaa f:n. Toisaalta f on
jaoton Eisensteinin kriteerin perusteella, joten se on luvun /2 minimipolynomi.
Titen laajennoksen Q(+/2) aste on 3. Lisiksi Q[v/2] = Q(+4/2), joten jokainen
laajennoksen alkio on muotoa a + b¥/2 + ¢v/4. Tamé koskee myds kéadnteislukuja

! missd z € Q[V/2).

ESIMERKKI 13.6. Kompleksiluku w = /3

on polynomin X3 — 1 juuri. Té-
seuraavasti: X3 — 1 = (X — 1)(X2 4+ X + 1). Niisté tekijoistd jalkimméiinen on
jaoton rationaalijuuritestin perusteella, ja silld on juurenaan w. Siispa alkion w
minimipolynomi on X2 + X + 1, ja [Q(w) : Q] = 2.

Ei ole vaikea nahda, ettd darellinen laajennos on aina &dérellisviritteinen. Ai-
emmin todettiin, ettd sama ei pade toisinpéin: dérellisviritteinen laajennos ei ole
valttamatta aina adrellinen. Késitteet ovat kuitenkin yhtépitavia, mikali laajennos
on algebrallinen. Lisdksi darellinen laajennos on aina algebrallinen. Namé ajatuk-
set on ilmaistu seuraavissa kahdessa lauseessa.

LAUSE 13.7. Olkoon L kunnan K ddrellinen laajennos. Tdlloin L on darellis-
viritteinen ja algebrallinen K :n suhteen.
Tobistus. Harjoitustehtéva. O

LAUSE 13.8. Olkoon L kunnan K laajennos. Oletetaan, ettd o; € L on al-
gebrallinen K :n suhteen kaikilla i. Tdlloin Ko, ..., o] on kunnan K ddrellinen
laajennos, jonka asteelle pdtee

[Klag,...,an) : K| < ﬁ[K(al) : K.

Tobistus. Kaytetdan induktiota n:n suhteen. Tapaus n = 1 seuraa lauseesta
13.4. Oletetaan, ettd viite patee renkaalle K1 = K|aq, ..., a,—1]. Talloin K; on
kunta. Koska «,, on algebrallinen K:n ja siis my6s Kj:n suhteen, lauseesta 13.4
seuraa, ettd Klaq,...,a,] = Ki|oy] on kunta. Edelleen saman lauseen mukaan
min(K7, ay,) jakaa polynomin min(K, av,), joten

[K1[an] : Kq] < [K(ay,) : K.

Induktio-oletuksen ja lauseen 12.3 perusteella
(K1) : K] = [Ki[an] : K1) - [K7: K] < H[K(al) : K.
=1
O

Edellisisté lauseista saadaan suoraan seuraava ehto alkion algebrallisuudelle.

KOROLLAARI 13.9. Olkoon L kunnan K laajennos. Tdlléin o € L on algebral-
linen K :n suhteen, jos ja vain jos [K(«) : K| on darellinen. Lisdksi L on algebral-
linen, jos [L : K] on ddrellinen.
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Korollaarin jalkimmaisen véitteen implikaatiota ei voi kéédntda. Esimerkiksi
joukko {2Y/" | n € N} virittdi Q:n algebrallisen laajennoksen, jonka aste on
aareton.

Nyt voidaan todistaa, ettd laajennoksen algebrallisuus on transitiivinen omi-
naisuus.

LAuse 13.10. Olkoot K C L C M kuntia. Jos L/K ja M/L ovat algebrallisia
laajennoksia, niin M /K on algebrallinen.

Tobistus. Oletetaan, ettd m € M. Olkoon p = ag+a1 X + -+ -+ a, X™ alkion
m minimipolynomi kunnan L suhteen. Merkitaan K; = K(ao,...,a,). Koska L
on algebrallinen K:n suhteen ja a; € L jokaisella ¢, laajennos Kj on &irellinen
lauseen 13.8 perusteella. Nyt p € K;[X], joten m on algebrallinen kunnan K;
suhteen. Tédten [K7(m) : K] on &érellinen, ja

[Kl(m) : K] = [Kl(m) : Kl] . [Kl : K] < 00.

Edelleen K(m) C Ki(m), joten [K(m) : K] < oco. Lauseesta 13.7 seuraa, etté
K (m) on algebrallinen K:n suhteen. Erityisesti siis m on algebrallinen K:n suh-
teen, ja koska m oli mielivaltainen, koko laajennos M /K on algebrallinen. (]

13.2. Sovellus: Harppi—viivainkonstruktiot. Edelld opittua teoriaa voi-
daan kayttad tiettyjen klassisten geometristen konstruktioiden tutkimiseen. N&-
maé konstruktiot, joista ehké tunnetuin kulkee nimelld ympyrén nelidinti, ovat
askarruttaneet matemaatikkojen mielta antiikista 1800-luvulle saakka, jolloin nii-
den toteuttaminen saatiin viimein saatiin osoitettua mahdottomaksi algebrallisten
menetelmien avulla.

Antiikin Kreikassa geometrialla oli erityisen térkea sija matemaattisessa kirjal-
lisuudessa. Algebrallisten merkintéjen puuttuessa geometriaa kéytettiin kaikkien
matemaattisten (eli 1&hinnd geometristen ja lukuteoreettisten) tulosten todista-
miseen. Luvut esitettiin eripituisina janoina: yhteenlasku tulkittiin kahden janan
liittamiseksi perakkéin, ja kahden luvun tulo tarkoitti sellaisen suorakulmion muo-
dostamista, jonka sivut vastasivat kerrottavia lukuja. Néin voitiin todistaa esimer-
kiksi osittelulaki a(b+ ¢) = ab+ ac jakamalla suorakulmio, jonka sivujen pituudet
ovat a ja b+ ¢, kahdeksi suorakulmioksi, jotka vastasivat tuloja ab ja ac.

b c
Kuva 25. Geometrinen konstruktio osittelulain todistamiseksi

Perinteisen tarinan mukaan filosofi Platon'? vaati, etti geometriset konstruk-
tiot olisi toteutettava vain harppia ja viivainta hyvéksikayttaen. Viivaimella sai

19Platon (428/427-348/347 eKr.), ateenalainen filosofi, Akatemian perustaja. Platon oli ai-
kanaan huomattava vaikuttaja myos matematiikan alalla, vaikka hénen ei tiedeté itse tuottaneen
omaperaisia matemaattisia tuloksia.
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piirtda rajattoman pitkdn suoran kahden tunnetun pisteen kautta, ja harpilla oli
sallittua piirtdd ympyréa, jonka keskipiste ja side tunnettiin. (Oikeastaan sa&nnot
olivat vield tiukemmat, mutta yhtépitavit téssi esitettyjen kanssa.) Pian esiin
nousi kolme ongelmaa, joita kreikkalaiset eivit pystyneet ratkaisemaan edes luke-
mattomien yritysten jalkeen:

1. Ympyrdin nelidinti. On tuotettava sellaisen nelion sivu, jonka pinta-ala
on sama kuin annetulla ympyralla.

2. Kuution kahdentaminen. On tuotettava sellaisen kuution sivu, jonka ti-
lavuus on kaksi kertaa annetun kuution tilavuus.

3. Kulman kolmiajako. On tuotettava kulma, jonka suuruus on kolmasosa
annetun kulman suuruudesta.

Kreikkalaisten epédonnistuminen ylla mainittujen tehtdvien ratkaisemisessa ei
ollut osoitus heidén kyvyttomyydestaén. Vuonna 1837 Pierre Wantzel nimittéain
osoitti, ettd 2. ja 3. konstruktio eivét olisi mahdollisia suorittaa pelkéstaén har-
pilla ja viivaimella. My6s 1. kostruktio on mahdoton, mutta tdméan todistaminen
onnistui vasta, kun Ferdinand von Lindemann osoitti vuonna 1882 luvun 7 trans-
kendenttisuuden.

Selvitetadn nyt, miten geometriset konstruktio-ongelmat voidaan formuloida
algebran kielelle. Tarkasteltavana ovat pistejoukot G C R2, joita nimitetéén ku-
vioksi. Kuvion G suora on suora, joka kulkee G:n kahden pisteen kautta. Kuvion
G ympyrd taas on ympyra, jonka keskipiste on G:ssa ja sidde kahden G:n pisteen
valinen etéisyys.

Olkoon annettu kuvio Gy C R2. Geometrinen konstruktio joukosta Ggy on
adrellinen jono kuvioita

GQCG1C"'CGn,

missd Gij1 = G; U {P;41} ja Piyq on jokin kuvion G; suorien tai ympyréiden
leikkauspiste. Sanotaan, ettd kuvio G wvoidaan konstruoida kuviosta G, jos on
olemassa geometrinen konstruktio Gy C --- C G, missd G, = G. Kuvion G
kunta Kg on laajennos Q(A), missid A sisaltdd kaikkien G:n pisteiden x- ja y-
koordinaatit.

Seuraava lause antaa algebrallisen ehdon kuvion konstruoitavuudelle.
LAUsE 13.11. Jos kuvio G voidaan konstruoida kuviosta Gg, niin
[Kg: Kg,] =2"
jollain n € N.

TobisTus. Olkoon Gy C -+ C Gy, = G geometrinen konstruktio. Analyytti-
sen geometrian perusteista tiedetédén, ettd jokaista kuvion G; suoraa ja ympyria
kuvaa polynomiyhtald, jonka kertoimet ovat kunnassa K¢, ja joka on korkeintaan
toista astetta. Edelleen tiedetédén, ettd néiden suorien ja ympyroiden leikkaus-
pisteiden 16ytamiseksi on ratkaistava korkeintaan toisen asteen yhtélopari, jonka
ratkaisut ovat muotoa © = aj +b1\/c ja y = az+bay/c, missé aq, as, by, ba, ¢ € Kg, .
Titen K¢, , C Kg,(y/c). Koska luvun /c minimipolynomi kunnan K¢, suhteen
on korkeintaan toista astetta, saadaan lopulta [Kg,,, : Kg,] < 2. Viite seuraa
tastd induktiolla, kun kaytetadn lausetta 12.3. U
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Y1l4 oleva lause patee myos kaanteisessa muodossa: jos aste [K¢ : K¢, ] on kak-
kosen potenssi, niin kuvio G voidaan konstruoida kuviosta Gq. Tétéa ei kuitenkaan
tarvita silloin, kun konstruktioita osoitetaan mahdottomiksi, kuten seuraavassa
esimerkissé tehdaan.

ESIMERKKI 13.12. Kulman kolmiajoko. Osoitetaan, ettd 60° kulmaa ei voi
jakaa kolmeen osaan harpilla ja viivaimella. Valitaan koordinaatisto niin, etté
annettu 60 asteen kulma tulee suorien OA ja OB viliin, missd O = (0,0), A =
(1,0) ja B = (1/2,4/3/2). Olkoon Gy = {O, A, B}, jolloin Kg, = Q(/3), ja
[Kg, : Q] =2.

Oletetaan, ettd kulma AOB voidaan jakaa kolmeen osaan. Talldin syntyvén
kulman kyljen ja origokeskisen yksikkdympyran leikkauspiste (joka siis my6s voi-
daan konstruoida) on («, ), missid a = cos 20° ja 3 = sin 20°. Oletuksen mukaan
voidaan konstruoida kuvio G, joka sisiltdd pisteen («, [3).

A

\/

Kuva 26. Kulman kolmiajako

Tutkitaan tarkemmin koordinaattia «. Kolminkertaisen kulman kosinin kaa-
vasta ndhdéain, etta

cos(3 - 20°) = 4 cos> 20° — 3 cos 20°.

Koska cos60° = 1/2, téstd seuraa, ettii a on polynomin 8X? — 6X — 1 juuri.
Koska tdma polynomi on lisdksi jaoton Q:n suhteen esimerkiksi rationaalijuuri-
testin perusteella, se on minimipolynomin min(Q, «) liittoalkio. Siispa kyseisen
minimipolynomin aste on 3, ja edelleen [Q(«) : Q] = 3. Lauseiden 13.11 ja 12.3
perusteella

[Kg: Q] = [K¢: Kg,] - [Kg, : Q] =2"-2=2"!
jollain n € N, mutta toisaalta

(K¢ : Q] = [Ke : Q)] - [Q() : Q] = [Kg : Q(a)] - 3.
Tamé on selvisti mahdotonta, joten kuviota G ei voida konstruoida.

Tamé esimerkki osoittaa, ettd mielivaltaisen kulman kolmiajakamiseksi har-
pilla ja viivaimella ei voi olla olemassa yleistd menetelméaé. Joitakin kulmia silti
voidaan jakaa kolmeen osaan: esimerkiksi 30 asteen kulma voidaan konstruoida,
mika tarkoittaa sitd, ettd suoran kulman kolmiajako onnistuu.



