15. Laajennosten viliset homomorfismit

Rakenteiden viliset homomorfismit auttavat selvittdméan rakenteiden suhtei-
ta toisiinsa. Rakenteen sisdiset isomorfismit — eli niin sanotut automorfismit —
auttavat vastaavasti rakenteen omien ominaisuuksien selvittdmisessid. Automor-
fismit muodostavat aina ryhmén, ja télla tavoin ryhméteoriasta tuttuja tuloksia
paastdan kayttamadn hyvaksi uusilla alueilla. Kuntalaajennosten yhteydessa auto-
morfismien tutkiminen johtaa Galois’n teoriaan, jolla on lukemattomia sovelluksia
lukuteoriassa ja yleisten kuntien teoriassa.

15.1. Homomorfismin mairitelma ja Galois’n ryhma.

MAARITELMA 15.1. Kunnan K laajennosten vélistd kuntahomomorfismia o
kutsutaan K-laajennosten homomorfismiksi tai lyhyemmin K-homomorfismiksi,
jos o(a) = a kaikilla a € K.

Kuntalaajennosten vélinen kuntahomomorfismi o on siis K-homomorfismi, jos
se kiinnittaéd ladhtokunnan K. Tama on yhtapitavad se kanssa, ettd o on samalla
K-algebrahomomorfismi, jolloin se séilyttaéd skalaarikertolaskun. Jos nimittéin o
on K-algebrojen vélinen homomorfismi, niin kaikilla a € K pétee o(a) = o(a.1) =
a.0(1) = a. Toisaalta, jos o on mielivaltainen K:n kiinnittava kuntahomomorfismi,

niin o(ab) = o(a)o(b) = ao(b).

Koska kuntahomomorfismit ovat aina injektioita, myos laajennosten véliset
homomorfismit ovat injektioita. Liséksi, jos [L1 : K| = [Lg : K| < oo, niin laa-
jennosten L ja Lo vilinen homomorfismi on surjektio, koska se on injektio kah-
den samanulotteisen vektoriavaruuden vélilla. Erityisesti dérellisen laajennoksen
K-homomorfismit ovat aina bijektioita: niin sanottuja K -automorfismeja.

MAARITELMA 15.2. Kunnan K laajennoksen L Galois'n ryhmd Gal(L/K) on
kaikkien K-automorfismien o : L — L muodostama ryhma.

Galois'n ryhmé on siis kaikkien L:n automorfismien ryhmésséd Aut(L) se ali-
ryhmé, joka kiinnittdd lahtokunnan K.

Tarkastellaan joukon X virittdmé&a kunnan K laajennosta K (X). Koska jo-
kainen K-automorfismi sailyttad alkioiden tulot ja K-kertoimiset lineaarikombi-
naatiot, ndhdéain, etta virittdjaalkioiden kuvat maérittavit automorfismin téysin.
Puetaan tdméa havainto tdsmaélliseen muotoon seuraavassa lemmassa.

LEMMA 15.3. Olkoon K(X) joukon X wirittamd K:n laajennos, ja olkoot
o,7 € Gal(K(X)/K). Jos o|x = T|x, niin 0 = 7.

15.2. Juurten kuvautuminen. Osoittautuu, ettd kuntalaajennosten vali-
set homomorfismit kuvaavat polynomien juuria toisikseen. Tamé& tarjoaa erittéin
hyoédyllisen tavan padsté kasiksi erityisesti algebrallisten laajennosten valisiin ho-
momorfismeihin.

LAUSE 15.4. Olkoon o : L1 — Lsy jokin K-laajennosten homomorfismi, ja
olkoon o € Ly algebrallinen lihtokunnan K suhteen. Jos polynomille f € K[X]
patee f(a) =0, niin f(o(a)) =0. Lisiksi min(K, a) = min(K, o(a)).
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TobisTus. Merkitddn f = bg + 61X + --- + b, X" Koska b; € K kaikilla ¢ ja
o on K-homomorfismi, ndhdaén etta o(b;) = b; kaikilla i. Téten

flo(@) =D bio(@)' =3 o(bi)o(a)' =o(f(a)) = o(0) =0.

(2
Liséksi, jos p = min(K, «), niin p(o(«)) = 0, joten alkion o(«)) minimipolynomi
jakaa p:n. Toisaalta p on jaoton padpolynomi, joten téytyy olla p = min(K, o(«)).
O

KOROLLAARI 15.5. Jos L on kunnan K ddrellinen laajennos, niin Gal(L/K)
on ddrellinen ryhmd.

TobisTus. Laajennos on &arellinen, jos ja vain jos se on &érellisen monen al-
gebrallisen alkion virittdmé. Olkoon L = K(aq,...,q,), ja olkoon p; alkion «;
minimipolynomi kaikilla i. Jokainen K-automorfismi maérdytyy téysin sen mu-
kaan, mihin virittdjaalkiot kuvautuvat. Toisaalta edellisen lauseen mukaan jokai-
nen «; voi kuvautua vain jollekin polynomin p; juurista, joita on aérellinen méara.
Yhteensé erilaisia automorfismeja on siis vain dérellisen monta. O

ESIMERKKI 15.6. Tarkastellaan laajennosta C/R. Voidaan helposti osoittaa,
ettd kuvaukset id sekd o : a + bi — a — bi ovat R-automorfismeja. Koska liséksi
C = R(i), jokainen R-automorfismi méérdytyy sen perusteella, miten se kuvaa
alkion i. Tamén alkion minimipolynomi on p = X? + 1, ja silld on juurina i
ja —i. Lauseen 15.4 perusteella jokainen R-automorfismi 7 permutoi p:n juuria,
joten taytyy péted joko 7(i) = i tai 7(i) = —i. Edellisessé tapauksessa 7 = id,
jalkimmaisessd 7 = o. Taten Gal(C/R) = {id,o}.

Lauseen 15.4 tulos voidaan myos kadntaé: jos « ja o/ ovat jonkin jaottoman
polynomin juuria, niin 16ytyy sellainen automorfismi, joka kuvaa alkion « alkiolle
o/. Taman tuloksen todistaminen jatetdan myohemmaksi.

15.3. Galois’n teorian peruslause. Kuntalaajennoksen automorfismiryh-
man rakenteen selvittdminen auttaa laajennoksen ominaisuuksien tutkimisessa.
Tarked vastaavuus saadaan liittdmalla automorfismiryhmén aliryhmét niihin kun-
tiin, jotka niiden alkiot kiinnittavéat. Tutkitaan seuraavaksi tdtd niin kutsuttua
Galois’n yhteytta.

Jokaiseen K:n laajennokseen L liittyy automorfismiryhmé Gal(K/L). Toisaal-
ta jokaiseen L:n kunta-automorfismien joukkoon S C Aut(L) voidaan liittaa kiin-
tokunta

Fix(S,L) ={a € L | o(a) = a kaikilla ¢ € S}.
On helppo néhda, ettéd kiintokunta todellakin on kunta, jolloin se on kunnan L

alikunta. Lisdksi, jos S siséltdd vain K-automorfismeja eli S C Gal(L/K), niin
K C Fix(S, L) eli Fix(S, L) on kunnan K laajennos.

Oletetaan seuraavassa, ettd L on kunta, ja yksinkertaistetaan merkintoja kir-
joittamalla Gal(L/K) = Gal(K) ja Fix(S, L) = Fix(S). Kiintokuntien ja Galois'n
ryhmien vélille saadaan seuraavan lauseen mukainen vastaavuus.

LAUSE 15.7. Olkoon L kunta. Tdlloin seuraavat ehdot pétevdt:

a) Jos K1 C Ko ovat L:n alikuntia, niin Gal(Ks) < Gal(K).
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b) Jos S1 C Se C Aut(L), niin Fix(S2) C Fix(S1).
c) Jos S C Aut(L), niin Fix(S) = Fix(Gal(Fix(5))).
d) Jos K on jokin kunnan L alikunta, niin Gal(K) = Gal(Fix(Gal(K))).

TobisTus. Viitteet (a) ja (b) seuraavat suoraan kiintokunnan ja Galois’n
ryhmén mééritelmistd. Todistetaan véitteet (c) ja (d).

Oletetaan ensin, ettd S on jokin kunnan L automorfismien joukko, ja merki-
taan K = Fix(S). Koska S:n alkiot kiinnittavat K:n, niin S C Gal(K). Kohdasta
(b) seuraa, ettd Fix(Gal(K)) C Fix(S) = K. Toisaalta jokainen ryhméan Gal(K)
alkio kiinnittdd K, joten K C Fix(Gal(K)).

Oletetaan sitten, ettd K on kunnan L alikunta, ja merkitdin H = Gal(K).
Nyt K C Fix(Gal(K)), joten kohdan (a) mukaan

Gal(Fix(Gal(K))) C Gal(K) = H.

Toisaalta jokainen H:n alkio kiinnittda kunnan Fix(H), joten H C Gal(Fix(H)).
(]

Y14 olevan lauseen sanoma on, ettd on olemassa bijektiivinen, inkluusiosuun-
nan kddntavd vastaavuus Galois'n ryhmien Gal(L/M) < Gal(L/K) ja kiinto-
kuntien Fix(S,L) C L valilld, missi K ¢ M C L ja S on ryhmén Gal(L/K)
osajoukko. Témén vastaavuuden antaa kuvaus M +— Gal(L/M), ja sen kédn-
teisvastaavuus on muotoa H +— Fix(H, L). Vastaavuuden bijektiivisisyys seuraa
lauseen kohdista (c) ja (d): Jos My, My C L ovat kaksi kiintokuntaa, joille pétee
Gal(M;) = Gal(My), niin M; = Fix(Gal(M;)) = Fix(Gal(Mz)) = M. Toisaalta,
jos H < Gal(L) on miké hyvénsd Galois’'n ryhmé, niin Fix(H) on kiintokunta,
jolle pétee Gal(Fix(H)) = H.

Lauseen ehdot toteuttavaa vastaavuutta kutsutaan yleisesti Galois’n vastaa-
vuudekst tai Galois’n yhteydeksi. Sellainen esiintyy monilla muillakin aloilla, esi-
merkiksi algebrallisessa geometriassa polynomijoukkojen ja niiden siséltdmien po-
lynomien yhteisten nollakohtien joukkojen valilla.

kiintokunnat Galois’n ryhmat
Gal

S
%

Fix

Kuva 28. Galois’n yhteys liittd4 toisiinsa kiintokunnat ja niiden
Galois'n ryhméat

MAARITELMA 15.8. Olkoon L kunnan K laajennos. Kuntaa M, jolle pétee
K C M C L, kutsutaan laajennoksen L/K wvdilikunnaksi.
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Jos S on joukko K-automorfismeja, niin kiintokunta Fix (S, L) sisaltda K:n.
Téaten Fix(S, L) on laajennoksen L/K vélikunta.

Olisi hyodyllisté, jos lauseen 15.7 méarittelemé bijektiivinen vastaavuus voitai-
siin ulottaa kaikkien ryhmén Gal(L/K) aliryhmien ja kaikkien laajennoksen L/K
vilikuntien vélille. Erityisesti jos laajennos L/K on &éarellinen, pystyttdisiin tal-
16in loytamaan kaikki kyseisen laajennoksen vélikunnat tutkimalla laajennoksen
adrellistd Galois’'n ryhméa.

Haluttaisiin siis osoittaa, ettd jokainen ryhmén Gal(L/K) aliryhmé olisi Ga-
lois'n ryhmaé ja jokainen L/K:n vélikunta olisi kiintokunta. Kuitenkin voi kéiyda
esimerkiksi niin, ettd Gal(L/K) kiinnittd4 muutakin kuin l&htokunnan K. Télléin
triviaali vélikunta K ei ole minké&én aliryhmén H < Gal(L/K) kiintokunta. TAmé
antaa aiheen seuraavaan maéritelméaan.

MAARITELMA 15.9. Algebrallista laajennosta L/K kutsutaan Galois’n laajen-
nokseksi, jos K = Fix(Gal(L/K), L).

Kunnan K algebrallinen laajennos on siis Galois’'n laajennos (tai lyhyemmin,
predikatiivina: Galois), jos kaikkien K-automorfismien kiinnittdmé joukko on tés-
mélleen K.

ESIMERKKI 15.10. Laajennoksen C/R Galois'n ryhmé on {id, o}, missé ¢ on
kompleksikonjugointi a + bi — a — bi. Kompleksikonjugoinnille pétee o(x) = = jos
ja vain jos z € R, joten C on R:n Galois’n laajennos.

Osoittautuu, etté jos laajennos L/K on Galois'n laajennos, niin jokainen laa-
jennos L/M, missié M on L/K:n vélikunta, on my6s Galois. Tésté seuraa puoles-
taan, ettd jokainen vilikunta on kiintokunta (nimittdin M = Fix(Gal(L/M))) ja
lopulta jokainen Galois'n ryhmén aliryhmé on Galois'n ryhma.

LAuse 15.11 (Galois'n teorian peruslause). Oletetaan, etti L on kunnan K
adrellinen Galois’n laajennos. Tdlloin kuvaus M — Gal(L/M) antaa bijektiivisen,
inkluusiosuunnan kadntivin vastaavuuden laajennoksen L/ K wvililaajennosten se-
kd ryhmdan Gal(L/K) aliryhmien vililla. Tdmdn vastaavuuden kidnteisvastaavuus
on H — Fix(H,L).

ToDISTUS. Sivuutetaan. O
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Kuva 29. Galois’n laajennokseen liittyvin Galois'n ryhmén jokai-
nen aliryhmé vastaa jotain vélikuntaa



