16. Valikoituja aiheita

Materiaalin viimeisessé luvussa kéyd&an lapi viliinjadneitd kuntalaajennoksiin
liittyvia tuloksia ja tutustutaan vield hieman tarkemmin Galois'n teoriaan.

16.1. Isomorfismien jatkaminen. On hyddyllista tietdd, millaisessa tilan-
teessa kuntien vélinen isomorfismi voidaan laajentaa algebrallisten laajennosten
valiseksi isomorfismiksi.

Kuntien vilistd homomorfismia o : K — K’ vastaa polynomirenkaiden homo-
morfismi K[X] — K'[X], joka kuvaa polynomin 3, a; X* polynomille 3, o(a;) X".
Myés tata johdettua homomorfismia merkitdén kirjaimella o, mikéali sekaantumi-
sen vaaraa ei ole. Seuraava lemma kertoo, milla tavalla annettua kuntaisomorfismia
voidaan jatkaa yksinkertaiseen algebralliseen laajennokseen.

LAUSE 16.1. Oletetaan, etti o : K — K’ on kuntaisomorfismi. Olkoon f jokin
jaoton K-kertoiminen polynomi, olkoon o polynomin [ juuri jossain K :n laajen-
noksessa L, ja olkoon o wastaavasti polynomin o(f) juuri jossain K':n laajen-
noksessa L'. Tdlloin on olemassa isomorfismi 7 : K(a) — K'(«), jolle pitee

Tk =0 ja 1(a)=<.

o . -

Kuva 30. Isomorfismi voidaan jatkaa yksinkertaiseen laajennokseen.

TobisTus. Merkitaan g = o(f). Koska f on jaoton ja f(a) = 0, alkion «
minimipolynomi on f:n liittoalkio. Téten f virittda alkioon « liittyvan sijoitus-
homomorfismin ytimen. Vastaava pétee polynomille g € K'[X], silld se on myos
jaoton. Algebrojen homomorfialauseesta saadaan K-algebrojen isomorfismit

v KIX]/{(f) = K(a) ja  v:K'[X]/{g) > K'(e).

Toisaalta kaava h — o(h) + (g) médrittelee surjektiivisen rengashomomorfismin
x : K[X] — K'[X]/{(g). Taman homomorfismin ydin on (f), joten algebrojen
homomorfialauseesta saadaan isomorfismi y : K[X|/(f) — K'[X]/{(g). Nyt yhdis-
tetty kuvaus 7 = oY o p ! : K(a) — K(a') on kuntaisomorfismi, jolle pitee

1 —
Tia 't X+() S X +(g) Y o

Liséksi 7| = o, silld ¢ ja 1 kuvaavat vakiopolynomit vastaavasti kuntien K ja
K’ alkioille. O
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ESIMERKKI 16.2. Y14 olevaa lausetta voidaan kayttdd myos tilanteessa, jossa
K ja K’ ovat sama kunta ja o = idg. Jos talloin a ja o/ ovat saman jaottoman
polynomin juuria, niin on olemassa isomorfismi K («) = K(/), joka kuvaa a +— o’
ja joka kiinnittés lahtokunnan K. Esimerkiksi polynomi X% — 2 on jaoton Q:n
suhteen, ja silld on kompleksijuuret ++v/2 ja +i+v/2. On siis olemassa muun muassa
Q-isomorfismi o : Q(v/2) — Q(iv/2), jolle pitee o(+/2) = iv/2, sekéi automorfismi

T € Gal(Q(v/2)/Q), jolle pitee o(v/2) = —v/2.

Osoittautuu, ettd kuntaisomorfismi voidaan aina laajentaa jopa juurikuntien
isomorfismiksi. Tamén tuloksen todistus perustuu Zornin lemmaan. Oletetaan,
ettd o : K — K’ on jokin K-isomorfismi. Olkoon S = {f; }ics joukko K-kertoimisia
polynomeja, ja olkoon S’ = {o(f;)} vastaava joukko K’-kertoimisia polynomeja.
Olkoon liséiksi L polynomijoukon S jokin juurikunta K :n suhteen, ja L’ vastaavasti
S’:n jokin juurikunta kunnan K’ suhteen.

LAUSE 16.3 (Isomorfismien jatkaminen). Olkoon o € L, ja olkoon p alkion «
minimipolynomi K :n suhteen. Olkoon lisiksi o/ € L' mikd tahansa polynomin o(p)
Juuri. Tdlloin loytyy isomorfismi T : L — L', jolle pitee 7| = o ja 7(a) = /.

Tobistus. Olkoon F kaikkien parien (F,¢) joukko, missd F' on kunnan L
alikunta ja ¢ : F' — L' on kuntahomomorfismi, jolle patee ¢|x = o. Tadmai joukko
sisdltad parin (K, o), joten F # (. Joukko F voidaan varustaa osittaisjarjestyk-
selld méarittelemalla (F,¢) < (F’,¢) silloin, kun F C F' ja ¢'|p = ¢. Olkoon
{(F}, ¢i) }ier jokin ketju osittaisjarjestyksessd F. Maaritteleméalla

F=|JF ja ¢(a)=¢i(a), kuna€ F;,
el
saadaan hyvin mééaritelty pari (F,p) € F, joka on ketjun {(F;, ;)}icr yléraja.
Zornin lemman perusteella joukossa F on maksimaalinen alkio (M, 7).

Osoitetaan, ettd M = L jaT(M) = L'. Jos M C L, niin 1oytyy jokin polynomi
f €S, jonka kaikki juuret eivit ole kunnassa M. Olkoon « jokin tallainen juuri, ja
olkoon p = min(K, ). Merkitiadn ¢ = o(p) € S’. Koska L’ on joukon S’ juurikunta,
1oytyy jokin o € L', jolle pitee g(a) = 0. Lauseen 16.1 perusteella on olemassa
isomorfismi ¢ : M(a) — 7(M)(c/), jolle patee ¢|py = 7. Taméa on ristiriidassa
parin (M, 7) maksimaalisuuden kanssa, joten M = L. Liséksi on helppo osoittaa,
ettd juurikunnan kuva 7(L) on puolestaan polynomijoukon S’ juurikunta kunnan
K’ suhteen, mista seuraa, ettd 7(L) = L. O

Isomorfismien jatkamislausetta kéytetddn usein konstruoimaan annetun laa-
jennoksen automorfismeja eli Galois’'n ryhmén alkioita. Liséksi siitd seuraa suo-
raan juurikuntien ja algebrallisten sulkeumien yksikésitteisyys.

KOROLLAARI 16.4. Olkoon K kunta, ja olkoon S joukko K -kertoimisia poly-
nomeja. Kaikki S:n juurikunnat kunnan K suhteen ovat isomorfisia K :n laajen-
noksina. Erityisesti kaikki K :n algebralliset sulkeumat ovat isomorfisia.

TobisTus. Koska id : K — K on kuntaisomorfismi, isomorfismien jatkamis-
lauseesta saadaan K-laajennosten isomorfismi minka tahansa kahden S:n juuri-
kunnan valille. Toinen viite seuraa tésté suoraan, silld kunnan K algebrallinen
sulkeuma on samalla kaikkien K-kertoimisten polynomien joukon juurikunta. [
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L=M L
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Kuva 31. Isomorfismi voidaan jatkaa juurikuntien isomorfismiksi.

Nyt kun on todistettu algebrallisen sulkeuman olemassaolo ja yksikésitteisyys
isomorfiaa vaille, voidaan algebrallisista laajennoksista puhuttaessa aina rajoittua
sopivan alkukunnan algebrallisen sulkeuman alikuntiin. Mika tahansa algebralli-
nen laajennos nimittéin sisdltyy johonkin algebralliseen sulkeumaan, ja kahden
sulkeuman vélinen isomorfismi kuvaa myos kyseisen laajennoksen tuon ennalta
valitun sulkeuman alilaajennokseksi.

16.2. Galois’n laajennosten karakterisoinnista. Algebrallinen laajennos
L/K on Galois, jos K on suurin L:n alikunta, jonka kaikki K-automorfismit kiin-
nittdvat. Mitd enemmaéan K-automorfismeja on, sitd suuremman joukon ne kiin-
nittavat. Voidaan siis paétella intuitiivisesti, ettd laajennos on Galois, jos siini
voidaan mééaritelld mahdollisimman suuri maard K-automorfismeja.

Olkoon L kunnan K algebrallinen laajennos, ja olkoon €2 jokin K:n algebral-
linen sulkeuma (jotka ovat siis kaikki keskendén isomorfisia). Isomorfismien jat-
kamislauseen perusteella jokainen L:n K-automorfismi voidaan jatkaa Q:n K-
automorfismiksi. Mutta mitkd :n automorfismeista rajoittuvat L:n automorfis-
meiksi? Koska jokaisen K-kertoimisen jaottoman polynomin juuri voidaan iso-
morfismien jatkamislauseen perusteella kuvata toiselle saman polynomin juurelle,
taytyisi L:n sisaltda kaikki ndmé juuret, jos se siséltéé niistd yhdenkin, muuten
joukko L ei ole vakaa kyseisessé kuvauksessa. Laajennoksen L téytyisi siis olla
jonkin polynomijoukon juurikunta. Téatd ehtoa kutsutaan normaalisuusehdoksi:
kunnan L kuvaa jossakin 2:n K-automorfismissa ¢ kutsutaan L:n konjugaatiksi,
ja normaalisuus takaa, ettd jokaiselle L:n konjugaatille patee o(L) C L. (Vertaa
tatéd aliryhmén normaalisuuden késitteeseen.)

Laajennoksen automorfismien maaré voi rajoittua toisellakin tavalla. Jaotto-
man polynomin jokaisen juuren voi kuvata mille tahansa toiselle juurelle, mutta
joskus kay niin, ettd erillisten juurien lukuméarad on pienempi kuin polynomin
aste. Toisin sanoen jotkin polynomin ensimmaéisen asteen tekijoistd ovat samoja.
Tamé vahentdd myos erilaisten automorfismien maéraé.

MAARITELMA 16.5. Olkoon K kunta, ja olkoon p € K[X] jokin jaoton poly-
nomi. Oletetaan, ettd L on K:n laajennos ja « € L. Jos p on jaollinen polynomilla
(X — a)™ jollain n > 1, sanotaan, ettd a on polynomin p moninkertainen juu-
ri. Jos p:lla ei ole lainkaan moninkertaisia juuria juurikunnassaan K:n suhteen,
sanotaan, ettd p on K:n suhteen separoituva.
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Kuva 32. Algebrallisen laajennoksen automorfismeja menetetééan,
jos juuret kuvautuvat laajennoksen ulkopuolelle tai itselleen.

Polynomia f kutsutaan separoituvaksi, jos sen jokainen jaoton tekija on se-
paroituva. Polynomin separoituvuuden selvittdmiseksi on olemassa néppéré testi,
joka hy6dyntaa polynomin derivaatan késitettd. Vaikka polynomialgebrassa ei voi-
dakaan yleensd maéaéritelld metriikkaa eiké raja-arvoja, polynomeja voidaan silti
derivoida muodollisesti tutuilla derivointikaavoilla.

LEMMA 16.6. Olkoon K kunta, ja olkoon f € K[X] polynomi, joka ei ole
vakio. Tdlloin f on separoituva, jos ja vain jos syt(f, f') = 1.

TopIsTus. Osoitetaan ensin, ettd jos f,g € K[X] ja L on K:n laajennos,
niin f ja g ovat keskendén jaottomia renkaassa L[X], jos ja vain jos ne ovat
keskendén jaottomia renkaassa K[X]. Toinen suunta on selvi, joten oletetaan,
ettd syt(f,g) = 1 renkaassa K[X]. Télloin af + bg = 1 joillain a,b € K[X]. TAméa
yhtalo pétee myos renkaassa L[X], joten syt(f,g) = 1 myds renkaassa L[X].

Oletetaan nyt, etta syt(f, f’) = 1, ja tarkastellaan f:n jakokuntaa L. Jos o € L
on sellainen, ettd f = (X — a)? - g, niin

ff=2X-a) g+ (X —a) ¢ =(X—-a)29+ (X —a)g),

joten X — a jakaa myos polynomin f’. TAmé& on ristiriita sen kanssa, ettd f ja f’
ovat keskenéén jaottomia renkaassa L[X].

Oletetaan sitten, ettd polynomi f jakautuu juurikunnassaan L erillisiksi en-
simmadisen asteen tekijoiksi, ja merkitddn f = [/~ (X — «;), missé luvut a; € L
ovat erillisid. Tulon derivointisddnnon nojalla

n
=TI —ay).

i=1ij
Nyt jokaisella k pétee f'(ax) = [lx.;(X — aj) # 0, joten polynomeilla f ja f’
ei ole yhteisia juuria. Olkoon nyt d € K[X] jokin polynomien f ja f’ yhteinen
tekijd. Koska L on polynomin f juurikunta ja d on f:n tekijd, myos d:n kaikki
juuret 16ytyvat kunnasta L. Lisiksi jokainen naista juurista on polynomien f ja f’
yhteinen juuri, koska d jakaa molemmat polynomit. Téllaisia juuria ei ole, joten

polynomin d tiaytyy olla vakio. Téiten polynomien f ja f’ suurin yhteinen tekija
on yksikko. O
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Laajennoksen alkiota nimitetdédn separoituvaksi, jos sen minimipolynomi on
separoituva. Koko laajennos on separoituva, jos sen jokainen alkio on separoituva.
Seuraava lause, jonka todistuksen perusideaa hahmoteltiin ylla, esittaéd térkeim-
mén tavan karakterisoida Galois’'n laajennokset.

LAUSE 16.7. Oletetaan, ettd L on kunnan K algebrallinen laajennos. Seuraa-
vat ehdot ovat yhtdpitdvia:

i) L/K on Galois’n laajennos.
ii) L/K on normaali ja separoituva.
iii) L on jonkin separoituvista polynomeista koostuvan joukon juurikunta kun-
nan K suhteen.

Jos lahtokunnan karakteristika on nolla, derivaattatestin perusteella jokainen
laajennos on separoituva. Jos nimittdin f on jaoton polynomi ja polynomeilla f
ja f’ on yhteinen tekija g, joka ei ole vakio, niin g tiytyy olla fm liittoalkio.
Silloin deg(f) = deg(g), mutta koska deg(f’) = deg(f) — 1, niin g ei voi olla
polynomin f’ tekija. Niin saadaan viela eris karakterisointi Galois’'n laajennoksille
siinéd tapauksessa, ettd separoituvuutta ei tarvitse erikseen mainita.

LAUSE 16.8. Oletetaan, ettd L on kunnan K algebrallinen laajennos ja K:n
karakteristika on nolla. Tdalloin L/K on Galois, jos ja vain jos se on jonkin poly-
nomijoukon juurikunta K :n suhteen.

16.3. Adsrelliset kunnat. Luvussa 10 néhtiin, etté jokaisen #dérellisen kun-
nan koko on p™, missa p on alkuluku ja n positiivinen kokonaisluku. Nyt voidaan
lopulta osoittaa, ettd jokaista téllaista lukua p™ kohti on olemassa kyseista kerta-
lukua oleva kunta. Lisdksi kaikki samaa kertalukua olevat kunnat ovat keskenaén
isomorfisia.

LAUSE 16.9. Olkoon p alkuluku ja n posititvinen kokonaisluku. On olemassa
kunta K, jonka koko on p™. Lisdksi tamd kunta on isomorfiaa vaille yksikdsittei-
nen.

Tobistus. Olkoon (2 kunnan F,, algebrallinen sulkeuma. Tarkastellaan poly-
nomia f = X?" — X, ja merkitdéin sen juurten joukkoa L C Q. On helppo nihda,
etté joukko L on kunnan € alikunta. Talléin L myo6s sisdltdd valttamatta alku-
kunnan F,,. Liséksi f = p" - XP"~1 _ 1 = —1, joten derivaattatestin perusteella
f on separoituva kunnan IF,, suhteen. Siispa kaikki fm juuret ovat erillisid, joten
kunnan L koko on p".

Olkoon sitten M miké tahansa kunta, jonka koko on p™. Téma kunta sisil-
tad alkukuntanaan kunnan K, joka on isomorfinen kunnan IF, kanssa. Koska
|M*| = p™ — 1, niin a?"~! = 1 kaikilla @ € M*. Téten jokainen kunnan M al-
kio on polynomin f juuri (silld myos 0 on f:n juuri). Toisaalta polynomilla f on
korkeintaan p™ juurta, joten M on f:n juurikunta kunnan K suhteen. Isomorfis-
mien jatkamislauseesta seuraa, ettd kaikki téllaiset juurikunnat ovat kesken&in
isomorfisia. O

Asrellisten kuntien multiplikatiivisilla ryhmilld on sellainen merkittévé omi-
naisuus, ettd ne ovat kaikki syklisid. Tamén osoittamiseksi kéytetddn ryhmén
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eksponentin kasitettd. Ryhmén G eksponentti exp(G) on pienin positiivinen ko-
konaisluku m, jolle patee ¢™ = 1 kaikilla ¢ € G. Toisin sanoen eksponentti on
ryhmén alkioiden kertalukujen pienin yhteinen jaettava.

LEMMA 16.10. Olkoon G waihdannainen ryhmd. Tdllgin loytyy alkio g € G,
jonka kertaluku on exp(G).

Tobistus. Koska K* on vaihdannainen, se voidaan kirjoittaa p-ryhmien suo-
rana tulona Gy X --- X G, missi |G| = p! kaikilla 4 (todistus harjoitustehtéva).
Olkoon g; € G; se alkio, jonka kertaluku ryhméssi G; on suurin, ja olkoon tdmé
kertaluku m;. Ryhmén G; jokaisen alkion kertaluku on jokin p;:n potenssi, misté
seuraa, ettd h™¢ = 1 kaikilla h € Gj.

Olkoon nyt g = (g1,92,-.-,9n) € G, ja olkoon g:mn kertaluku m, jolloin eri-
tyisesti exp(G) > m. Toisaalta jokaisella ¢ pétee nyt g/ = 1, mistéd seuraa, etté
m;|m. Jos siis h = (hy,...,h,) € G, niin

K™= (R, R = (1., 1),

Taten myos epayhtald exp(G) < m pétee, joten g on alkio, jonka kertaluku on
exp(Q). O

LAUSE 16.11. Jos kunta K on ddrellinen, niin (K*,-) on syklinen ryhmd.

TobisTus. Merkitdén m = exp(K™). Jokaisella g € K* pétee g™ = 1, jo-
ten jokainen ryhmén K™ alkio on polynomin X" — 1 juuri. T4alla polynomilla on
kuitenkin korkeintaan m juurta, joten |K*| < m. Toisaalta edellisen lemman mu-
kaan m on jonkin alkion g € K* kertaluku, joten |K*| = m, ja g virittdd ryhmén
| K*]. O

16.4. Polynomien ratkeavuus. Galois pystyi nimeddn kantavan teorian
avulla lopulta selvittdmé&an tésmélleen, mitka rationaalikertoimiset polynomit voi-
daan ratkaista kuntalaskutoimitusten ja juurenoton avulla. Tamé tulos riippuu
vahvasti siitd, ettd tiettyihin kuntalaajennosten ketjuihin liittyy Galois’'n ryhmén
normaali jono, minké osoittamiseksi puolestaan taytyy tuntea seuraava Galois’n
teorian peruslauseen jatko-osa.

LAUSE 16.12 (Galois'n teorian peruslause, 2. osa). Oletetaan, ettd L/K on
adrellinen Galois’n laajennos, ja merkitiin G = Gal(L/K). Jos H = Gal(L/M),
missa M on jokin laajennoksen K /L wvdilikunta, niin

[L:M]=|H| ja [M:K|=|G:H].
Lisiksi H on normaali G:ssd, jos ja vain jos M /K on Galois’n laajennos. Tdssd

tapauksessa G/H = Gal(M/K).

L <——{id}

[L:M] ‘ H
M H
‘ (M:K] G/H
K G
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ToODISTUS. Sivuutetaan. O

Tutustutaan seuraavaksi polynomin ratkeavuuden mééaritelmaén. Se muistut-
taa huomattavasti geometrisen konstruoituvuuden ehtoa.

MAARITELMA 16.13. Kunta L on kunnan K juurilaajennos, jos on olemassa
jono kuntia
K=KycK,C---CK,=1,

missd K1 = K;(a;) jollain a; € K;41, ja liséksi a;* € F; jollain n; € N.

Jos n = max{n;}, missd luvut n; ovat kuten edellisessd maaritelméassa, sano-
taan, ettd L/K on kertaluvun n juurilaajennos.

Oletetaan, ettd f € K[X]. Jos on olemassa juurilaajennos L/K, jossa f ja-
kautuu ensimmaéisen asteen tekijéihin, sanotaan, ettd f on juurtamalla ratkeava.
Kéaytannossa tdmé tarkoittaa sitéd, ettd f:n juuret voidaan kirjoittaa lausekkeina,
joissa esiintyy yhteen-, vihennys-, kerto- ja jakolaskun liséksi mielivaltaisia juu-
rilausekkeita. Seuraava Evariste Galois'n todistama lause julkaistiin vasta hénen
kuolemansa jalkeen vuonna 1843.

LAUSE 16.14 (Galois). Olkoon K kunta, jonka karakteristika on 0, ja olkoon
f € K[X]. Olkoon L polynomin f juurikunta K :n suhteen. Tdalloin f on juurta-
malla ratkeava, jos ja vain jos Gal(L/K) on ratkeava ryhmd.

Tobistus. (Hahmotelma.) Oletetaan, ettd f on juurtamalla ratkeava, jol-
loin on olemassa kertaluvun n juurilaajennos M /K, joka sisiltdd juurikunnan L.
Nyt M/K ei valttamétta ole Galois'n laajennos, mutta se on separoituva, koska
char(K) = 0. Olkoon M laajennoksen M/K normaali sulkeuma eli pienin nor-
maali laajennos, joka siséltdi kunnan M. T#lléin laajennos M /K on Galois. Tek-
nisistd syistd asetetaan K7 = K (w), missi w on e?™i/n ykkésen n:s juuri. Voidaan
osoittaa, ettd, M /K7 on edelleen kertaluvun n juurilaajennos, joten on olemassa
kuntien jono

K:K()CKlCKQC"'CKr:M,
misséd K11 = K;(a;) ja af € K;. Téassa kuntajonossa jokainen laajennos K, 1/K;
on Galois, ja jokainen Gal(K;;1/K;) on vaihdannainen ryhma.

Merkitdin G = Gal(M /K) ja H; = Gal(M /K;). Galois'n teorian peruslauseen
perusteella on olemassa aliryhmien jono

Peruslauseen toisen osan mukaan H;y; on normaali ryhmassa H; kaikilla i, silla
K;11/K; on Galois'n laajennos. Jono () on siis normaali jono. Koska liséksi tekija
H;/H;y1 = Gal(K;41/K;) on vaihdannainen ryhma kaikilla ¢, ndhdaén, ettd G
on ratkeava ryhma. Ratkeavien ryhmien teorian perusteista seuraa, ettd myos
Gal(L/K) = G/ Gal(M /L) on ratkeava.

Toinen suunta etenee samalla periaatteella mutta vaatii viela enemman tekni-
sia aputuloksia. O

Voidaan kysyé, mitd hyotyd Galois’n lauseesta oikeastaan on. Néyttdd nimit-
tain siltéd, ettd sen selvittdmiseksi, onko jokin polynomi juurtamalla ratkeava, on
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tunnettava sen juurikunnan Galois’n ryhmé. Témén juurikunnan tunteminen taas
tuntuu edellyttdvin sitéd, ettd juuret on jo loydetty. Kéaytdnnossa kuitenkin voi-
daan vahaisistd juurten luonnetta koskevista tiedoista péételld ryhmien teorian
avulla yhta ja toista juurikunnan Galois’n ryhmésté, vaikka itse juuria ei tunnet-
taisi. Seuraavassa tésté erés esimerkki.

ESIMERKKI 16.15. Tarkastellaan polynomia f = X° —4X 4 2. Tamé polynomi
on Kisensteinin kriteerin perusteella jaoton Q:n suhteen, joten silld ei ole ratio-
naalijuuria. Toisaalta piirtamall& polynomifunktion =z +— f(x) kuvaaja voidaan
paatelld, ettd f:114 on kolme reaalijuurta, joten se voidaan jakaa tuloksi

f=X-a)(X —a)(X —a3) g,

misséd «; € R kaikilla ¢, ja g on toisen asteen reaalikertoiminen polynomi.

Kuva 33. Polynomifunktion f(x) = 2° — 4z + 2 kuvaaja.

Olkoon L C C polynomin f juurikunta, jolloin L/K on Galois'n laajen-
nos. Polynomilla f on yhteensé viisi kompleksijuurta, ja jokainen juurikunnan Q-
automorfismi maaraytyy siitd, miten se permutoi naitéd juuria. Voidaan siis paatel-
14, ettd Gal(L/K) on isomorfinen jonkin ryhmén S5 aliryvhmén kanssa. Polynomi
f on jaoton, joten se on itse jokaisen juurensa minimipolynomi. Téstd ndhd&én,
etta

[L:K]=[L:Q(a1)] - [Q(a1) : Q] = [L: Q)] - 5.

Galois'n peruslauseen toisen osan perusteella | Gal(L/K)| = [L : K], joten ryh-
mén Gal(L/K) kertaluku on jaollinen viidelld. Cauchyn lauseesta seuraa, etté
Gal(L/K) sisaltaa alkion, jonka kertaluku on 5. Ryhmaéssd S5 kaikki téllaiset al-
kiot ovat b-syklejé. Toisaalta tiedetdéan, etté toisen asteen polynomin g juuret ovat
toistensa kompleksikonjugaatteja, joten kompleksikonjugoinnin rajoittuma juuri-
kuntaan L on Q-automorfismi, joka vaihtaa keskend#in polynomin f ei-reaaliset
juuret ja pitéd reaaliset paikallaan. Ryhméssa S5 tdmé alkio on transpositio.

On varsin suoraviivaista osoittaa, ettd 5-sykli ja transpositio riittévat virit-
taméadn koko ryhmén Sj, mistd seuraa, ettd Gal(L/K) = Ss. Koska S5 ei ole
ratkeava, myOskdan polynomi f ei ole juurtamalla ratkeava.



16. VALIKOITUJA AIHEITA 119

Jo ennen Galois’ta oli tunnettua, ettd n:nnen asteen polynomiyhtal6lla ei ole
yleistéd ratkaisukaavaa, mikali n > 5. Sen olivat nimittédin todistaneet itsenisesti
Ruffini?! vuonna 1799 ja Abel vuonna 1824. Galois’n lause tarkentaa taté tulosta
nayttamalla tdsmaélleen, milld yksittaisilla polynomeilla on ratkaisukaava ja milla
ei. Tulos voidaan myo6s johtaa Galois’'n lauseesta, kun muistetaan, ettd S, ei ole
ratkeava milldan n > 5.

LAUSE 16.16 (Abelin—Ruffinin lause). Olkoon K kunta, jonka karakteristika
on nolla. Jos n > 5, niin n:nnen asteen K -kertoimisella polynomilla et ole yleistd
kaavaa juurten loytdmiseksi.

TobisTus. Yleinen n:nnen asteen polynomi on muotoa
f= (X =YX = ¥3) o (X = %) = X" = sy X" ot (<1)s,,
missé jokainen Y; on tuntematon parametri ja jokainen s; € K[Y7,...,Y,] on ns.
symmetrinen polynomi. Esimerkiksi
si=Y1+Yo+---+Y,
so=Y1Yo+ V1V + - -+ VoVs+ -+ Y, 1Y,

Sp — Y1Y2Yn

Polynomin f kertoimet ovat siis kunnassa Ko = K(s1,...,s,) C K(Y1,...,Yn).
Jos on olemassa ratkaisukaava yleiselle n:nnen asteen polynomille, tdytyy polyno-
min f olla juurtamalla ratkeava kunnan Ky suhteen.

Polynomin f juurikunta on L = K(Y1,...,Y,). Galois'n ryhméan Gal(L/K)y)
alkiot méaraytyvét siitd, miten ne permutoivat virittajia Y;, joten Gal(L/Ky) on
isomorfinen jonkin symmetrisen ryhmén 5, aliryhmén kanssa. Toisaalta mika ta-
hansa tuntemattomien permutaatio kiinnittda jokaisen symmetrisen polynomin
s;, joten Gal(L/Kjp) = S,. Koska S,, ei ole ratkeava, kun n > 5, myoskaan f ei
ole juurtamalla ratkeava. Tamé todistaa vaitteen. O
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