Ryhmateoriaa

2. Ryhmain toiminta

Permutaatiot kuvaavat jonkin perusjoukon alkioita toisikseen. Erdat permu-
taatiot jattavat joitain alkioita paikalleen, toiset liikuttavat kaikkia joukon alkioi-
ta. Kaikki permutaatiot muodostavat ryhmén, jossa neutraalialkiona on kaikki
alkiot paikallaan pitdvé identtinen permutaatio.

Ryhmén toiminta yleistdd permutaation kéasitettd. Kaikille ryhmén alkioille
voidaan maaritella tapa, jolla niiden oletetaan vaikuttavan jonkin joukon alkioi-
hin. Tamén tavan tulee olla sopusoinnussa ryhmén rakenteen kanssa; esimerkiksi
neutraalialkion tulisi pitdd kaikki alkiot paikallaan. Toimintojen avulla saadaan
tietoa ryhmén rakenteesta ainakin kahdella tavalla. Ensinnékin ryhméan toimin-
nan kautta voidaan saada ryhmélle esitys esimerkiksi vektoriavaruuden lineaari-
kuvauksina, jolloin ryhméaé paastdan tutkimaan helposti késiteltédvien matriisien
avulla. Toisaalta ryhmaélla voi olla erilaisia toimintoja myds itsessdén, ja naiden
toimintojen tutkiminen ratkaisee suoraan monia ryhmén rakenteeseen liittyvia ky-
symyksia.

2.1. Toiminnan mairitelmi. Oletetaan seuraavassa, ettd G on ryhma ja
X jokin joukko. Merkitéan symbolilla XX kaikkien kuvausten X — X joukkoa.

MAARITELMA 2.1. Kuvausta ¢ : G — X, g — f,, nimitetdéin ryhmén G
vasemmanpuoleiseksi toiminnaksi joukossa X, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

(T1) fe=1idx, missd e on neutraalialkio
(T2) fgn = fgo fn kaikilla g,h € G.

Vastaavasti voidaan maéaaritelld oikeanpuoleinen toiminta korvaamalla jalkimmaéi-
nen ehto ehdolla (T2’) fon, = fn o fy-

Y& oleva méaritelmé soveltuu sellaisenaan myos monoidille. Kéanteisalkioi-
den olemassaolosta kuitenkin seuraa, etta fyo fo-1 = fg.o-1 = fe = id, joten jokai-
nen f, on kidntyva. Jokainen ryhmén alkio vastaa siis jotain bijektiota X — X, eli
kuvauksen ¢ maalijoukko voidaan rajoittaa permutaatioryhméén Sym(X). Talloin
p:sta tulee homomorfismi.

Yleensé on tapana merkitd vasemmanpuoleista toimintaa yksinkertaisemmin
kertolaskun tapaan: fy(z) = gx. (Joskus saatetaan kdyttéd selvyyden vuoksi mer-
kint&déd g.z.) Talloin vasemmanpuoleisen toiminnan ehdoiksi tulee

(T1) ex = x kaikilla z € X
(T2) (gh)z = g(hz) kaikilla g,h € G ja z € X.
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Oikeanpuoleinen toiminta kirjoitetaan vastaavasti oikeanpuoleiseksi kertolaskuksi

fq(x) = xg. Télloin x(gh) = (xg)h.

g e

Kuva 3. Ryhman alkiot vastaavat permutaatioita

Esimerkkeja toiminnoista:

e Joukon X permutaatioryhmé toimii joukossa X luonnollisella tavalla:
ox = o(x) kaikilla permutaatioilla o.

e Vektoriavaruuden kerroinkunnan kertolaskuryhmé (K*,-) toimii vekto-
riavaruudessa skaalarikertolaskulla.

e Kédntyvien n x n-reaalimatriisien ryhmélla GL,(R) on matriisikertolas-
kun maééarittelemé toiminta avaruudessa R™.

e Jos G on ryhma, kaava f, : h — gh madrittelee G:n vasemmanpuoleisen
toiminnan itsessdan. Vastaavasti kaava h — hg maééarittelee oikeanpuolei-
sen toiminnan.

e Jos H < G, kaava zH +— (gr)H mééirittelee G toiminnan H:n sivuluok-
kien joukossa.

e Jos G on ryhma, kaava f; : h — ghg™" madrittelee my0s toiminnan
joukossa GG. Tatd toimintaa kutsutaan komjugoinniksi. Talla toiminnalla
on se ominaisuus, etté jokainen f, on homomorfismi.

e Jos z +— gx on jonkin ryhmén vasemmanpuoleinen toiminta, niin kaava
xg = ¢~ 'x maiirittelee erddn oikeanpuoleisen toiminnan. TAméi seuraa
siité, ettd z(gh) = (gh) "tz = h1(¢7'z) = (zg)h.

1

Joukkoa, jossa on mééritelty ryhmén G toiminta, voidaan kutsua G-joukoksi.
Kahden G-joukon vélinen kuvaus f : X — Y on G-morfismi, jos

g.f(x) = f(g.x) kaikilla g € G jazx € X.

Esimerkiksi K-kertoimisten vektoriavaruuksien valiset lineaarikuvaukset ovat K*-
morfismeja.

2.2. Radat ja vakauttajat. Oletetaan, ettd on mééritelty ryhman G toi-
minta joukossa X. Osajoukkoa Y kutsutaan vakaaksi, jos gy € Y kaikilla g € G ja
y € Y. Jos osajoukko on vakaa, voidaan siind mééaritella G:n toiminta rajoittamal-
la alkuperéistd toimintaa. Minimaalisia vakaita osajoukkoja kutsutaan radoiksi.

MAARITELMA 2.2. Alkion z € X rata on joukko
Gz ={gx | g € G}.

Jos toimivia ryhmié on useita, rataa voi kutsua tdsmaéllisemmin G-radaksi.
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Radat muodostavat joukon X osituksen; vastaava ekvivalenssirelaatio on
r~1 & z=g2 jollain g € G.

Jokainen ratojen yhdiste on vakaa osajoukko. Ratojen joukkoa merkitdan X/G (tai
joskus G\ X, jos halutaan tehd& ero vasemman- ja oikeanpuoleisten toimintojen
valilla).

Miké tahansa osajoukko saadaan vakaaksi, kun rajoitutaan tarkastelemaan
sopivaa aliryhméa.

MAARITELMA 2.3. Osajoukon Y C X wakauttaja on
Gy ={g € G|gy €Y kaikilla y € Y'}.

Jos Y = {y}, merkitdén my6s Gy = G, ja puhutaan alkion y kiinnittdjdstd.

Alkioiden kiinnittéjat® ovat aina G:n aliryhmif, mutteivit vilttamétts nor-
maaleja. Kiinnittajéi voi vakauttaa suurempiakin osajoukkoja: esimerkiksi ryhmén
kertolaskutoiminta itsessdén (g.h = gh) on sellainen, ettd jokaisen neutraalial-
kiosta poikkeavan alkion h kiinnittdja on G, = {e}, joka tietysti kiinnittaa kaikki
ryhmén alkiot.

Esimerkkejéa:

e Vektoriavaruuden V skalaarikertolaskussa jokaisen nollasta poikkeavan
vektorin rata on origon kautta kulkeva suora. Joukko V' \ {0} on vakaa
ryhmén K* toiminnassa. Ositusta P(V) = (V' \ {0})/K* kutsutaan vek-
toriavaruuden V' projektiiviseksi avaruudeksi.

e Ryhméan GL, (R) toiminnassa aliavaruuden (v) C R™ (origon kautta kul-
keva suora) vakauttaja on niiden matriisien joukko, joilla on ominaisvek-
torina v. Toisaalta esim. origokeskisen ympyréin vakauttaja on ns. ortogo-
naalinen ryhmd O,(R). Téhén aliryhméén kuuluvat ne matriisit, joiden
sarakkeet muodostavat ortonormaalin vektorijoukon.

e Ajatellaan ryhméan G Ly (R) toimintaa tasossa. Origokeskisen tasasivuisen
kolmion vakauttaja on kolmion symmetriaryhmd. Voidaan osoittaa, etta
tdma on isomorfinen ryhmén S5 kanssa. Talld tavoin saadaan ryhmén S
esitys tason lineaarikuvauksina.

e Merkitaan N,, = {1,2,...,n}. Maaritellddn permutaatioryhmén S,, toi-
minta pareilla {a,b}, missid a # b, seuraavasti: o{a,b} = {oa,ob}. Jos
parien joukko E tulkitaan jonkin verkon sidrmiksi, niin E:n vakauttaja
on kyseisen verkon automorfismiryhmé.

Kiinnittdjan G, alkiot pitévét x:n paikallaan, ja kukin kiinnittdjén sivuluokka
vastaa jotain alkiota x:n radalla. Tamé todistetaan seuraavassa.

LAUSE 2.4 (Rata-vakauttajalause). Olkoon X jokin G-joukko, ja x € X. Tal-
loin on olemassa bijektio f : G/G, — Gz, jolle patee gG, — gz.

TobIisTus. Osoitetaan ensin, ettd mainittu f on hyvin mééritelty. Jos g ja
g ovat samassa sivuluokassa, niin ¢ = ¢’h jollain h € G,. Alkio h kiinnittiaa

5Yleisen osajoukon kiinnittdja on alimonoidi, muttei valttdméatta aliryhma, ellei osajoukko
tai kiinnittaja itse ole &dérellinen.
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x:m, joten gr = ¢'(hz) = ¢'x. Siispa voidaan maééritella kuvaus f : ¢G, — gz.
Selvastikin f on surjektio radalle Gzx.
Osoitetaan vield, ettd f on injektio. Jos gr = hx joillain g, h € G, niin
h=lgr = h ‘hae = ex =z,

eli alkio h™'g kiinnittdd zm. Niin ollen h~lg € G, mistd seuraa, ettd g ja h
kuuluvat samaan kiinnittdjén sivuluokkaan. O

HuomAuUTUS 2.5. Jos mééritelladn G:n luonnollinen toiminta g.hG, = (gh)Gy
kiinnittajan G, sivuluokkien joukossa, voidaan osoittaa, ettéd edellisen lauseen bi-
jektio f on itse asiassa G-joukkojen isomorfismi.

Kuva 4. Kiinnittdjan sivuluokat vastaavat yksi yhteen radan alkioita

MAARITELMA 2.6. Ryhmén G toimintaa joukossa X sanotaan transitiiviseksi,
jos kaikilla z,y € X 16ytyy jokin g € G, jolle gx = y. Télloin sanotaan myos, etta
G-joukko X on homogeeninen.

Jokainen rata on homogeeninen joukko. Toisaalta ryhmé toimii transitiivises-
ti, jos ja vain jos joukko X on jokaisen alkionsa rata. Transitiivisen toiminnan
tapauksessa rata-vakauttajalauseesta saadaan hyodyllinen seuraus.

LAUSE 2.7. Oletetaan, ettd ryhmda G toimii transitiivisesti joukossa X . Olkoon
H jonkin alkion kiinnittdja. Talloin®

1X| =[G : H].

Tobistus. Merkitddn H:n kiinnittdmaa alkiota z. Rata-vakauttajalauseesta
2.4 saadaan bijektio Gz — G/H. Koska toiminta on transitiivista, patee Gx = X,
josta véaite seuraa. U

KOROLLAARI 2.8. Oletetaan, ettd G toimii joukossa X (ei vdlttamdattda tran-
sititvisesti). Olkoon T kaikkien G-ratojen edustajisto, eli joukko, joka sisdltid jo-
kaisesta radasta tasmdlleen yhden alkion. Talloin pdtee

| X| = Z[Gti]-

zeT

6Aliryhmén indeksi on méaritelty vain &dérellisessd tapauksessa. Lauseen todistus kuitenkin
toimii sellaisenaan myos darettomilla mahtavuuksilla.
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TobisTus. Jokainen rata Gz on homogeeninen joukko, joten edellisen lauseen
mukaan |Gz| = [G : G;]. Tulos seuraa siité, ettd radat muodostavat joukon X
osituksen. O

ESIMERKKI 2.9. Ryhmét S3 ja So toimivat luonnollisesti joukoissa {1,2,3} ja
{1,2}. Néiden toimintojen avulla voidaan tuloryhmélle S3 x S mééritelld toiminta
joukossa N5 = {1,2,3,4,5} seuraavasti:

j 1,2,3
(0_1’ O'2)’I’L _ 01 (’I’L), .?OS n e { ) 4y }’
o2(n—3)+3, josne {45}

Ryhmén Ss alkiot siis toimivat tavalliseen tapaan joukossa {1,2,3}, ja ryhmén So
ainoa 2-sykli (12) vaihtaa alkiot 4 ja 5 kesken&én. TAmé toiminta ei ole transitii-
vista: alkion 1 rata on joukko {1,2,3}, ja alkion 4 rata on joukko {4,5}.

Alkion 1 kiinnittdjé on aliryhmé

G1 = {(id,id), (id, (12)), ((23),id), ((23),(12))},
joka on isomorfinen Kleinin neliryhmén kanssa. Sen kolme sivuluokkaa ovat Gj,
((12),id)Gy ja ((132),id)G1, jotka vastaavat radan alkioita 1, 2 ja 3.

Koska jokainen muotoa (o, (12)) oleva pari liikuttaa alkiota 4, timén alkion
kiinnittaja Gy sisiltyy aliryhméaén Ss x {id}. Toisaalta edellisen lauseen mukaan

INs| =[G : G1] + [G : Ga] = 12/4 +12/|G4| = 3 + 12/|Gul,

joten kiinnittdjassa G4 on kuusi alkiota. Siispd G4 = S5 x {id}.

2.3. Konjugointi. Ryhmiéssd G voidaan méaritelld G:n konjugointitoiminta
fg:h— ghg~!. Koska jokainen kuvaus fg on homomorfismi, aliryhméat kuvautu-
vat konjugoitaessa aliryhmiksi. Néin ollen konjugointitoiminta voidaan méaéaritella
my6s ryhmaén aliryhmien joukossa. Molemmissa tapauksissa alkion kuvia toimin-
nassa nimitetain sen konjugaateiksi. Konjugaatit ovat siis joko muotoa 9h = ghg™!
(alkioiden konjugointi) tai 9H = gHg~ ' (aliryhmien konjugointi).

Jos G toimii konjugoimalla itsessédn, ratoja kutsutaan konjugaattiluokiksi ja
alkioiden kiinnittajia keskittdjiksi. Alkion z konjugaattiluokkaa merkitiin ©z.
Kaksi alkiota kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan, jos ne ovat toistensa kon-
jugaatteja. Neutraalialkio muodostaa aina oman konjugaattiluokkansa. Seuraava
tulos kertoo konjugaattiluokkien térkeydesté; todistus jatetdan harjoitustehtévak-
Si.

LAUSE 2.10. Jokainen normaali aliryhmd on konjugaattiluokkien yhdiste.

Alkion z keskittdjiaa ryhméssd G merkitaéan
Ca(z) ={g9€ G |gag™' =z}.
Konjugointitoiminnan symmetrian vuoksi g € Cg(h) jos ja vain jos h € Cg(g).
Koska
Ca(zr) ={g9 € G| gz = zg},
alkion z keskittdjad voidaan luonnehtia myo6s niin, ettd se koostuu téasmélleen
niisté alkioista, jotka kommutoivat x:n kanssa. Keskittdjien leikkausta
Z(Q) = ﬂ Cq(z) ={g € G| grg™! kaikilla 2 € G}
xeG
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nimitetdan keskukseksi. Keskuksen alkiot kommutoivat kaikkien ryhmén alkioiden
kanssa, niilld konjugoiminen pitééd kaikki alkiot paikallaan, eivatkéd ne itse liiku
mihinkddn muilla alkioilla konjugoitaessa. Téstd seuraa muun muassa, ettd Z(G)
on ryhméan G normaali aliryhma.

Jos G toimii konjugoimalla omien aliryhmiensd joukossa, ratoja kutsutaan
edelleen (aliryhmien) konjugaattiluokiksi. Aliryhmien kiinnitté&jid sen sijaan nor-
malisoijiksi, ja merkitaan

Ne(H)={9€G|gHg ' =H}={g€ G |gH = Hg}.
Nimitys selvidd méaritelmésta: Jos g on normalisoijan alkio, niin g:hen liittyvat
vasen ja oikea H:n sivuluokka yhtyvat. Téstd saadaan normalisoijalle luonneh-

dinta, jonka mukaan aliryhmén H normalisoija on suurin aliryhmd, jossa H on
normaali. Esimerkiksi Ng(H) = G tésmalleen silloin, kun H < G.

Edella todistetuista lauseista 2.7 ja 2.8 saadaan nyt seuraavat versiot.
LAUSE 2.11. Alkion x konjugaattiluokan koko on

G

\ g;] =[G : Ca(x)].

LAusE 2.12 (Luokkayhtélo). Olkoon C' jokin ryhmdin G konjugaattiluokkien
edustajisto. Tdalloin

Gl =) [G: Calx)).

zeC



