3. Symmetriaryhmia

Symmetrioita kdytetdén usein helpottamaan monimutkaiseen struktuuriin liit-
tyvid ongelmia. Symmetriaryhmét koostuvat permutaatioista, jotka sailyttévat
jonkin tietyn rakenteen. Téllainen yleinen maéritelma voi oikeastaan kuvata mi-
td tahansa ryhméé (kaikki ryhmét ovat isomorfisia jonkin permutaatioryhmén
kanssa), ja joskus sanotaankin, ettd ryhméteoria on nimenomaan symmetrioiden
tutkimista. Liséksi se, mita rakennetta symmetrioiden sallitaan muuttaa, vaihtelee
hyvin paljon. Esimerkiksi nelion symmetriaryhméén lasketaan sellaisetkin permu-
taatiot, jotka peilaavat nelion jonkin lavistdjan suhteen, vaikka téllaista muun-
nosta varten nelio tdytyy “nostaa tasosta irti” ja kaantad ympéri.” Sen sijaan
kuution symmetriaryhméan ei lasketa muita kuin kolmiulotteisessa avaruudessa
tapahtuvia kiertoja; kuutiota ei saa peilata poikkileikkaavan tason suhteen, niin
ettd etusivu ja takasivu vaihtuisivat paittéin.

Téassa luvussa tarkastellaan esimerkinomaisesti, mitd symmetrioista saadaan
tietdd ja mihin niitd voidaan kéyttda. Koska symmetriat ovat permutaatioita,
aloitetaan tutustumalla tarkemmin permutaatioihin.

3.1. Symmetriset ryhmit ja permutaation etumerkki. Merkitdan n
ensimmaéisen positiivisen kokonaisluvun joukkoa N, = {1,2,...,n}. Symmetrinen
ryhmd S, on tdmén joukon kaikkien permutaatioiden muodostama ryhmé. Sopi-
valla alkioiden numeroinnilla voidaan maéritelld ryhmén S,, luonnollinen toiminta
misséd tahansa darellisessd joukossa X = {z1,...,z,} kaavalla oz, = To(n)-

Symmetrisen ryhmén alkioita on yleensd kétevintd merkita syklien avulla. Jos
ai,-..,ay ovat joukon N, eri alkioita, niin m-sykli p = (a1 ... am) on sellainen
permutaatio, etta

plas) = {ai+17 J:OS 2 <m,
ai, jos i = m.

Muut alkiot p pitééd paikallaan. On helppo ndhd4, etté jokainen permutaatio voi-
daan kirjoittaa erillisten syklien tulona, esimerkiksi

S (; 2 g):(12)(3)(465).

Tama esitys on syklien jarjestystéa seké kirjoitusasua vaille yksikésitteinen, esimer-
kiksi (123)(45) = (54)(231). Usein yhden alkion syklit jatetaan merkitsemétta.

Kahden alkion syklejé nimitetaén vathdoiksi tai transpositioiksi. Jokainen sykli
voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona, silla

(a1 az -+ am) = (a1 a2)(az az) - (am-1 am).

Tastd seuraa, ettd mielivaltainen permutaatio voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona.
Tallainen esitys ei ole millddn muotoa yksikésitteinen, mutta osoittautuu, etté
saman permutaation esityksesséd vaihtojen lukumééréd on aina joko parillinen tai
pariton. Témé&n osoittamiseksi méaritellidn ensin permutaation etumerkki.

"Tarkemmin sanoen, jos L on peilaus, ei ole olemassa jatkuvasti parametrisoitua tason etéi-
syydet sdilyttavien lineaarikuvausten perhetta (A;), missi ¢t € [0,1] ja Ap = id, Ay = L. Tama
johtuu siité, ettd peilauksen determinantti on —1.
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MAARITELMA 3.1. Oletetaan, ettd permutaation o € S, esityksessé erillis-
ten syklien tulona on t syklia (1-syklit mukaanluettuina). Téll6in permutaation o
etumerkki on

sgn(o) = (—=1)" 1,

Maaritelméan perusteella esimerkiksi m-syklin etumerkki on 1, jos ja vain jos
m on pariton. Vaihdon etumerkki on siis —1. Osoitetaan seuraavaksi, ettd etu-
merkkikuvaus on ryhméhomomorfismi.

LEMMA 3.2. Jos B € Sy, ja T on jokin vaihto, niin sgn(r3) = —sgn(B).

TobisTus. Merkitaan 7 = (a b). Olkoon py - - - p; permutaation 3 esitys erillis-
ten syklien tulona (1-syklit mukana). Jos a ja b esiintyvit samassa syklissi, esim.
pr=(a ¢c ... ¢ b d ... d,niin

7',01:(@ clT ... Ck)(b d1 dl).
Téssé tapauksessa permutaatiolla 73 on sykliesitys (7p1)p2 - - - pt, jossa on yhteensé
t + 1 syklis. Etumerkin mééritelméin mukaan sgn(r3) = (—1)"~ ¢+ = —sgn(3).

Toisaalta, jos a ja b esiintyvit eri sykleissd, esim. p1 = (@ ¢1 ... «¢) ja pa =
(b di ... d),nin
Tp1p2:(a c1T ... Cg b d1 dl).

Talloin permutaation 73 sykliesityksesséa on yksi sykli vihemmén kuin G:n esityk-
sessé, joten sgn(73) = (—1)"~ =1 = —sgn(p). O

LAUSE 3.3. Kaikilla o, B € S, pitee
sgn(af) = sgn(a) sgn(B),

eli kuvaus sgn : S, — ({1, —1},-) on ryhmdahomomorfismi.

TobisTus. Oletetaan, ettd o voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona 7y - - - 7,,,, mis-
sd m on pienin mahdollinen. Kaytetdan induktiota tulon pituuden m suhteen. Jos
m = 1, niin « on itse vaihto, jolloin tulos seuraa edellisestd lemmasta. Olete-
taan sitten, ettd m > 1 ja viite patee kaikilla m:44 pienemmilla luvuilla. Nyt
To - -+ Ty, ON erdén permutaation minimaalinen esitys vaihtojen tulona. Jos nimit-
tdin 7o+ Ty, = 010y, Missd r < m — 1, niin « = 7071 - 0,, mikd on ris-
tiriidassa luvun m minimaalisuuden kanssa. Nain ollen edellisestd lemmasta ja
induktio-oletuksesta seuraa

sgn(af) = sgn(ry -+ ) = —sgn(rz - Ty 3)

i.o.

—sgn(re -+ 7)) sgn(f)
= sgn(7 -+ ) sgn(B)
= sgn(a) sgn(3).
Tamaé todistaa induktioaskeleen. O

Y14 olevan lauseen mukaan permutaation etumerkki voidaan selvittéaa kirjoit-
tamalla permutaatio vaihtojen tulona: etumerkki on 1, jos ja vain jos vaihtojen
lukumééra on parillinen, silld sgn(o) = sgn(7y) - - - sgn(7,,) = (—1)™. Talléin per-
mutaatiota kutsutaan parilliseksi, muuten parittomaksi. Parilliset permutaatiot
muodostavat tédrkedn normaalin aliryhmén.
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MAARITELMA 3.4. Etumerkkihomomorfismin ydinté
Ker(sgn) = {o € S, | o on parillinen}
kutsutaan alternoivaksi ryhmdksi ja merkitdan A,.
LAUSE 3.5. Josn > 2, niin [Sy, : Ap] = 2.
Tobistus. Koska n > 2, niin vaihto (12) kuuluu ryhméén S,,. Téten sgn

on surjektio kahden alkion joukolle {1, —1}. Homomorfialauseen nojalla 16ytyy
bijektio Sp/An — {1, —1}. 0

3.2. Konjugointi symmetrisessi ryhmaéissi. Symmetrisessi ryhméssa al-
kion konjugaatit 16ydetéadn helpoiten sykliesityksen avulla. Konjugointi yksinker-
taisesti permutoi sykliesityksen symboleja.

LAUSE 3.6. Olkoot o, 7 € S,,. Oletetaan, ettd T:n esitys erillisten syklien tulona
on

T = (a171 . al,kl) s (am71 N amkm) .
Merkitidn o(a; ;) = ag,j kaikilla © ja j. Tdlloin T:n konjugaatille pdtee
o — (a'l’l all,kl) (a;ml a;n’km) .

TobisTus. Merkitdan viitteessé esiintyvéaa tuloa

! / !/ !/ /
T = (a171 “e . al’kl) .. (am71 “ e am,km)

ja osoitetaan, ettd 7o' = 7/. Olkoon sité varten b € N,, mielivaltainen. Koska

o on bijektio, 10ydetaan jokin a € N, jolle b = a’. Jos T pitad a:n paikallaan, niin
7/ pitdd puolestaan b:n paikallaan. Talléin oro~1(b) = o7(a) = o(a) = b = 7/(b).

Oletetaan sitten, etté a esiintyy jossain syklissé, jonka pituus on suurempi kuin
1. Jérjestelemalld sykleja tarvittaessa uudestaan, voidaan valita, ettd a = aq1.
Tallin pétee
70 (b) = 7(a) = (@11 ai2 ... aig)-.a11 = aipo.

Liséiksi ndhddén, ettd b = af 4, joten

T'(b) = (all,l ajy - alugl) Layy =djy = o(arg).

Saatiin, ettd mielivaltaisella alkiolla b € N,, pétee 7/(b) = o(a12) = oro L(b).
Siispd vaite on todistettu. O

Symmetrisessd ryhméssa samaan konjugaattiluokkaan kuuluvat siis tdsmélleen
ne alkiot, joilla on sama syklityyppi, eli joiden sykliesityksesséd on sama lukuméara
samanpituisia sykleja. Syklityyppié voidaan merkité jonolla (¢1,ta, ..., t,,), missi
t1 >ty > -ty ja > ;t; = n. Tallaista jonoa nimitetddn luvun n ositukseksi.
Esimerkiksi permutaation (12)(345)(6) syklityyppi on (3,2,1).

ESIMERKKI 3.7. Tarkastellaan ryhméa Ss, joka koostuu 1-, 2- ja 3-sykleisté.
Sen konjugaattiluokat ovat

Cr={id}, G2 =1{(12),(23),(13)} ja Cs={(123),(132)}.
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Ainoastaan konjugaattiluokkien yhdiste voi olla normaali aliryhmé. Toisaalta ali-
ryhmén tdytyy aina sisdltda neutraalialkio, joten epétriviaaleja normaaleja aliryh-
mié voivat olla ainoastaan yhdisteet C; UCy ja C7 UC3. Ensimmaéisessé on 4 alkio-
ta, joten se ei voi olla aliryhmé, koska 4 { 6. Jalkimmaéinen yhdiste on alternoiva
ryhmé Az, joka on tunnetusti normaali aliryhma.

Alternoivassa ryhmaéssé tilanne on monimutkaisempi. Esimerkiksi A3 on vaih-
dannainen, misté seuraa, ettd sen jokainen konjugaattiluokka on yksié. Edellisen
esimerkin luokka C3 C As siis jakautuu As:n toiminnassa kahdeksi eri luokaksi.
Tamé johtuu siitd, ettd ainoa alkio, joka konjugoisi alkion (123) alkiolle (132),
sattuu olemaan transpositio. Seuraavan lauseen avulla voidaan paételld, milloin
jokin konjugaattiluokka jakautuu siirryttiessé alternoivaan ryhméén. Oletetaan,
ettd alkiolla o € S, on esitys p; - - - pp, erillisten syklien tulona, ja ettd syklit on
jarjestetty pituuden mukaan laskevaan jarjestykseen.

LAUSE 3.8. Olkoon Kg alkion o konjugaattiluokka ryhmdssd Sy ja vastaavasti
K4 saman alkion konjugaattiluokka ryhmdssi A,. Nyt Kg # K 4, jos ja vain jos

() syklien p; pituudet ovat parittomia ja erillisid.

Tillgin |Ka| = |Ks|.

Tobistus. Tarkastellaan alkion o keskittajid. Merkitaan Cg = Cg, (o) ja
Cy = Cy,(0) = CsnN A,. Koska Cy < Cg, 10ytyy Lagrangen lauseen jokin
positiivinen kokonaisluku k, jolle k - |C'4| = |Cg|. Lauseen 2.11 mukaan taas

. n!
n!=|Cs|-|Ks| ja 5 = |Cal - [ K 4l

Naista yhtaloistd voidaan lopulta péaatelld, ettd |K4| = k/2-|Kg|. Toisaalta, koska
K4 C Kg, niin k£ on joko 1 tai 2.

Tarvitsee siis vain todistaa, ettd ehto (%) pétee, jos ja vain jos Cy4 = Cg.
Oletetaan, ettd o € Cg. Lauseen 3.6 perusteella jokaisella i 16ytyy jokin sellainen
J, ettd *p; = p;. Jos ehto (x) pétee, téytyy olla i = j, koska syklit ovat eri pituisia
ja ne on jarjestetty pituuden mukaan. T&lloin o = pf jollain k. Koska syklin p;
pituus on pariton, sen etumerkki on 1. Edelleen sgn(«) = 1, joten o € Cy.

Oletetaan sitten, ettéd ehto (x) ei pade. Talloin voidaan l6ytéaé sellainen o € Clg,
ettd sgn(a) = —1 (harjoitustehtéva). Néin ollen Cg # Cjy, ja viite on todistettu.
O

3.3. Diedriryhmaét. Tarkastellaan joukosta N, = {1,2,...,n} muodostet-
tujen jarjestdméttomien parien joukkoa
X ={{a,b} | a,b € N, a # b}.
Madritelladn tassa joukossa ryhmén S, toiminta kaavalla o.{a,b} = {o(a),c(b)}.
Joukon X osajoukkoja voidaan ajatella verkkoina, joissa solmuina ovat joukon N,
alkiot ja sdrminé parit {a,b}. Verkkoa

B, ={{1,2},{2,3}, ..., {n— 1,n}, {n,1}}.

nimitetaan monikulmiokssi.
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KuvA 5. Monikulmio E,,

Etsitddn monikulmion FE, vakauttaja G. Taméa koostuu kaikista mahdollisis-
ta verkon solmujen permutaatioista, jotka sailyttévit sdrmérakenteen, joten se on
monikulmion symmetriaryhmé. Vakauttaja G toimii nyt vakauttamassaan moni-
kulmiossa samalla tavalla kuin S,,.

Sérmén {1,n} kiinnittdja aliryhmén G toiminnassa siséltaa kaksi alkiota:
identtisen kuvauksen ja petlauksen

o=(1 n)(2 n-1)...(k n—k),

missé k = [n/2] (kokonaisosa). Toiminta on selvéisti transitiivista, joten lauseen 2.7
perusteella |G| = |Gy |[En| = 2n. Etsitddn nuo 2n symmetriaryhmén alkiota.
Sykli p= (12 ... n) eli kierto on vakauttajassa G, ja sen potensseista saadaan jo
n alkiota. Koska mikéén kierron positiivinen potenssi ei kiinnita sdrmia, o ei kuulu
aliryhméan (p), ja taten kyseinen aliryhmé ja sen sivuluokka o(p) ovat erillisié.
Naistéa saadaan jo yhteensé 2n alkiota, joten jokainen symmetriaryhmén alkio on
joko muotoa p’ tai op’ jollain j € {0,1,...,n — 1}.

MAARITELMA 3.9. Diedriryhmd® Do, on monikulmion E,, vakauttaja.

Edella todettiin, etta alkiot p ja o virittavéit diedriryhmén, ja jokainen diedri-
ryhmén alkio voidaan kirjoittaa muodossa p’/ tai op’. Suoraviivaisella laskulla
nahdéén, etté

p=mn n—-1 ... 2 1)=p1
josta sitten seuraa, etté J(pf ) = p~J. Erityisesti po = op~!. Tamin tiedon avulla
voidaan rekonstruoida koko ryhmén laskutoimitustaulu, mika johtaa seuraavaan
havaintoon.

LAUSE 3.10. Jos ryhmdan G virittdid kaksi alkiota v ja s, joille pitee
r =1, 2 =1 ja srs=r"1,
niin G = Dsy,.
Diedriryhmiissi (0p)? = opop = p~1p = id, ja toisaalta o - op = p. Néin ol-
len diedriryhman virittaa kaksi involuutiota eli kertalukua kaksi olevaa alkiota,
joiden tulon kertaluku on n. Osoittautuu, ettd myos tdmé ominaisuus karakteri-

soi diedriryhmén taydellisesti. Seuraavan lauseen todistus sivuutetaan (ks. esim.
Rotman: An Introduction to the Theory of Groups).

8diedri = kaksitahokas (kr.)
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LAUSE 3.11. Jos ryhmdn G wvirittdid kaksi alkiota a ja b, joille pditee
a? =1, V=1 ja (ab)" =1,

niin G = Dsy,,.

3 4 3
KuvaA 6. Peilauksia erdéssa diedriryhméssi. Huomaa, etta peilauk-
sen konjugaatille pitee pop~t = op~lp~! = op~2.

Diedriryhmét ovat sddnnollisten monikulmioiden symmetriaryhmié. Kiinnit-
tdmalla sddnnollinen monikulmio keskipisteestdédn tason origoon ja valitsemalla
sopivat lineaarikuvaukset kuvaamaan kiertoa ja peilausta, voidaan helposti néyt-
téd, ettd diedriryhmé on isomorfinen erdén dérellisen lineaarikuvausryhmén kans-
sa. Koska Dg = S5 (niissé on yht& monta alkiota), talld tavoin saadaan jo aiemmin
mainittu ryhmén Ss esitys tason lineaarikuvausten joukkona. Voidaan osoittaa, et-
ta sellaisia darellisié tason lineaarikuvausten ryhmaén aliryhmia, jotka sailyttavét
pisteiden viliset etédisyydet, ovat ainoastaan sykliset ryhmét C), ja diedriryhmét
Day,.

3.4. “Burnsiden” kaava. Esimerkkind symmetriaryhmien sovelluksista esi-
tetdén seuraavassa niin sanottu Burnsiden lemma. William Burnside (1852-1927)
oli huomattava brittimatemaatikko, joka loi perustan ryhméteorian tutkimukselle
Englannissa. Han todisti lukuisia keskeisid ryhméteorian lauseita, mutta Burnsi-
den lemmaksi nimitettavé lause ei itse asiassa kuulu niihin. Burnside esittad ky-
seisen lemman kirjassaan “The Theory of Groups of Finite Order” mainiten sen
l6ytajaksi saksalaisen Ferdinand Frobeniuksen, mutta mythemmistd painoksista
lahdeviite on jostain syysté poistettu. Traditioon on sittemmin iskostunut viitata
tulokseen Burnsiden lemmana, mutta erityisesti ryhméteoreetikot tapaavat vit-
sailla aiheesta kutsuen lausetta “Ei-Burnsiden lemmaksi”.

MAARITELMA 3.12. Oletetaan, ettd G toimii joukossa X. Alkion g € G kiin-
topistejoukko on

Fix(g) = {z € X | gz = z}.

Lause 3.13 (Ratojenlaskentalause eli Burnsiden lemma). Oletetaan, ettd G
toimii ddrellisessd joukossa G. Tdlldin
1

X/G| =
X/61 =g

> | Fix(g)l-

geG
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TobisTUs. Se lukumééré, kuinka monta kertaa jokin tietty z € X luetellaan
summassa y_, | Fix(g)[, on tésmilleen |G|, silld z on kiintopistejoukossa Fix(g)
jos ja vain jos g € G. Téten

> IFix(g)l = ) |Gal,

geG zeX

ja rata-vakauttajalauseen seurauslauseen 2.7 perusteella

1
S G =1GI Y Gl

zeX zeX

Oikeanpuoleisessa summassa tietty termi 1/|Gx| luetellaan yhtd monta kertaa,
kuin radassa Gz on alkioita. Néistd termeistd koostuva osasumma on selvésti
|Gz|-1/|Gx| = 1, ja koska radat muodostavat osituksen, kokonaissummaksi tulee
ratojen lukumaédra | X/G|. Siispé

> la. =Gl |1x/a,
zeX

josta véaite seuraa. U

ESIMERKKI 3.14. Lasketaan, kuinka monella tavalla kuution tahkot voidaan
varittdd n eri varid kayttdmalla. Varitykset lasketaan samaksi, jos ne saadaan
toisistaan kuutiota kiertamalla.

Virityskysymys voidaan formalisoida seuraavasti. Numeroidaan kuution tah-
kot yhdestad kuuteen ja kéytettavat vérit yhdestd n:aén. Télloin jokainen véritys
on kuuden alkion jono (ai,as,as,as,as,as), missé a; € N, kaikilla 4, ja kaikkien
viritysten joukko on NS. Kuution symmetriaryhmi G toimii téssi joukossa luon-
nollisella tavalla: jos ¢ € G tuottaa kuution tahkojen permutaation o € Sg ja
a € NS on jokin viritys, niin (g.a); = aq(;) kaikilla .

Kaksi véritystd a ja b samastetaan, jos patee g.a = b jollain kuution kierrolla
g € G. Tama tarkoittaa sitd, ettd a ja b kuuluvat samaan rataan. Kysymykses-
sd halutaan siis selvittdéd ratojen lukumééra. Ratojenlaskentalauseen perusteella
riittaa selvittda kaikki kiintopistejoukot.

Tehtévaa helpottaa, jos jaetaan symmetriat konjugaattiluokkiin. “Samantyyp-
piset” kierrot kuuluvat samaan konjugaattiluokkaan, ja jos g ja h ovat konjugaatte-
ja, niin |Fix(g)| = |Fix(h)|. Tarkastellaan esimerkiksi neljainnesympyrén kiertoa
vastakkaisten tahkojen keskipisteiden kautta kulkevan akselin ympéri. Tallaisia
akseleita on yhteensa 3, ja kierto voidaan tehdé joko myota- tai vastapéaivaan. Ky-
seiseen konjugaattiluokkaan kuuluu siis 6 kiertoa. Jokainen téllainen kierto kiin-
nittda tdsmalleen ne véaritykset, joissa akselin suuntaiset tahkot ovat samanvéariset.
Niité virityksid on tuloperiaatteen mukaan n® kappaletta, silld akselin lavistamil-
le tahkoille voidaan valita mitkéd tahansa vérit, ja muille tahkoille valitaan jokin
kolmas vari.

Alla olevassa taulukossa esitetdin kaikki tarpeelliset laskelmat konjugaatio-
luokittain. Symmetriat on ilmoitettu kiertoakselin ja kiertokulman avulla.
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+

Kuva 7. Kuution symmetria-akselit

symmetria g € G |%g| | | Fix(g)]
identtinen kuvaus 1 n®
tahkojen keskipisteiden ympéari 90° 6 n3
tahkojen keskipisteiden ympari 180° | 3 n?
nurkan ympéari 120° 8 n?
sarmén keskipisteen ympari 180° 6 n?

Tuloksena saadaan nyt ratojenlaskentalauseen mukaan

1 1
1X/G| = 57 3 |Fix(g)| :ﬂ(n6+3-n4+12-n3+8-n2).
geG

Jos véreja on esimerkiksi kolme, saadaan 1368/24 = 57 erilaista véritysté.



