3.5. Sisdiset symmetriat. Kuution varitysesimerkissa 3.14 tarkasteltiin yk-
sittdisten alkioiden sijaan niiden konjugaattiluokkia ja todettiin, ettd konjugaat-
tiluokkia vastaavat luonnollisella tavalla erityyppiset kiertoakselit ja eri kiertokul-
mat. Tarkastellaan vield ldhemmin tatd konjugointia.

Otetaan esimerkiksi kaksi eri kiertoakselia A ja B, joista kumpikin kulkee
erdiden vastakkaisten nurkkien kautta. Kierto B:n ympéri saadaan kadntamalla
kuutio ensin symmetrialla g niin, ettd B siirtyy akselin A paikalle, suorittamalla
sitten kierto h akselin A ympéri, ja kadntamaélla kuutio lopuksi takaisin. Nahdéaan,
ettd kierto B:n ympéri on itse asiassa g~ 'hg, eli A:n ympéri tapahtuvan kierron
konjugaatti.

Ryhmén alkiolla ¢ € G konjugointi tuottaa ryhmén sisdisen isomorfismin
h +— 9h, eli niin sanotun automorfismin. Automorfismit ovat ryhmén symmet-
rioita: ne ovat permutaatioita, jotka siilyttdvat ryhmén laskutoimitusrakenteen.
Konjugoinnista saatavia automorfismeja kutsutaan sisdisiksi, ja ne muodostavat
ryhmén Inn(G).

Ryhmalld voi olla muitakin kuin sisiisid automorfismeja. Kaikkien automor-
fismien ryhmé&é merkitaan Aut(G). Sisédiset automorfismit ovat kuitenkin sellaisia,
jotka sailyttavit myos ryhmén toiminnan ominaisuudet. Véritysesimerkissé todet-
tiin, etta esimerkiksi Fix(g) = Fix(h), jos g ja h ovat samassa konjugaattiluokassa
eli saadaan toisistaan jotain sisdisté symmetriaa kayttdmalla.

On mahdollista osoittaa, ettd kuution symmetriaryhmén kaikki automorfismit
ovat sisdisid. Kaikille ryhmille tdméa ei kuitenkaan péde. Helppo esimerkki saa-
daan Kleinin neliryhmasta Vy. Koska se on vaihdannainen, milla tahansa alkiolla
konjugointi pitdé kaikki alkiot paikallaan, joten Inn(Vy) = {id}. Toisaalta kaikki
ryhman Vj neutraalialkiosta poikkeavat alkiot ovat keskendin tdysin samanarvoi-
sia, ja mikéd tahansa niiden permutaatio on kyseisen ryhmén automorfismi. Téten
Aut(VZ;) = Sg.

4. Ryhmien sisdinen rakenne

Téassé luvussa tarkastellaan joitakin tapoja paasté késiksi ryhmien sisiiseen
rakenteeseen. Useimmat tuloksista ovat erityisen kéayttokelpoisia darellisten ryh-
mien tapauksessa.

4.1. Sylowin® lauseet. Lagrangen lause kertoo, ettd #drellisen ryhmén jo-
kaisen aliryhmén kertaluku jakaa ryhmén kertaluvun. Voidaanko sitten jokaista
ryhmén kertaluvun tekijaa p kohti 16ytda aliryhmé, jonka kertaluku olisi p? Vas-
taus on yleisessa tapauksessa kielteinen, silla esimerkiksi ryhmalla A4 ei ole kuu-
den alkion aliryhméé, vaikka | A4| = 12. Kuitenkin, jos p sattuu olemaan alkuluku,
téllainen aliryhma 16ytyy. Tamén tuloksen todisti Augustin Louis Cauchy vuonna
1845. Peter Sylow paransi tulosta vuonna 1872 osoittamalla, ettd itse asiassa jo-
kaista sellaista p:n potenssia kohti, joka jakaa ryhmén kertaluvun, 16ytyy kyseisté
kertalukua oleva aliryhmaé, ja suurimmat niistd ovat kaikki keskendén isomorfisia,
jopa konjugaatteja.

9IPeter Ludwig Mejdell Sylow (1832-1918), norjalainen ryhméateoreetikko.

32



4. RYHMIEN SISAINEN RAKENNE 33

Sylowin lauseet liittyvéat aliryhmiin, joiden kertaluku on jonkin alkuluvun po-
tenssi. Téllaisilla ryhmilld on muutenkin monia kiinnostavia ominaisuuksia; esi-
merkiksi niill& on aina epétriviaali keskus.

MAARITELMA 4.1. Olkoon p alkuluku. Asrellistd ryhmé#é sanotaan p-ryhmdksi,
jos sen kertaluku on p™ jollain m > 1.

MAARITELMA 4.2. Oletetaan, ettd ryhmén kertaluku on p*m, missi p on al-
kuluku, & > 1, ja m ei ole jaollinen p:11a. Sellaista aliryhmé4, jonka kertaluku on
p¥, kutsutaan Sylowin p-aliryhmiksi.

Sylow kaytti lauseidensa todistamisessa ylld mainittua Cauchyn tulosta, mutta
sittemmin lauseet on todistettu uudestaan monellakin eri tavalla. Tassa luvussa
seurataan Helmut Wielandtin kombinatoriseen havaintoon perustuvaa esitysta,
jota varten tarvitaan ensin yksinkertainen aputulos.

LEMMA 4.3. Oletetaan, ettd p on alkuluku, joka ei jaa lukua m € N, ja k on

positiivinen kokonaisluku. Talloin binomikerroin (p;;n) et ole jaollinen luvulla p.

Tobistus. Tarkasteltava binomikerroin on
prmY _ prm(ptm —1) - (pPm —d) - (p"'m - p* + 1)
o N R Ee )
Koska luku m ei sisalld yhtdaan tekijias p, riittad tutkia osoittajan termejd pFm —1,
missé 1 < i < p¥. Olkoon i = plq, missi I € N ja pf¢q. Nyt
k—1

p'm—i=p' " 'm —q),

ja p ei jaa lukua p*~'m — ¢, koska k —1 > 0. Siisp# korkein p:n potenssi, joka jakaa
termin pFm — 4, on p'. Samalla padttelylld p' jakaa kuitenkin my6s nimittéjian
termin p* — i. Koska osoittajassa ja nimittdjdssi on yhtd monta termii, jokainen
tekija p supistuu pois, joten binomikertoimeen ei jaé yhtadn tekijaa p. O

LAUSE 4.4 (Sylow). Oletetaan, etti |G| = p*m, missi k > 1, ja p on alkuluku,
joka ei jaa lukua m. Talloin

(i) Ryhmdlld G on Sylowin p-aliryhmd.
(ii) Ryhman G Sylowin p-aliryhmat ovat keskenddin konjugaatteja.
(iii) Jos s, on Sylowin p-aliryhmien lukumdadrd, niin s, = 1 (mod p), ja s,
jakaa luvun m.

TobisTus. (i) Olkoon A, = {A C G : |A| = pF}. Méiritellién G:n toiminta
téssd joukossa kertolaskulla: gA = {ga | a € A} kaikilla A € A,. Lemman 4.3
perusteella joukon A, koko ei ole jaollinen p:ll&. Tamén vuoksi jollekin radalle
GB pétee p 1 |GB|. Toisaalta B:n kiinnittajélle patee |Gg| = |G|/|GB]|, joten
|G | on jaollinen luvulla p*. Olkoon sitten by € B. Jos g € G, niin gy € B. Niin
saadaan kuvaus g — gbg kiinnittdjaltd G joukolle B. Taméa kuvaus on injektio,
joten |G| < p*. Siispé |G| = p*, ja G on vaadittu Sylowin aliryhmié.

(ii) Olkoon P jokin Sylowin p-aliryhmé, ja @) mika tahansa p-aliryhmé&. Tar-
kastellaan ryhmén @ kertolaskutoimintaa P:n sivuluokkien joukossa. Néiden si-
vuluokkien ma#réa on m, joka ei ole jaollinen p:lld. Koska jokaisen radan koko
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kuitenkin jakaa ryhmén @ kertaluvun (jalleen lause 2.7) eli on p:n potenssi, téy-
tyy ratojen joukossa olla jokin yksié {aP}. Télloin QaP = aP, joten a~'Qa C P.
Taten jokaisella p-aliryhmélla on konjugaatti, joka siséltyy annettuun Sylowin p-
aliryhméén. Jos @ on itse Sylowin aliryhma eli |Q| = | P|, téytyy olla a™'Qa = P.

(iii) Olkoon P edelleen jokin Sylowin p-aliryhmé. Nyt P toimii konjugoimalla
kaikkien Sylowin p-aliryhmien joukossa {P,Q1,...,Q,}. Kuten aikaisemmin, ra-
tojen (eli konjugaattiluokkien) koot jakavat toimivat ryhmén kertaluvun |P| = p*.
Koska P = P, ryhmén P rata on yksi6. Osoitetaan, ettd jokaisen muun radan
PQ, koko on jaollinen p:114. Tlléin nimittiin

sp =1+ Z pki,
i
missé ¢ kay lapi kaikki radat ja k; > 1 kaikilla ¢. Tasta seuraa ensimmainen vaite.

Jos |PQi‘ = 1, niin P siséltyy normalisoijaan Ng(Q;). Selvésti sekd P etta Q;
ovat tdméan normalisoijan Sylowin p-aliryhmid. Toisaalta Q; < Ng(Q;), joten Q;
ja P eivit ole konjugaatteja ryhméssid Ng(Q;). Tama on ristiriidassa kohdan (ii)
kanssa, joten ]PQi‘ > 1, mika oli todistettava.

Viimeinen véite seuraa siitd, ettd ryhméan G konjugointitoiminta kaikkien Sy-
lowin p-aliryhmien joukossa on transitiivista. Talloin nimittain s, = [G : Ng(P)],
joten s, jakaa ryhmén G kertaluvun pFm. Koska sp =1 (mod p), niin Eukleideen
lemman perusteella s, | m. (]

Kaikki Sylowin p-aliryhmat ovat keskendén konjugaatteja, misté seuraa, et-
td ne ovat myoOs keskenéédn isomorfisia. Toisaalta jokainen Sylowin p-aliryhmén
konjugaatti on itse Sylowin p-aliryhma. Jos téllaisia 16ytyy vain yksi, kyseinen ali-
ryhmé on silloin véistdmattd normaali. Sylowin lauseet auttavat télla tavoin ns.
yksinkertaisten ryhmien 16ytdmisessd. Ryhméa sanotaan yksinkertaiseksi, jos silla
ei ole aitoja epétriviaaleja normaaleja aliryhmié.

ESIMERKKI 4.5. Oletetaan, ettd ryhmé, jonka kertaluku on 30, ei voi olla
yksinkertainen. Kertaluvun alkutekijdhajotelma on 2 - 3 - 5. Tarkastellaan ensin
Sylowin 5-aliryhmié. Niitd 16ytyy Sylowin lauseen mukaan s; kappaletta, missa

s5 =1 (mod 5) ja s5 | 6.

Taytyy siis patea joko s5 = 1 tai s5 = 6. Ensimmaisessé tapauksessa aliryhma olisi
normaali, joten tarkastellaan jalkimmaistd. Viiden alkion aliryhméat leikkaavat
toisiaan vain neutraalialkion kohdalla, joten niihin ryhmiin siséltyy neutraalialkio
poisluettuna yhteensa 24 alkiota.

Tarkastellaan sitten Sylowin 3-aliryhmié. Niitd on s3 kappaletta, missa s3 = 1
(mod 3) ja s3 | 10. Néin ollen s3 = 1 tai s3 = 10. Keskitytaan jilleen jalkim-
maiseen tapaukseen, jolloin néistd kolmen alkion aliryhmisté saadaan yhteensé
20 neutraalialkiosta poikkeavaa alkiota. Lisdksi mik&dén néistd ei voi siséltyd Sy-
lowin 5-aliryhméén, joten yhteensé on loydetty jo 24 + 20 = 44 alkiota. Ta&ma on
ristiriita, joten ryhmalld on normaali aliryhma.

Sylowin lauseet auttavat muutenkin ryhmien rakenteen selvittdmisessa.

ESIMERKKI 4.6. Tarkastellaan ryhmi&, joiden kertaluku on 35 = 5 - 7. Nii-
den Sylowin 5-aliryhmien lukumé&érille patee s5 = 1 (mod 5) ja s5 | 7, joten
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néitd ryhmia on vain yksi. Merkitdan sitd kirjaimella P. Samalla tavoin Sylowin
7-aliryhmié on vain yksi; olkoon se ). Seké P ettd () ovat normaaleja aliryhmié,
ja niiden leikkaus on triviaali. Téasté seuraa, etté koko ryhmé on isomorfinen tulo-
ryhmén P x QQ = Zs x Z7 kanssa (todistetaan myohemmin). Liséksi Zs x Z7 = Zss,
joten ryhma on itse asiassa syklinen.

Sylowin lauseesta saadaan seurauksena Cauchyn lause.

LAUsE 4.7 (Cauchy). Olkoon p jokin ryhmdn G kertaluvun alkutekija. TdallGin
G:ssd on alkio, jonka kertaluku on p.

Tobistus. Harjoitustehtéva. O

Asreton p-ryhmé médritellisin niin, ettd sen jokaisen alkion kertaluku on jaolli-
nen p:lli. Airellisessd tapauksessa tima madritelmé on yhtapitiavi aiemman kans-
sa. Lagrangen lauseesta nimittédin seuraa, ettd p-ryhmén jokaisen alkion kertaluku
on jaollinen p:lla. Toisaalta, jos ryhmén kertaluvulla on alkutekija ¢ # p, niin
Cauchyn lauseen perusteella se sisdltééd alkion, jonka kertaluku on gq.

4.2. Tuloryhmit. Olkoot A ja B ryhméan G aliryhmid. Tutkitaan, milloin
niiden tulojoukko

AB ={ab|a € A,b e B}
on aliryhma. Tulojoukon alkioiden g; = a1b1 ja go = agbs tulo on g1g2 = a1b1asbs.
Jos tdma tulo on joukossa AB, niin
bias = afl (glgg) b;l € AB.
——
€AB

Siispd véhimmaisvaatimus sille, ettd tulojoukko olisi aliryhmé, on ettd bjas on
muotoa a't’ joillain a’ € A ja b’ € B. Koska tamén taytyy patea kaikille alkioille,
ehdoksi tulee AB = BA. Taméi toteutuu esimerkiksi silloin, kun jokainen A:n
alkio kommutoi jokaisen B:n alkion kanssa. Vihempikin kuitenkin riittaa.

LEMMA 4.8. Olkoot H ja N ryhmdn G aliryhmida. Jos N on normaali G:ssd,
nitn HN < @.

Tobistus. Kaytetadn aliryhmékriteeria. Selvéisti HN on epétyhja. Olkoot
ai,as € H ja by,bo € N. Koska N on normaali, niin Na;1 = a;lN, joten
biby tay ! = ay ' jollain &' € N. Talloin

albl(agbg)_l = alblbglagl = (alagl)b’ € HN.
Siispd HN on aliryhma. O
Keskitytdan jatkossa siihen tapaukseen, missid molemmat aliryhmét ovat nor-
maaleja.

LAUSE 4.9. Oletetaan, ettd H ja K ovat ryhmdn G normaaleja aliryhmid. Jos
HK =G ja HNK = {1}, niin G = H x K.
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TobisTus. Néytetdan ensin, ettd H:n ja K:n alkiot ovat keskendén vaihdan-
naisia. Olkoot a € H jab € K. Nyt (aba~')b~! € K, koska K on normaali. Samoin
kuitenkin a(ba='b71) € H, joten aba='b~! € H N K = {1}. Tésti seuraa, etti
ba = ab.

Harjoitustehtdvané on osoittaa, ettd jokaisella G:n alkiolla on yksikésitteinen
tuloesitys g = ab, missé a € H ja b € K. Talloin on mahdollista maaritella kuvaus
f G — H x K kaavalla f(ab) = (a,b). Kuvaus on selvisti bijektio. Olkoot
a1,a0 € H ja by,by € K, jolloin

f(a1b1 . agbg) = f(a1a2 . blbg) = (alag, blbg)
= (a1,b1) - (a2,b2) = f(araz) - f(biba).

Téaten f on homomorfismi. O

Jos edellisen lauseen ehdot patevét, sanotaan, ettd G on aliryhmiensd H ja K
sisdinen suora tulo. T&lloin ei yleensa erotella sisdistd tuloa H K ja ulkoista tuloa
H x K, koska ndmé ovat kesken#ddn isomorfiset.

4.3. Isomorfialauseet. Seuraavat Emmy Noetherin muotoilemat tulokset
selvittdvat tekijaryhmien vélisid suhteita. Niiden todistukset nojaavat vahvasti ho-
momorfialauseeseen. Vastaavat tulokset patevit myos renkaille.

LAUSE 4.10 (1. isomorfialause!®). Olkoot H ja N ryhmin G aliryhmid, ja
olkoon N normaali. Talloin HNN <H, ja H/(HNN)= HN/N.

Huomaa, ettd lemman 4.8 nojalla HN on ryhmé. Lisédksi N on normaali ryh-
méassé HN, koska HN < G ja N on normaali G:ssé. Alla oleva Hassen kaavio
voi helpottaa lauseen muistamista. Kaksinkertainen viiva viittaa normaaliin ali-
ryhmaéén. Yhdensuuntaiset kaksoisviivat viittaavat isomorfisiin tekijaryhmiin.

N/HN\ )
N/

HNN

TobisTus. Olkoon 7 : G — G/N kanoninen surjektio, ja olkoon 7’ sen ra-
joittuma ryhméin H. Kuvauksen 7’ arvot ovat siis sivuluokkia hN, missia h € H.
Téllaiset sivuluokat kuuluvat tekijiryhméan HN/N, koska hn € HN jokaisella
n € N.

Selvasti
Kerm'={ge H|ge N} =HNN,
joten H N N on normaali, ja homomorfialauseen perusteella H/(H N N) = Im 7',
Toisaalta, jos gN € HN/N, niin g = hn joillain h € H jan € N. Nyt saadaan
7'(h) = hN = gN, joten Im7’ = HN/N. O

100\ onissa lihteissd homomorfialausetta nimitetéén ensimmaiseksi isomorfialauseeksi. Tél-
16in ensimmaéisestd isomorfialauseesta tuleekin toinen isomorfialause, ja toisesta kolmas.
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HN /N
N
HAN[  © H
H / (HAN)

Kuva 8. Noetherin 1. isomorfialause

LAUSE 4.11 (2. isomorfialause). Olkoot H ja K ryhmdn G normaaleja aliryh-
mid, joille pitee K < H. Talloin H/K on normaali ryhmdssi G/ K, ja

(G/K)/(H/K)= G/H.

Tobistus. Olkoon 7 : G — G/H kanoninen surjektio. Koska K C H, kaikilla
k € K pitee m(k) = H. Lauseen 1.14 perusteella on olemassa homomorfismi
f: G/K — G/H, jolle patee f(gK) = gH. Taméa kuvaus ikddn kuin laajentaa
sivuluokkia ja on selvésti surjektio. Liséksi f(gK) = gH = H jos ja vain jos g € H,
ja tdma on yhtapitévad sen kanssa, ettd gK € H/K. Taten Ker f = H/K, ja tulos
seuraa homomorfialauseesta. O

G/H

H/K bH- e , .........

Kuva 9. Noetherin 2. isomorfialause



