5. Ryhmian kompositiotekijat

Ratkeavan ryhman kéasite kuuluu historiallisesti ensimmaisiin varsinaisen ryh-
méteorian kisitteisiin. Evariste Galois todisti vuonna 1831, etté polynomiyht&loon
liittyy aina tietty symmetriaryhmé, joka permutoi polynomin juuria, ja mahdol-
linen ratkaisukaava saadaan tietynlaisesta jonosta tuon symmetriaryhmén aliryh-
miéd. Ryhméa, jolla on téllainen jono, kutsutaan ratkeavaksi juuri tésté syysta.

5.1. Ratkeavat ryhmait.
MAARITELMA 5.1. Ryhméan G normaali jono on jono aliryhmia G;, joille péatee
G=GoGi>Gy>---G, =1

Tekijaryhmid G;4+1/G; kutsutaan jonon tekijoiksi. Jonon pituus on jonon aitojen
inkluusioiden lukumaéré, joka on sama kuin epéatriviaalien tekijoiden maéré.

Huom. Tassa ja muissakin yhteyksissa tyydytédan yleensd merkitseméan trivi-
aalia ryhméé symbolilla 1, jattdmalla siis joukkosulkeet pois. Samaten normaalin
jonon tekijoitd merkitddn yleensé vain isomorfiatyypin mukaan; ei siis tehdé eroa
esimerkiksi ryhmien As ja Zs valilla.

Ryhmalld voi olla useita erilaisia normaaleja jonoja, joissa voi my6s olla eri
tekijat. Esimerkiksi ryhmélla S4 on muun muassa normaalit jonot Sy > A4 > 1 ja
Sy > V> 1. Edellisen tekijat ovat (isomorfiaa vaille) Co ja Ay, jalkimmaéisen Sj ja
Vy.

Kaikkien normaalin jonon jésenten ei tarvitse olla normaaleja ryhméssa G.
Normaalius ei nimittéiin ole transitiivinen ominaisuus: esimerkiksi

Dg > (p?,0) > (o) > 1
on normaali jono, mutta (o) ei ole normaali ryhméssé Dsg.

ESIMERKKI 5.2. Normaalin jonon tekijat ovat tietyssad mielessé tulon tekijéiden
yleistys. Jos nimittdin G on aliryhmiensd H ja K suora tulo, eli G =2 H x K, niin
G:114 on normaali jono G > H t> 1. Liséksi G/H = K (1. isomorfialauseen nojalla),
joten normaalin jonon tekijat ovat samat kuin tulon tekijat H ja K. Sama pétee
yleisemminkin: jos G = HN, missi H NN =1 ja N < G, niin jonon G > N > 1
tekijat ovat H ja N.

Jonon tekijét eivit kuitenkaan aina vastaa mitdén tuloa. Esimerkiksi neljan
alkion sykliselli ryhmélld Cy = (g) on normaali jono Cy>(g?)>1, jonka molemmat
tekijét ovat isomorfisia ryhmén Cs kanssa. Ryhméa Cy kuitenkin siséltaé vain yhden
C5:n kanssa isomorfisen aliryhmén, joten se ei voi olla kahden téllaisen tekijén tulo.

Ratkeavalla ryhmaélla taytyy olla tietyntyyppinen normaali jono.

MAARITELMA 5.3. Ryhméé sanotaan ratkeavaksi, jos silla on normaali jono,
jonka kaikki tekijat ovat vaihdannaisia ryhmié.

Selvisti kaikki vaihdannaiset ryhmét ovat ratkevia, koska triviaalin jonon G<1
ainoa tekija on vaihdannainen. Myo6s kaikki diedriryhmét ja kaikki darelliset p-
ryhmét ovat ratkeavia. Symmetriset ryhméat Ss ja Sy ovat ratkeavia, silld niilla on
normaalit jonot S3> A3r>1 ja Sy> Ay > Vi 1, joiden tekijét ovat vaihdannaisia.
Sen sijaan S, ja A, eivéit ole ratkeavia, mikéli n > 5. Téhan palataan my6hemmin.
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5.2. Kompositiojonot. Koska normaalius ei ole transitiivinen ominaisuus,
normaalin jonon osajono ei valttdméatta ole normaali. Alkuperaisen jonon jéasen-
ten valiin voidaan kuitenkin usein lisétd sopivia alkioita niin, ettd saadaan uusi
normaali jono.

MAARITELMA 5.4. Normaalia jonoa (H;) sanotaan jonon (G;) hienonnukseksi,
mikali se siséltaa kaikki jonon (G;) jasenet, eli (G;) on jonon (H;) osajono.

MAARITELMA 5.5. Jos ryhmén normaalilla jonolla ei ole triviaaleja tekijoité,
mutta kaikilla sen hienonnuksilla on, jonoa kutsutaan ryhmén kompositiojonoksi.

Kompositiojono on siis tietylla tavalla maksimaalinen normaali jono. Aiemmin
mainittu jono S4>A4>Vy>1 ei ole kompositiojono, silld ryhmélla Vy on epétriviaali
normaali aliryhmé& Cs. Jonon loppupéété voidaan siis hienontaa seuraavasti: - - - >
Vi > Cy > 1. Toisaalta jono S3 > Az > 1 on kompositiojono, silld sitd ei voida
hienontaa ottamatta mukaan triviaaleja tekijoita.

Normaalin jonon tekij6ita voidaan verrata kokonaisluvun tekijéihin. Oletetaan,
ettd n = mj - mo. Jos jompikumpi tekijoistd ei ole alkuluku, se voidaan edel-
leen jakaa pienempiin tekijoihin. Lopulta saavutetaan kyseisen luvun alkutekijé-
hajotelma n = p1po ... p., jonka tekijoitd ei voi endé jakaa epatriviaalilla tavalla.
Kompositiojono vastaa tallaista alkutekijdhajotelmaa. Osoittautuu nimittéin, et-
td ryhméan kompositiotekijat ovat jarjestystd vaille yksikésitteiset. On kuitenkin
huomattava, ettd toisin kuin kokonaislukujen tapauksessa, kahdella ryhmalla voi
olla samat kompositiotekijat, vaikka ryhmét eivét olisi isomorfiset.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd alkutekijiéhajotelman alkulukuja vastaavat nor-
maalin jonon yksinkertaiset tekijat. Ryhméa kutsutaan yksinkertaiseksi, jos se on
epatriviaali eika silla ole aitoja epétriviaaleja normaaleja aliryhmié.

LAUSE 5.6. Ryhmdn G normaali jono (G;) on kompositiojono, jos ja vain jos
sen tekijat ovat yksinkertaisia.

TobpisTus. Oletetaan ensin, ettd normaali jono (G;) ei ole kompositiojono eli
ettd G > H > G jollain k. Noetherin toisesta isomorfialauseesta seuraa talloin,
ettd H/Gg11 < G/Gi+1, ja koska H/Gp4q el ole triviaali, tekija Gy /G4 el ole
yksinkertainen.

Oletetaan sitten, etté jokin tekija G /Gj1 ei ole yksinkertainen eli ettd pétee
H <1 Gy /Gg4q jollain H # {1}. Olkoon 7 : Gy — Gy /Gk11 kanoninen surjektio.
Tarkastellaan alkukuvaa H' = 7~ 'H (ks. kuva 10). Tim# on normaali ryhméssi
Gy, koska H on normaali maalijoukossa. Toisaalta ryhmé Gy 1 on normaali H':ssa,
koska se on normaali suuremmassa ryhméssi Gy. Siispa Gy > H' > G}, 1. Liséksi,
koska 7 on surjektio, pitee mH’' = H. Tilloin nahddan helposti, ettd H' # Gy,
koska H # Gy/Gky1, ja H # Gpi1, koska H # {1}. Néin ollen jono (G;) ei ole
kompositiojono. O

Aiemmin hienonnettu jono
S4I>A4DV4I>CQI>1

on kompositiojono, silld sen tekijat ovat Co, C3, C ja Cs, jotka ovat kaikki yksin-
kertaisia.
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Kuva 10. Tekijan normaalista aliryhméstd saadaan uusi aliryhmé
jonon jasenten Gy ja Gp4q valiin.

Epétriviaalilla darelliselld ryhmaélla on aina kompositiojono. Téméa 16ydetaéan
ladhtemalld hienontamaan normaalia jonoa G > 1. Jokaisesta uudesta syntyvéasta
tekijasta H etsitddn aito epétriviaali normaali aliryhmé K. Témé aliryhmé noste-
taan kanonisen surjektion avulla alkuperiisen jonon jaseneksi, ja uusiksi tekijoiksi
saadaan K ja siihen liittyva tekijiryhmé H/K. Hienonnusta jatketaan niin kauan
kuin tekijoistd 10ytyy normaaleja aliryhmié. Lopulta tekijat ovat kaikki yksinker-
taisia, jolloin saatu jono on kompositiojono. Koska ryhmé on &érellinen, prosessi
paattyy varmasti.

Jos vaihdannaisella ryhmélla on kompositiojono, sen tekijat ovat yksinkertaisia
vaihdannaisia ryhmié. On melko helppo ndhda, etté téllaiset ryhmét ovat darellisia
syklisid ryhmié, joiden kertaluku on alkuluku. Koska alkuperdisen ryhmén kerta-
luku on tekijoiden kertalukujen tulo, tAméa osoittaa, ettd darettomalla vaihdannai-
sella ryhmélla ei voi olla kompositiojonoa. My6s jokaisella dérellisellda ratkeavalla
ryhmélla on jokin kompositiojono, jonka tekijat ovat muotoa C), silld vaihdan-
naisia tekijoita pilkkomalla on paddyttavéd lopulta yksinkertaisiin vaihdannaisiin
ryhmiin.

Epévaihdannaisella darettomalla ryhmélla voi olla tai olla olematta komposi-
tiojono. Esimerkiksi ryhmén Z jokainen aliryhmé& on muotoa nZ. Viimeistéd edel-
liseksi kompositiotekijaksi jaisi siis vaistamatta jokin téllainen aliryhmé, ja koska
nZ ei ole yksinkertainen, tdmaé on ristiriita. Toisaalta esimerkiksi reaalitason line-
aarikuvaukset, joiden determinantti on 1, muodostavat ryhmén SLs(R), ja talla
on kompositiojono SLy(R)>{I, —I}>{I}. Jonon ensimmaéinen tekija on projektii-
visten kuvausten ryhméa PSLy(R), joka on yksinkertainen (todistus sivuutetaan).

5.3. Kompositiotekijoiden yksikasitteisyys. Ranskalainen matemaatik-
ko Camille Jordan todisti vuonna 1868, ettd &darellisen ryhméan kompositioteki-
joiden kertaluvut ovat yksikésitteiset, ja saksalainen Otto Holder tédydensi tulos-
ta vuonna 1889 ndyttamalla, ettd itse tekijat ovat isomorfiaa vaille samat. Tulos
patee myo6s sellaisille &drettomille ryhmille, joilla on kompositiojono. Ryhdytéaan
seuraavaksi osoittamaan tatéd tulosta.

MAARITELMA 5.7. Ryhmén kaksi normaalia jonoa ovat ekvivalentit, jos niiden
kompositiotekijoiden vililld on bijektio ¢, jolle pitee p(A) = B.
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Sen osoittamiseksi, etté tietyn ryhmén kaikki kompositiojonot ovat keskendén
ekvivalentteja, niytetddn, ettd kahdella normaalilla jonolla on aina ekvivalentit
hienonnukset. Koska kompositiojonoilla ei ole epétriviaaleja hienonnuksia, niiden
on itse oltava toistensa kanssa ekvivalentteja. Ensin on kuitenkin todistettava
seuraava tekninen aputulos.

LEMMA 5.8 (Zassenhausin perhoslemma). Olkoot A, B, X ja Y ryhmdin G
aliryhmid. Oletetaan, ettc A <X ja B Y. Talldin

AXNB)JAXNY) ja BANY)<IB(XNY),
ja lisikst tekijaryhmille pdtee
AXNY) _ B(XNY)
AXNB) B(ANY)"

Oheisessa Hassen kaaviossa nékyvét lemmaan liittyvien ryhmien keskindiset
siséltyvyyssuhteet (ryhmét suurenevat ylhaalta alaspéin). Kaksoisviiva merkitsee
normaalia aliryhméé, ja yhdensuuntaiset kaksoisviivat viittaavat isomorfisiin te-
kijairyhmiin. Ylemmét suunnikkaat (etusiivet) perustuvat suoraan 1. isomorfia-
lauseeseen. Alemmat suunnikkaat (takasiivet) puolestaan vastaavat lemman sisél-
to4.

Kuva 11. Zassenhausin perhonen

TobisTus. Merkitaan D = (ANY)(X N B) ja osoitetaan, ettd
AXNY)  XnY

AXNB) D
Ensin todetaan, ettd koska A < X, niin ANY <X NY. Samoin XNBJIXNY.
Tésté seuraa helposti, ettd my6s tulo (ANY)(X N B) on normaali ryhméssd XNY'.

Madritellaan f: A(X NY) — (X NY)/D kaavalla f(az) = 2D, missd a € A
jaz e XNY. Tama f on selvasti surjektiivinen. Homomorfisuuden osoittamiseksi
otetaan alkiot aj,as € A ja 21,29 € (X NY). Koska A < X ja z; € X, ndhdéén,
ettid z1as = a’z jollain a’ € A. Nyt

flarz1 - azz2) = f(ard' - 2122) = (2122) D,
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joten f on homomorfismi.

Osoitetaan vield, ettd kuvauksen f ydin on A(X N B), jolloin haluttu tulos
seuraa homomorfialauseesta. Jos a € A ja z € X N B, niin erityisesti z € D, joten
flaz) = D eli az € Ker f. Toisaalta, jos f(az) = D eli z € D, niin z = yx joillain
y€ ANY jax e X N B. Talléin ay € A, joten az = ayx € A(X N B). Néin ollen
Ker f = A(X N B).

Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd B(X NY)/B(ANY) = (XNY)/D, ja
lemman vaite seuraa isomorfian transitiivisuudesta. O

LAUSE 5.9 (Schreierin hienonnuslause). Ryhmdn G milld tahansa kahdella
normaalilla jonolla on ekvivalentit hienonnukset.

TobisTus. Oletetaan, ettd G:ll4 on normaalit jonot
G=G>G >--->G,=1

ja
G=Hy>H > > H, =1

Edetéén lisdamaélla ensimmaéisessé jonossa aina kahden jonon perdkkéisen jasenen
valiin “kopio” koko toisesta jonosta. Tarkemmin sanottuna, méaaritellaén aliryhmét
Gi,j = Gi+1(Gi N Hj) kaikilla ¢ < n ja 7 < m. Nyt

Gijt1 = Gin1(GiN Hj1) < Gip1(Gi N Hj) = Gij.

Gj
G

i

Kuva 12. Hienonnuksen alkio
Asettamalla A = G4, X = G;, B= Hj1 jaY = Hj, saadaan Zassenhausin
lemmasta, ettd G; ;41 JG; ;. Lisdksi
Gio=Git1(GiNG)=G;  ja  Gim=Gip1(Gi N {1}) = Giya,
joten jono
Goo>Go1 > 2Gom-12G1o> - B2Gr 10> DG m1 21

on jonon (G};) hienonnus. Samalla tavoin voidaan méaaritella H; ; = H;j 1 (H;NG;),
jolloin saadaan jonon (H;) hienonnus

Hoyo> Hi o> H, 10> Ho1>--->Hyp1 B> Hyqg 1 B> 1.

Molemmat hienonnukset sisaltédvat nm tekijaa. Tekijoiden vélille voidaan maéri-
telld bijektio G; /G j+1 — H;;/Hit1 5, ja Zassenhausin lemman avulla néhdéén,
ettd toisiaan vastaavat tekijit ovat isomorfiset. O

KOROLLAARI 5.10 (Jordanin-Holderin lause). Saman ryhmdn kaksi komposi-
tiojonoa ovat aina keskenddn ekvivalentit.
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Tobistus. Edellisen lauseen mukaan kompositiojonoilla on ekvivalentit hie-
nonnukset. Kompositiojonon mééaritelmén perusteella ndiden hienonnusten uudet
tekijat ovat kaikki triviaaleja, joten alkuperaiset jonot olivat jo kesken&ddn ekviva-
lentit. O

Esimerkiksi sykliselld ryhmalla Zsp on muun muassa kompositiojonot
Zso> 3)>(15)>1  ja  Zgo> (5) > (10) > 1.

Ensimmaisen jonon kompositiotekijat ovat jarjestyksessd Cs, Cs ja Coa, ja toisen
jonon tekijat ovat Cs, Cy ja C5. Molemmissa on siis samat tekijat.

Jordanin-Holderin lauseen avulla saadaan uusi karakterisointi darellisen ryh-
man ratkeavuudelle. Ratkeavalla ryhmaélld on normaali jono, jonka tekijat ovat
vaihdannaisia. Aiemmin todettiin, ettd jos ryhmé on &érellinen, sen vaihdannaisia
tekijoita pilkkomalla saatava kompositiojono sisdltda vain syklisid tekijoité, joi-
den kertaluku on alkuluku. Toisaalta Jordanin-Hé6lderin lauseen perusteella milla
tahansa tavalla tuotettu kompositiojono sisaltda samat tekijét.

LAUSE 5.11. Adrellinen ryhmdi on ratkeava, jos ja vain jos silli on normaali
jono, jonka tekijdt ovat syklisia ryhmid, joiden kertaluku on alkuluku.

5.4. Adrelliset yksinkertaiset ryhmit. Koska jokaisella direlliselld ryh-
malld on kompositiojono, darellisten ryhmien teoriaa voidaan lahestyd komposi-
tiotekijoiden kautta. Tama lahestymistapa johtaa kahteen erilliseen kysymykseen:
minkalaisia ovat ddrelliset yksinkertaiset ryhmét, ja milla tavalla kompositioteki-
joista voidaan saada selville koko ryhmén rakennetta koskevia asioita. Jalkimmaéis-
td kysymysta tutkii niin sanottu ryhmdalaajennosten teoria. Tarkastellaan erésta
tdhan liittyvaa esimerkkié.

ESIMERKKI 5.12. Ryhmilla S5 ja Zg on kompositiojonot
Sy>As>1  ja Zg 1> (2) > 1.

Molempien jonojen tekijat ovat Co ja C5. Pelkéstdan kompositiotekijoistéd ei voida
siis paatellda, mikd ryhmé on kyseessd. Téssd suhteessa ryhmén kompositiojono
poikkeaa kokonaisluvun alkutekijdhajotelmasta.

Tekijoiden perusteella voidaan kuitenkin péadtelld ryhmaésta jotakin. Oletetaan,
ettd ryhmalld G on kompositiojono G > H t> 1, jonka tekijat ovat Cs ja Cs. Tama
tarkoittaa sitd, ettd H = C5 ja C5 < G. Koska syt(2,3) = 1, aliryhméa C35 ei voi
sisaltdéd alkiota, jonka kertaluku on 2. Téllainen alkio kuitenkin 16ytyy (esimer-
kiksi Cauchyn lauseen perusteella), joten Cy < G ja Cy N C3 = 1. Nyt on kaksi
mahdollisuutta: voi olla Cy <1 G, jolloin G = (9 x C3 = Zg, tai sitten Cy ﬂ G.

Vaikka C5 ei olisi normaali ryhmésséd G, niin joka tapauksessa G = CoCs.
Koska C3 on normaali, timé rakenne on niin sanottu puolisuora tulo. Puolisuorassa
tulossa jokainen alkio voidaan esittdd yksikésitteisessd muodossa ab, missé a € Cy
ja b € (3. Lisdksi miké tahansa tulo saadaan kaavasta

(albl)(ang) = (alag) (aQ_lblbg) .

Koko puolisuoran tulon rakenne riippuu siis tekijéiden rakenteen lisdksi siité, milla
tavalla ensimmaisen ryhmén alkioilla konjugointi toimii toisessa. Triviaali konju-
gointi johtaa takaisin suoraan tuloon.
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Esimerkin tapauksessa ei ole vaikea osoittaa, ettd mahdollisia epétriviaaleja
konjugointeja on vain yksi: jos 1 # a € Co ja b € C3, niin b = b~!. Ratkaisemal-
la téastd ryhmén kertotaulu nédhdaén, etté kyseessé on itse asiassa Ss3; esimerkiksi
(12)(123) = (132). Niin on l6ydetty kaikki mahdolliset ryhmiit, joiden kompositio-
tekijat ovat Cs ja Cs.

Jos kompositiotekijoiden kertaluvut eivét ole keskendén jaottomia, on myos
sellainen vaihtoehto, ettd ryhmé ei ole lainkaan tekijoidensé tulo. Téastd néhtiin
jo aiemmin esimerkki. Téllaisessa tapauksessa ryhmaéan rakenteen selvittdminen
johtaa hankaliin laajennosteoreettisiin kysymyksiin.

Adrellisten yksinkertaisten ryhmien tunteminen on ensiaskel kaikkien dérellis-
ten ryhmien rakenteen selvittdmisessé. Tamaén askeleen ottamisen aloitti jo Galois
todistamalla seuraavan tuloksen.

LAUSE 5.13. Alternoivat ryhmdt A, ovat yksinkertaisia, kun n > 5 tai n = 3.

Tobistus. (Hahmotelma.) Tapaus Az on selvé, joten oletetaan, ettd n > 5.
Tallsin 3-syklien konjugaattiluokka ei jakaudu ryhméssé A, joten kaikki 3-syklit
ovat keskendén konjugaatteja. Liséksi, jos H < A,,, niin H siséltdi kaikkien alkioi-
densa konjugaatit. Jos siis H sisaltda jonkin 3-syklin, sen taytyy siséltdéd kaikki
3-syklit. Toisaalta ei ole vaikea ndhdé, ettd 3-syklit virittdvat ryhmén A,, kun
n > 3. Lauseen tulos saadaan nyt kdymalla 14pi erilaiset mahdolliset syklityypit
ja osoittamalla, ettd jos H sisaltda tietyn syklityypin permutaatioita, se sisaltaé
my0s jonkin 3-syklin. U

KOROLLAARI 5.14. Alternoiva ryhmda A, on ratkeava, jos ja vain jos n < 5.

TobisTus. Olemme néhneet, ettd pienet alternoivat ryhmét ovat ratkeavia.
Toisaalta, jos n > 5, niin ryhmén As kompositiojonossa on vain yksi tekija, ja se
ei ole vaihdannainen. O

Galois’'n jalkeen yksinkertaisia ryhmié l16ydettiin lisdd, ja erindisten vaiheiden
jalkeen 1980-luvulla alettiin uskoa, ettd kaikki dérelliset yksinkertaiset ryhmét oli-
si loydetty. Tuloksen todistamiseksi koottiin yhteen satoja artikkeleja, joita jou-
duttiin korjailemaan ja paikkailemaan, mutta nykyisin nayttda silta, etta todis-
tuksessa ei pitaisi olla aukkoja. Kukaan yksittdinen ihminen ei ole sita kuitenkaan
pystynyt tarkistamaan. Gorenstein, Lyons ja Solomon ovat aloittaneet projektin,
jossa he kokoavat todistusta yksiin kansiin, ja kyseisestd projektista on muodos-
tumassa yksitoistaosainen kirjasarja.

LAUSE 5.15 (Adrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelulause). Jokainen
gdrellinen yksinkertainen ryhmd kuuluu johonkin seuraavista luokista.

1. Sykliset ryhmdt Cp, missi p on alkuluku. (Ainoat vaihdannaiset ryhmdt.)
2. Alternoivat ryhmdt A,, missi n > 5.

3.a. Klassiset Lie-tyypin ryhmdt.

3.b. Poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmdt.
4. 26 sporadista ryhmdd. (Ainoa ddrellinen luokka.)
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Klassiset Lie-tyypin ryhmét ovat &dérellisten vektoriavaruuksien erityyppisten
lineaarikuvausten muodostamia ryhmié, tai oikeammin néiden ryhmien yksinker-
taisia kompositiotekijoita. Esimerkiksi ortogonaaliset tai unitaariset ryhmét kuu-
luvat naihin. Poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmét ovat samanlaisella konstruktiol-
la saatavia matriisiryhmié, mutta niihin liittyvan vektoriavaruuden dimensio on
rajoitettu. Sporadiset ryhmét ovat ryhmié, jotka eivéit kuulu mihinkddn muista
luokista. Niistd suurinta nimitetdan “hirvioryhmaksi”; ja sen kertaluku on kerta-
luokkaa 8 - 10°3.



