Renkaat ja modulit

Téassé osassa kasiteltdvat renkaat ovat vaihdannaisia, ellei toisin mainita.

6. Ideaalit

Kuten aikaisemmin on todettu, tekijarenkaassa nollan ekvivalenssiluokkaa vas-
taa renkaan ideaali. Ideaalin késitteen otti kdyttoon Richard Dedekind (1831—
1916), ja se pohjautuu Ernst Kummerin (1810-1893) keksimiin “ideaalisiin lukui-
hin”. Késitteen synty on siis lukuteoriassa: monissa lukualueissa kokonaislukujen
vksikéasitteinen alkutekijoihin jako ei onnistu, mutta toisinaan tdméa voidaan kor-
vata jakamalla luvun virittdméa ideaali niin sanottuihin alkuideaaleihin.

6.1. Maaritelmia ja virittaminen. Ideaali on mééaritelmédn mukaan ren-
kaan additiivisen ryhmén aliryhmaé A, jolle patee r A = A kaikilla renkaan alkioilla
r. Jos rengas ei ole vaihdannainen, puhutaan erikseen vasemman- ja oikeanpuolei-
sista ideaaleista (joille patee rA = A tai Ar = A), ja ideaalilla tarkoitetaan sellais-
ta aliryhméé, joka on seké vasemman- ettd oikeanpuoleinen ideaali. Yhdistamalla
aliryhmaékriteeri seké ideaalisuusehto saadaan seuraava tulos.

LAUSE 6.1 (Ideaalisuuskriteeri). Renkaan R osajoukko A on ideaali, jos ja
vain jos

(I1) A#0
(12) a —b € A kaikilla a,b € A
(I3) ra € A kaikilla a € A jar € R.

Renkaan osajoukon X virittdma ideaali on pienin ideaali, joka sisdltda joukon
X, ja sitd merkitdén (X). Yhden alkion virittdmé&s ideaalia nimitetédén paidideaa-
liksi. Padideaalit ovat aina muotoa (z) = {rz | r € R}.

MAARITELMA 6.2. Rengas R on pddideaalirengas, jos se on kokonaisalue ja
kaikki sen ideaalit ovat paiideaaleja.

Esimerkiksi kokonaislukujen rengas (Z, +, -) on paédideaalirengas, silld sen kaik-
ki aliryhmét ovat muotoa nZ = (n). Toinen esimerkki saadaan yhden muuttujan
polynomeista, joiden kertoimet ovat kunnassa K. Nama muodostavat renkaan, jo-
ta merkitddn K[X]. Kyseinen rengas on kokonaisalue, silld kahden polynomin tulo
on nolla, jos ja vain jos jompikumpi tekijéistéd on nolla.

LAUSE 6.3. Polynomirengas K[X| on padideaalirengas.
TobisTus. Oletetaan, ettd A on renkaan K[X] ideaali. Jos A sisiltdé jonkin
vakiopolynomin a # 0, niin a~'a = 1 € A, jolloin A = R = (1). Toisaalta, jos
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A = {0}, niin A = (0). Voidaan siis olettaa, ettd A # {0} ja A ei sisélla nollasta
poikkeavia vakiopolynomeja. Valitaan A:sta polynomi g # 0, jonka aste on pienin
mahdollinen (valttaméatta siis positiivinen). Jos nyt f € A, niin polynomien ja-
koalgoritmin perusteella f = gg+r, missa r:n aste on pienempi kuin g:n. Toisaalta
r=f—gq € A, mutta ¢g:n aste on pienin A:n nollasta poikkeavien polynomien
joukossa, joten r = 0. Néin ollen f = gq, ja koska tdmé pétee kaikilla f € K[X],
voidaan péételld, ettd A = (g). Taten K[X] on pédideaalirengas. O

Useamman kuin yhden muuttujan polynomeille edellinen lause ei pade: esimer-
kiksi renkaassa K[X,Y] ideaali (X,Y’) ei ole yhden alkion virittdmé, koska X ja
Y ovat jaottomia, mutta kumpikaan ei ole toisen tekija. Lause ei myoskaan pade,
jos K ei ole kunta: renkaassa Z[X| ideaali (2, X) ei ole pddideaali. Todistuksessa
ongelma tulee vastaan siiné, etté vaikka 2 on vakiopolynomi, silti 1 ¢ (2, X).

6.2. Alkuideaalit ja maksimaaliset ideaalit. Alkuideaalin késite on kes-
keinen monissa renkaiden sovelluksissa. Oletetaan seuraavassa, ettd R rengas ja A
sen ideaali.

MAARITELMA 6.4. Oletetaan, ettd A # R ja kaikilla z,y € R patee:
jos xy € A, niin x € A tai y € A.
Ideaalia A kutsutaan talloin alkuideaaliksi.
MAARITELMA 6.5. Ideaalia A kutsutaan maksimaaliseksi, jos A # R ja millaan
ideaalilla B ei pdde A C B C R.
Alkuideaalin maaritelmé muistuttaa ldheisesti kokonaisalueen mééritelméa.
Yhteys paljastuu seuraavassa lauseessa.

LAUSE 6.6. Olkoon R rengas ja A sen ideaali. Tdlloin

(a) A on alkuideaali, jos ja vain jos tekijarengas R/A on kokonaisalue
(b) A on maksimaalinen, jos ja vain jos tekijarengas R/A on kunta.

TobisTus. Harjoitustehtéva. U

Lauseesta saadaan nyt suoraan seuraava tulos.

KOROLLAARI 6.7. Jokainen maksimaalinen ideaali on alkuideaals.

Seuraavassa esimerkkeja alkuideaaleista:

e Kokonaislukujen renkaassa ideaali (p) on alkuideaali, jos ja vain jos p on
alkuluku tai nolla. Toisaalta, jos p on alkuluku, tekijarengas Z/(p) = 7Z,
on aarellinen kokonaisalue. Siksi se on kunta, joten ideaali (p) on myoés
maksimaalinen. Siispd ainoa Z:n alkuideaali, joka ei ole maksimaalinen,
on nollaideaali {0}.

e Yleisemmin, padideaalirenkaassa R jokainen nollasta poikkeava alkuide-
aali on maksimaalinen. Jos nimittain (x) # {0} on alkuideaali ja lisaksi
(x) € (y), niin = € (y) eli x = ry jollain r € R. Talléin ry € (x), mut-

ta y & (x), joten alkuideaalin méaaritelmén perusteella r € (x). Edelleen
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r = sz jollain s € R, joten x = ry = szy eli (1 — sy)z = 0. Koska R on
kokonaisalue, ndhdéan ettd sy = 1, mista seuraa R = (y).

e Polynomirenkaassa R[X7, ..., X,| paaideaali (f) on alkuideaali, jos f on
jaoton polynomi.

Todistetaan seuraavaksi tulos, joka varmistaa alkuideaalien riittédvan saata-
vuuden.

LAUsSE 6.8 (Krull). Jokaisella epdtriviaalilla renkaalla on maksimaalinen ide-
aali.

Lauseen todistus on perusesimerkki Zornin'' lemman kéytostia. Koska Zornin
lemma on luonteeltaan joukko-opillinen, on téssé yhteydessé hyva hieman perehtyé
sithen liittyviin késitteisiin.

Zornin lemma on niin sanotun wvalinta-aksiooman toinen muotoilu, joka so-
pii hyvin erilaisten maksimaalisten rakenteiden olemassaolotodistuksiin. Valinta-
aksiooma puolestaan on joukko-opin aksiooma, jota tarvitaan esimerkiksi ei-mi-
tallisen joukon olemassaoloon tai joukkojen vélisten mahtavuuksien vertailuun.
Aksiooman mukaan mille tahansa epétyhjien joukkojen kokoelmalle voidaan méaa-
ritelld kuvaus, joka antaa joukon arvoksi aina jonkin sen sisédltdmén alkion. Tallais-
ta kuvausta kutsutaan yleensé valintafunktioksi. Ongelma valinta-aksioomasta —
tai yhtéd hyvin Zornin lemmasta — riippuvissa olemassaolotodistuksissa on se, et-
ta todistuksen tuottamasta joukosta tai rakenteesta ei yleensé voida sanoa mitéan
tasmallistd. Téasséd mielesséd valinta-aksiooman on sen naiivin joukko-opin perus-
sddnnon vastainen, ettéd jokaisesta alkiosta pitéisi pystyd sanomaan, kuuluuko se
annettuun joukkoon vai ei. Muun muassa'? sen vuoksi on yleensé tapana mainita
erikseen, jos todistuksessa nojaudutaan johonkin valinta-aksioomasta riippuvaan
tulokseen.

Olkoon P jokin joukko ja < sen kaksipaikkainen relaatio. Tarkastellaan seu-
raavia ehtoja:

(J1) Jos a <bjab<c, niin a < ¢ (transitiivisuus).
(J2) Jos a <bjab<a,niin a = b (antisymmetrisyys).
(J3) Kaikilla a,b € P pétee a < b tai b < a.

Jos relaatio < on transitiivinen ja antisymmetrinen, niin paria (P, <) kutsutaan
osittaisjarjestykseksi. Jos my6s ehto (J3) toteutuu, niin pari on tdydellinen jarjes-
tys eli lineaarijdrjestys. Jos sekaannuksen vaaraa ei ole, osittaisjarjestykseksi tai
lineaariseksi jarjestykseksi voidaan nimittda myos joukkoa P tai relaatiota <. Ket-
ju on osittaisjarjestyksen osajoukko, joka on relaation < suhteen lineaarijarjestys.
Alkio m € P on osajoukon A C P yldraja, jos kaikilla a € A pétee a < m. Alkio
m on maksimaalinen, jos ei ole olemassa alkiota a € P, jolle patisi m < a.

LEMMA 6.9 (Zornin lemma). Oletetaan, etti P on epityhji osittaisjirjestys,
jossa jokaisella ketjulla on yldraja. Tdlloin P sisdltad maksimaalinen alkion.

Hpfax August Zorn (1906-1993) oli saksalaissyntyinen amerikkalainen matemaatikko.

12Toinen Syy on se, ettd valinta-aksiooman hyvéksyminen todistuksen ldhtékohdaksi voi
johtaa paradoksaaliselta vaikuttaviin tuloksiin. Erds tunnettu esimerkki on Banachin-Tarskin
paradoksi, jossa valinta-aksiooman avulla konstruoidaan suljetun kuulan jako &irellisen moneen
osaan, jotka uudelleenjirjestamalld saadaan kaksi alkuperidisen kokoista kuulaa.
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ToODISTUS. Zornin lemma on yhtapitava joukko-opillisen valinta-aksiooman
kanssa. Tdmaén todistus sivuutetaan (ks. esim. Enderton: Elements of Set Theory).

O

Kuva 13. Osa erasté osittaisjérjestysta. Téassa jarjestyksessa patee
b < a, mutta alkiota x ei voi vertailla a:n tai b:n kanssa. Seka a
ettd b ovat molemmat ketjun C' ylarajoja, ja a on maksimaalinen
alkio.

LAUSEEN 6.8 TODISTUS. Olkoon R epétriviaali rengas. Tarkastellaan kaik-
kien R:n aitojen ideaalien muodostamaa kokoelmaa P. Tamé on osittaisjarjestys
siséltymisrelaation C suhteen. Liséksi P on epétyhjé, koska se siséltaéd vahintdan
nollaideaalin {0}. Osoitetaan, etté jokaisella ketjulla on yléraja téssé osittaisjar-
jestyksessa.

Olkoon A jokin ketju. Selvésti jokainen A:n alkio siséltyy yhdisteeseen UA,
joten riittda osoittaa, ettd UA € P eli ettd UA on aito ideaali. Ensinnékin se on
epatyhja, koska 0 € {0} € A. Oletetaan, etta r € R ja a,b € UA. Nyt 16ytyy jotkin
ideaalit A ja B, joille patee a € A ja b € B. Koska A on ketju, voidaan olettaa,
ettd A C B. Télloin a,b € B, ja koska B on ideaali, myts a — b € B ja ra € B.
Nain ollen

a—beUA ja ra € UA,
joten ideaalikriteerin perusteella UA on ideaali. Lisdksi UA # R, koska kaikilla
B € P pitee 1 ¢ B. Yhdiste UA on siis erés ketjun A yliraja.

Zornin lemman perusteella joukossa P on maksimaalinen alkio, joka on samalla
haluttu maksimaalinen ideaali. O

Krullin lauseen todistusta hieman muuttamalla saadaan seuraava yleisempi
tulos. Se voidaan my0s johtaa seurauksena Krullin lauseesta.

KOROLLAARI 6.10. Jos A # {0} on renkaan R ideaali, niin on olemassa R:n
maksimaalinen ideaali, joka sisdaltiad A:n.

Jos rengas R ei ole vaihdannainen, alkuideaalin méaaritelma muuttuu hieman.
Tésséd tapauksessa sanotaan, ettéd ideaali A on alkuideaali, jos A # R ja kaikilla
ideaaleilla B ja C pétee

BCcA = BCA tai CcCA.
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Tamé ehto voidaan lausua alkioiden avulla niin, ettd jos bRe C A, niin b € A tai
c € A, kun b ja c ovat mitd tahansa renkaan R alkioita. Vaihdannaisella renkaalla
tdméa palautuu aiempaan méaéritelméan, silla jos be € A, niin bre = ber € A

kaikilla » € R.

6.3. Jakorenkaat ja lokalisointi. Jakorengas on rengas, johon on lisdtty
kéanteisalkioita, jotta jakolasku tulisi mahdolliseksi. Menetelmé tuli osin tutuksi
jo erotusmonoidiesimerkin 1.5 yhteydessa. Télla kertaa tarkastellaan yleisempéaé
tapausta, jossa kddnteisalkiot lisdtdan vain valituille alkioille.

Olkoon R vaihdannainen rengas ja S jokin kertolaskun suhteen suljettu osa-
joukko, joka siséltdd ykkosalkion. Tarkoitus on lisdté renkaaseen R kaikkien S:n
alkioiden kéa#nteisalkiot. Tarkastellaan karteesisen tulon R x S (joka ei yleensé
itse ole rengas) kaksipaikkaista relaatiota

(al,bl) ~ (ag,bg) < c(a1b2 — agbl) =0 jollain ceS.

Tama on sama ekvivalenssirelaatio kuin erotusmonoidiesimerkissé, nyt vain kirjoi-
tettu eri muotoon renkaan laskutoimitusten avulla. Tekijarakennetta (R x S§)/~
nimitetéin renkaan jakorenkaaksi joukon S suhteen ja merkitiin ST!R. Jakoren-
kaan alkiota [(a, b)]~ voidaan merkitdén murtolukumuodossa a/b. Jakorenkaaseen
liittyy kanoninen kuvaus 1 : R — S™'R, missi a +— a/1.

LAUSE 6.11. Seuraavat vditteet pétevit renkaan R jakorenkaalle ST'R:

(a) ST'R on vaihdannainen rengas, laskutoimituksina a/b - c/d = (ac)/(bc)
jaa/b+c/d = (ad+ bc)/(bd).

(b) Kanoninen kuvaus n on rengashomomorfismi.

(c) Jos s € S, kuva-alkiolla n(s) € ST'R on kddinteisalkio.

(d) Kanoninen kuvaus n on injektio, jos ja vain jos S ei sisdlld nollanjakagia.

(e) STIR on nollarengas, jos ja vain jos 0 € S.

TobisTus. Harjoitustehtéva. O

Edellisesti lauseesta seuraa erityisesti, etti jos S = R\ {0}, jakorengas S~'R
on kunta. Jos lisiksi R on kokonaisalue, kuntaa S~!'R nimitetdin R:n osamddrd-
kunnaksi. Esimerkiksi Q on Z:n osamairidkunta.

Ryhdytéaén seuraavaksi tarkastelemaan jakorenkaisiin liittyvia prosessia, jota
nimitetaén renkaan lokalisoinniksi.

MAARITELMA 6.12. Rengasta, jolla on vain yksi maksimaalinen ideaali, kut-
sutaan lokaaliksi tai paikalliseksi renkaaksi.
Alkuideaalin avulla voidaan tuottaa paikallinen jakorengas.

LAUSE 6.13 (Lokalisointi). Olkoon R rengas ja P sen jokin alkuideaali. Talloin
S = R\ P on kertolaskun suhteen suljettu joukko, joka sisaltdd ykkosalkion, ja
jakorengas Rp = S™'R on paikallinen rengas.

Tobistus. Koska P # R, ndhdaén ettd 1 € S. Olkoot a,b € S. Jos tulo ab
ei olisi joukossa S, se kuuluisi alkuideaaliin P. Alkuideaalin méaaritelmén mukaan
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joko a € P tai b € P, mikd on mahdotonta. Taten S on kertolaskun suhteen
suljettu.

Osoitetaan sitten, ettd joukko M = {a/b | a € P,b € S} on ideaali renkaassa
Rp. Koska 0 € P, ndhddéan etta M # ). Olkoot sitten a/b,c/d € M jar/s € Rp.
Talloéin ac—bd € P, koska P on ideaali, ja bd € S, koska S on kertolaskun suhteen
suljettu. Néin ollen

a ¢ ac—bd
—— == M.
bd . bd C
Samoin ra € P ja sb € .5, joten
r oa ra
- -=—€M.
s b sb €

Ideaalikriteerin perusteella M on ideaali.

Néytetdan lopuksi, ettd M on renkaan Rp ainoa maksimaalinen ideaali. Jos
A ¢ M jollain ideaalilla A, niin 16ytyy alkio a/b € A\ M. Talléin a ¢ P, joten
a € S, mistd seuraa, ettd a/b on kddntyva alkio renkaassa Rp. Koska ideaali A
siséltad kdantyvéin alkion, se sisaltéd automaattisesti myos ykkosalkion, ja on siksi
koko rengas. Téasté seuraa, ettd jokainen aito ideaali siséltyy ideaaliin M, joten M
on ainoa maksimaalinen ideaali. O

ESIMERKKI 6.14. Lokalisointi-nimitys tulee algebrallisesta geometriasta. Tar-
kastellaan reaalikertoimisen polynomin p = X? — Y nollakohtien joukkoa tasossa.
Taméi joukko on paraabelin muotoinen algebrallinen kdyra. Koska f on jaoton
renkaassa R[X,Y], sen virittdmé ideaali (p) on alkuideaali. Lokalisoimalla voi-
daan muodostaa paikallinen rengas R[X, Y], . Se koostuu rationaalifunktioista

f/g, missé f ja g ovat polynomeja ja g & (p).

KuvAa 14. Polynomin X? — Y nollakohtien joukko on paraabeli.

Renkaalla R[X, Y], on sellainen ominaisuus, ettd sen sisiltémét funktiot
ovat madriteltyjd melkein kaikissa paraabelin pisteissd. Nimittdin, olkoon g sel-
lainen polynomi, ettd g(z,y) = 0 direttémén monessa paraabelin pisteessi. Tal-
16in voidaan osoittaa muun muassa, ettd g saa arvon nolla kaikissa paraabelin
pisteissd ja ettd p jakaa polynomin g. Néin ollen g € (p), joten kaikilla f péatee
f/9 € RIX, Y], . Voidaan ajatella, etté lokalisoinnin avulla huomio on keskitetty
kaikkien rationaalifunktioiden sijaista sellaiseen alueeseen, jonka funktiot on méa-
ritelty melkein koko paraabelilla. Vastaava konstruktio toimii myos korkeammissa
ulottuvuuksissa.
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Jos rengas ei ole vaihdannainen, tdmén luvun menetelmét eivét sovellu sellai-
sinaan kéytettéaviksi. Itse asiassa ei ole edes selvéd, ettéd epavaihdannaisen renkaan
alkioille ylipdatdan voidaan lisétd kédnteisalkioita. Jakorengas-nimitysta kayte-
tddn kuitenkin myods epévaihdannaisessa tapauksessa sellaisesta renkaasta, jossa
jakolasku on mahdollinen. Téllaista rakennetta voidaan toisaalta ajatella epévaih-
dannaisena kuntana, ja silloin sitd nimitetdén vinokunnaksi.



