7. Modulit

Vektoriavaruudet ovat vaihdannaisia ryhmié, joissa on maaritelty jonkin kun-
nan skalaaritoiminta. Hyvaksymalla kerroinrakenteeksi rengas kunnan sijaan ra-
kenne nimeltd moduli. Modulin késite on siis vektoriavaruuden yleistys, mutta
modulien teoria poikkeaa melko paljon vektoriavaruuksien teoriasta. Yleiselld mo-
dulilla ei esimerkiksi vélttamétta ole kantaa, ja vaikka olisikin, kannan pituus ei
ole valttamatta yksikasitteinen, jolloin dimensiota késitetté ei voida maéaaritella.
Toisaalta jokaiselle vaihdannaiselle ryhmaélle voidaan maééritella luonnollinen mo-
dulirakenne, ja siksi modulien teoria on myo6s suurelta osin vaihdannaisten ryhmien
teoriaa.

7.1. Modulit ja lineaarikuvaukset.

MAARITELMA 7.1. Olkoon R rengas. Vaihdannaista ryhméé (M, +), jossa on
madritelty renkaan R toiminta, nimitetdédn moduliksi. Renkaan toiminta on ren-
kaan kertolaskumonoidin (R, -) toiminta, joka toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla
a,be Rjax,yec M:

(M1) Lz =2

(M2) (ab).xz = a.(b.x)

(M3) (a+b).z =azx+bx
(M4) a.(x +y) =ax+a.y.

Rengasta R kutsutaan modulin kerroinrenkaaksi, ja sen toimintaa skalaarikerto-
laskuksi.

Aksioomat (M1) ja (M2) mééarittelevét kertolaskumonoidin toiminnan, ja loput
aksioomat maéarittavat, miten renkaan ja modulin yhteenlaskut suhtautuvat tuo-
hon toimintaan. Modulin aksioomista voidaan helposti johtaa tuttuja laskusaanto-
ja, kuten 0.x = 0, (—1).x = —z jne. Yleensa toimintaa merkitédin yksinkertaisesti
kertolaskuna jattdmaélla alkioiden vélistéd piste pois.

Téassd maaritelty renkaan toiminta on oikeastaan renkaan vasen toiminta, ja
siksi téllaista modulia nimitetd&n joskus wvasemmaksi R-moduliksi. Vastaavasti
voitaisiin méaaritelld oikeat modulit renkaan oikean toiminnan avulla.

Esimerkkeja moduleista:

e Jos K on kunta, jokainen K-vektoriavaruus on samalla K-moduli, silla
modulin aksioomat ovat tdsmaélleen samat kuin vektoriavaruuden aksioo-
mat.

e Rengas R on itse R-moduli, kun skalaarikertolaskuksi otetaan renkaan
oma kertolasku.

e Jokainen vaihdannainen ryhmé on Z-moduli, kun skalaarikertolaskuksi
madritelladn monikerran ottaminen: n.x = nz = x + --- + = (n ker-
taa). TAmé& on itse asiassa ainoa tapa, jolla Z voi toimia vaihdannaisessa
ryhméssé, silla Z on additiivisena ryhmaéané alkion 1 virittdmaé, jolloin
toiminta méérdytyy taysin aksioomista (M1) ja (M3).

e Jadnnosluokkarenkaiden Z, toiminta ryhmésséd M on myos yksikésittei-
sesti méaaratty: [k],.z = kz (monikerta). Jotta téllainen toiminta olisi
hyvin maéaritelty, tdytyy ryhméssd M péted nax = 0, eli jokaisen alkion
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kertaluvun téaytyy jakaa luku n. Tdmé toteutuu muun muassa silloin kun
|M| = n. Toisaalta esimerkiksi Kleinin neliryhmé on Zg-moduli. Kun p on
alkuluku, rengas 7, on kunta, ja jokainen Z,-moduli on vektoriavaruus.

e Olkoon K kunta. K-kertoimiset m X m-matriisit muodostavat renkaan
M, (K), joka ei ole vaihdannainen. TAdmé rengas toimii matriisikertolas-
kulla vasemmalta sarakevektorien avaruudessa K" ja oikealta vastaavassa
rivivektorien avaruudessa. Vektoriavaruutta K" voidaan siis tarkastella
joko vasempana tai oikeana M, (K )-modulina.

e Renkaan R ideaalit ovat R-moduleja, kun kertolaskuna on renkaan oma
kertolasku. Ideaalit ovat samalla rengasmodulin R alimoduleja (mé&éri-
telma seuraa).

Olkoot M ja N jotain R-moduleja. Kuvausta f : M — N kutsutaan R-
modulithomomorfismiksi tai R-lineaarikuvaukseksi, jos se on skalaarikertolaskun
sailyttavd ryhméhomomorfismi, eli seuraavat ehdot péatevat kaikilla z,y € M ja
a € R:

L) flz+y)=f(2)+ f(y)
(L2) f(a.x) =a.f(x).

Bijektiivista lineaarikuvausta nimitetaén lineaariseksi isomorfismiksi. Lineaariku-
vauksen ydin on sama kuin vastaavan ryhméhomorfismin ydin, eli nollan alkukuva.

Kaikkien R-modulihomomorfismien M — N joukko on itse R-moduli, jos
laskutoimitukset maéritellaan pisteittéin:

(f+9)(@)=fz)+g(x) Ja  (a.f)(@)=0af(z)

T#atd modulia merkitdén Hompg(M, N), tai jos kerroinrengas on selvé asiayhtey-
desté, yksinkertaisemmin Hom (M, N).

7.2. Ali- ja tekijamodulit. R-modulin M alimoduli N on ryhméan M ali-
ryhmé, joka on vakaa kertolaskutoiminnan suhteen. Kaikilla x,y € N jaa € R
taytyy siis patea

(AM1) N #0
(AM2) z —y e N
(AM3) a.x € N.

Ehdot (AM1) ja (AM2) tulevat aliryhmékriteeristd. Ehdoista (AM1) ja (AM3)
seuraa 0 = 0.z € N jollain x € N.

Mielivaltaisten alimodulien leikkaus on aina alimoduli. Lineaarikuvausten ku-
vat ja ytimet ovat myos alimoduleja.

Olkoot A ja B kaksi modulin M alimodulia. Niiden summa on
A+B={a+blacAbec B}.

Tama maéaéritelmé on additiivinen versio aliryhmien tulon méaéritelméastéa. Koska
modulit ovat vaihdannaisia ryhmié, alimodulien summa on aina aliryhmé. Se on
samalla pienin aliryhm4, joka siséltdd summattavansa, eli A+ B = (AUB). Lisdksi
alimodulien summa on itse alimoduli, koska r(a + b) = ra 4+ rb € A + B kaikilla
a€c€ Ajabe B.
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Summaa voidaan yleistaa dérettéméan monelle alimodulille edelld mainitun vi-
ritysominaisuuden avulla. Olkoon (M;);cr perhe'® modulin M alimoduleita. M-
ritellddn néiden alimodulien summa seuraavasti:

> M; = <U Mi> .
el el

Toisin sanoen summa on sellaisten alkioiden x virittdmaé aliryhmé, jotka siséltyvét
johonkin alimoduleista M;. Sen alkiot ovat siis muotoa ) ;. x;, missd z; € M;
kaikilla 7, ja x; = 0 lukuunottamatta &dérellistd méaraéd indeksejd i. Alimodulien
yleinen summa on aina alimoduli.

Modulin M miké tahansa alimoduli N on normaali aliryhméa, koska M on
vaihdannainen. Aliryhmén N suhteen voidaan siis muodostaa tekijaryhmaéa. Tésta
tekijaryhmasta tulee samalla tekijamoduli, silla sivuluokkien skalaarikertolasku

a(x+ N)=ax+ N

on automaattisesti hyvin méaritelty. Jos nimittdin x = y + n jollain n € N, niin
ax = ay+an € ay+ N, silla an € N. Tekijdmodulia merkitaédn tavalliseen tapaan
M/N.

Tekijdmoduleille péatee samanlainen homomorfialause kuin ryhmille ja renkail-
le. Lisdksi Noetherin isomorfialauseet patevat myos modulien tapauksessa.

7.3. Modulien suorat summat ja tulot. Useimpien algebrallisten raken-
teiden tapauksessa kahden rakenteen karteesinen tulo on myo6s samantyyppinen
rakenne (kunnat ovat poikkeus téstd). Kahden R-modulin karteesista tuloa ni-
mitetddn suoraksi summaksi ja merkitddn M @ N. Se on R-moduli, joka koostuu
pareista (m,n), missi m € M jan € N. Useamman modulin tapauksessa summaa
voidaan merkita

ja sen alkioiksi tulevat n-jonot (miy,ma,...,my), missi m; € M; kaikilla i. Aéret-
toméan indeksijoukon tapauksessa suoran summan méaritelmé poikkeaa karteesi-
sen tulon méaritelmésta. Molemmat ovat kuitenkin R-moduleja, ja jalkimmaista
nimitetdén suoraksi tuloksi.

MAARITELMA 7.2. Olkoon (M;);e; jokin perhe R-moduleita. Modulien M;
suora tulo koostuu alkioperheistd = (x;);cr, missé x; € M; kaikilla i. Suora tulo
on R-moduli, kun laskutoimitukset méaritellaan pisteittéin:

(x+y)i =x +y; ja (ax); = ax;.
Suoraa tuloa merkitaan [[,c; M;.
Suoraan tuloon liittyvat kanoniset projektiokuvaukset m; : [[;e; M; — M,
joille pétee mj(x) = z;. Projektiokuvaukset ovat modulihomomorfismeja.
Modulien suora summa on suoran tulon osajoukko. Oletetaan jilleen, ettd

(M;)ier on jokin perhe R-moduleita.

I3Perheelld tarkoitetaan sellaista kuvausta indeksijoukolta I alimodulien joukkoon, jolle p&-
tee i — M;. Jos I = N, tamé on sama kuin jono (Mo, M1, Ma,...).
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MAARITELMA 7.3. Modulien M; suora summa koostuu alkioperheisti (z;);er,
missd x; € M; kaikilla i ja lisdksi z; # 0 vain dérelliselld maaralla indekseja. Suora
summa on R-moduli, kun laskutoimitukset maaritellaén pisteittdin kuten suorassa
tulossa. Suoraa summaa merkitdén @;c; M;.

Suoran summan alkiot ovat siis perheitd, joissa vain &irellisen moni jésen
on nollasta poikkeava. Téllaista perhettd sanotaan ddrelliskantajaiseksi. Suoraan
summaan liittyvét kanoniset injektiot vj : M; — @;cr M;, missé ¢;(y) = (z4)ier ja

y, kuni=j,
T; —
0, muuten.

Esimerkiksi jos indeksijoukko on I = {1,2,3,4} ja a € My, voidaan kirjoittaa
ta(a) = (0,a,0,0). Kanoniset injektiot ovat modulihomomorfismeja. Jokainen suo-
ran summan alkio (z;) voidaan kirjoittaa muodossa >, ¢;(z;). Tdmé summa on
adrellinen (oikeammin &dérelliskantajainen), koska x; = 0 dérellistd indeksijoukkoa
lukuunottamatta. Kanonisille injektioille pétee seuraava lause, jota nimitetdan
suoran summan universaaliominaisuudeksi.

LAUSE 7.4. Olkoon (M;) perhe R-moduleja. Oletetaan lisiksi, etti N on R-
moduli, ja p; on R-lineaarinen kuvaus M; — N jokaisella i. Tdlloin loytyy yksi-
kdsitteinen R-lineaarinen kuvaus 60 : @,; M; — N, jolle pdtee

pi=0ou (7.5)
kaikilla i, eli seuraava kaavio kommutoi:

Pi

7
/
>\ ,7 6

D; M;

M;

N

TobisTus. Jokainen suoran summan alkio z = (z;) voidaan kirjoittaa muo-
dossa © = >, ti(z;). Néain ollen, mikéli 6 toteuttaa ehdon (7.5), téytyy kaikilla
x € P,; M; péted

6(.%') =0 <Z Lz(xz)> = Z(@ e} Lz)(xz) = Z <pz(mz)
Tamé kaava méaarittelee kuvauksen 0 yksikasitteisesti.

Osoitetaan sitten, ettd ylla mééritelty 6 toteuttaa lauseessa mainitut ehdot.
On helppo néhdé, ettd § on R-lineaarinen. Liséksi, jos y € M, niin (¢;(y)); = 0
kaikilla 4 # j. Taten kaikilla j pétee

0(i()) = D @il ())s) = #5(9),
eli kuvaus 0 toteuttaa ehdon (7.5). O

Universaalisuudella tarkoitetaan sité, etté aina kun késilld on perhe lineaariku-
vauksia johonkin tiettyyn moduliin, tdmé perhe voidaan korvata yhdelld kuvauk-
sella suorasta summasta kyseiseen moduliin. Modulien suora summa on ikd&nkuin
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“universaali” lineaarikuvausperhe (¢;), joka voidaan téydentédé lineaarikuvauksel-
la 6 vastaamaan mité tahansa lineaarikuvausperhetta (¢;). Vastaavanlainen tulos
péatee myos suoralle tulolle.

LAUSE 7.6. Olkoon (Nj;) perhe R-moduleja. Oletetaan lisiksi, etti M on R-
moduli, ja p; on R-lineaarinen kuvaus M — N; jokaisella i. Talloin loytyy yksi-
kdsitteinen R-lineaarinen kuvaus 0 : M — [[; N;, jolle pdtee p; = m; 0 0 kaikilla 1,
eli oheinen kaavio kommutor.

Pi

AN
AN
6> i

N
I1; V;

N;

ToODISTUS. Sivuutetaan. O

Ryhmia tutkittaessa oli hyodyllista tietdd, milloin tietty ryhmaé sattui olemaan
isomorfinen jonkin tuloryhmén kanssa. Koska modulit ovat vaihdannaisia ryhmié,
my6s moduleille saadaan vastaava tulos.

LAUSE 7.7. Olkoon (M;);cr perhe R-modulin M alimoduleja. Jos Y ; M; = M
Ja M; 3252 My = {0} kaikilla i, niin M on isomorfinen suoran summan ; M;
kanssa.

TobisTus. Jokaisella ¢ voidaan méaéaritella inkluusiokuvaus ¢; : M; — M,
missé @;(x) = z. Suoran summan universaalisuusominaisuuden perusteella 16ytyy
R-lineaarinen kuvaus 60 : @, M; — M, jolle péatee 0(¢;(x)) = p;(x) = x kaikilla i
ja x € M;. Osoitetaan, ettd 6 on bijektio.

Mz‘ - Zz Mz‘

N4
b; M;

Todetaan ensin, ettéd jos z = (z;) € @, M;, niin

O(x)=10 (Z LZ($2)> = Z%(%) = le

i

Surjektiivisuuden osoittamiseksi oletetaan, ettd y € M on mielivaltainen. Koska
M = >, M;, alkio y voidaan kirjoittaa &érellisend summana y = ), x;, missi
x; € M; kaikilla . Nyt z = >, ¢;(x;) on suoran summan €, M; alkio, ja ylla
todetun perusteella 0(z) = >, x; = y.

Oletetaan sitten, ettd 6(z) = 0(y) joillain x,y € @, M;. Tamé tarkoittaa sité,
ettd Y, x; = Y_; ¥i, eli toisin sanoen Y ,(z; — y;) = 0. Edelleen, jokaisella i pétee
(i —yi) = = >_ (x5 — 5)-

i#]
Yhtéalon vasen puoli on alimodulin M; alkio, ja oikea puoli taas kuuluu summamo-
duliin 37, ; M;. Oletuksen mukaan néiden leikkaus on triviaali, joten erityisesti
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xz; —y; = 0. Koska tdmé patee kaikilla ¢, saadaan x; = y; kaikilla i, joten x = y.
Tama todistaa injektiivisyyden. O

Huomautus. Ryhméteoriassa vaihdannaisten ryhmien (Gj;,+) suora summa
konstruoidaan samalla tavoin kuin modulien suora summa. Suoraksi tuloksi kui-
tenkin nimitetdan tdsmaélleen samaa konstruktiota siiné tapauksessa, ettd ryhmén
laskutoimitusta merkitdan multiplikatiivisesti. Kummassakin rakenteessa siis al-
kioina ovat perheet (g;), joissa g; = 0 lukuunottamatta Aarellistd maarad indek-
seja. Jos viimeksi mainittu rajoitus jatetdén pois (kuten modulien suorassa tulos-
sa), ryhmien tuloa tai summaa kutsutaan rajoittamattomaksi suoraksi tuloksi tai
summaksi.



