8. Modulikonstruktioita

8.1. Vapaat modulit. Vektoriavaruuden tarkeimpid ominaisuuksia on, etta
sen vektorit voidaan ilmaista yksikéasitteisesti kantavektorien yhdistelminé. Téssa
luvussa tarkastellaan moduleja, joilla on vastaava ominaisuus.

Olkoon X osajoukko R-modulissa M. Mité tahansa aarellistd summaa ), r;z;,
missd r; € R ja x; € X kaikilla ¢, kutsutaan joukon X lineaarikombinaatioksi.
Jos jokainen modulin M alkio voidaan ilmaista joukon X lineaarikombinaationa,
sanotaan, ettd X wvirittdd modulin M. Edelleen, jos kullakin lineaarikombinaatiolla
patee >, rixz; = 0 ainoastaan siind tapauksessa, ettd r; = 0 kaikilla ¢, sanotaan,
ettd osajoukko X on lineaarisesti ritppumaton eli vapaa. Jos osajoukko ei ole
vapaa, se on sidottu.

MAARITELMA 8.1. Olkoon M jokin R-moduli. Osajoukkoa B C M kutsutaan
modulin M kannaksi, jos B virittdd modulin M ja on lineaarisesti riippumaton.
Talloin modulia M kutsutaan vapaaksi.

Vapaassa modulissa jokainen alkio voidaan esittda kannan alkioiden lineaari-
kombinaationa. TAmé esitys on lisdksi yksikésitteinen, silla jos Y, 7b; = >, rib;,
niin >, (r; — r})b; = 0, ja koska joukko B on vapaa, tdsti seuraa, ettd r; = r]
kaikilla 1.

Esimerkkeja vapaista moduleista:

e Lineaarialgebran peruskurssilla on osoitettu, ettd jokaisella &aarelliselld
R-vektoriavaruudella on kanta, joten jokainen téllainen vektoriavaruus
on vapaa R-moduli. Sama todistus pétee milla tahansa kerroinkunnalla.
Myos adrettomilla vektoriavaruuksilla on kanta, mutta sen todistamiseen
tarvitaan Zornin lemmaa.

e Mik4 tahansa rengas R on vapaa R-moduli, kantana yksio {1}. Yleisem-
min, tulomoduli R™ on vapaa, ja sen luonnollinen kanta koostuu alkioista
e; =(0,...,0,1,0,...,0) (ykkosalkio i:nnelld paikalla).

e Vaihdannaista ryhmaéé kutsutaan vapaaksi, jos se on vapaa Z-modulina.
Q ei ole vapaa ryhmé. Myoskadn Z, ei ole vapaa, miké seuraa erityi-
sesti myOhemmin todistettavasta lauseesta 8.4. Tuo lause osoittaa, etté
jokainen vapaa ryhmaé on isomorfinen ryhmien Z suoran summan kanssa;
erityisesti jokainen vapaa ryhmé on dareton.

Vapaisiin moduleihin liittyy seuraava universaaliominaisuus. Sen mukaan jo-
kainen vapaassa modulissa maéritelty lineaarikuvaus méaardytyy téysin kannan
alkioiden kuvien perusteella.

LAUSE 8.2. Olkoon M wvapaa R-moduli, jolla on kanta B, ja olkoon v: B — M
inkluusiokuvaus. Oletetaan lisiksi, ettd N on jokin toinen R-moduli ja f : B — N
on mikd tahansa kuvaus. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen R-lineaarinen kuvaus
p: M — N, jolle pitee f = @ o, eli oheinen kaavio kommutos.
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Lisakss

i) ¢ on injektiivinen, jos ja vain jos kuvajoukko fB on vapaa
ii) ¢ on surjektitvinen, jos ja vain jos kuvajoukko fB wvirittad modulin N .

TobisTus. Jokaisella vapaan modulin alkiolla on yksikésitteinen esitys kan-
nan alkioiden lineaarikombinaationa. Maaritelladén ¢ : M — N kaavalla

K3
On helppo néhdé, ettd néin saatu kuvaus on R-lineaarinen ja ettd p(b) = f(b)
kaikilla kannan alkioilla b. Yksikésitteisyys seuraa siita, etta lineaarikuvauksen on
kuvattava lineaarikombinaatiot juuri kaavan (8.3) médraamalla tavalla.

Muiden véitteiden todistaminen jéatetéddn harjoitustehtavéksi. O

Kun rengasta R ajatellaan R-modulina, voidaan muodostaa suora summa
P;cr R, jota merkitddn RU) . Taméi on vapaa moduli. Sen luonnollinen kanta koos-
tuu alkioista e; = (d;)icr, missé j € I ja

1, josi =y,
52‘j =
0, muuten.

Kannan alkiot ovat siis ykkosalkion kuvia kanonisissa injektioissa ¢; : R — €; R.
Osoittautuu, ettéd kaikki vapaat modulit ovat isomorfisia téillaisen suoran summan
kanssa.

LAUSE 8.4. Jos M on vapaa R-moduli, niin M = RY) jollain I.

Tobistus. Olkoon B = {b;}ic; vapaan modulin M kanta. M&éritelldan ku-
vaus f : B — RU) kaavalla f(b;) = e;. Universaaliominaisuuden 8.2 nojalla on
olemassa R-lineaarinen kuvaus ¢ : M — RU)| jolle pitee w(b;) = e; kaikilla i.
Saman lauseen loppuosan perusteella ¢ on bijektiivinen, koska joukko {e;} on
modulin RY) kanta. O

Nyt vapaan modulin universaaliominaisuus voidaan tulkita uudella tavalla:
Jokaista joukkoa I kohti voidaan konstruoida “universaali” R-moduli R(). Téssé
modulissa joukon I alkio ¢ samastetaan yleensd luonnollisen kannan alkion e;
kanssa. T&ll6in miké tahansa kuvaus f joukolta I johonkin R-moduliin N voidaan
laajentaa homomorfismiksi ¢ : RY) — N.

EsSIMERKKI 8.5. Olkoon R rengas, ja X jokin joukko. Samastetaan kukin alkio
z € X vapaan modulin RX) kanta-alkion e, kanssa. Talloin vapaan modulin alkiot
voidaan kirjoittaa formaalin lineaarikombinaation muodossa

E Ty = E Tr€yx-
T T

Talla tavoin minka tahansa joukon X péélle voidaan konstruoida modulirakenne,
jota kutsutaan joukon X wvirittamdaksi vapaaksi modulikss.

Erityisesti, jos R = Z ja n € R, alkiota nz voidaan pitdd x:n formaalina mo-
nikertana. Télla tavoin saadaan joukon X virittdmé vapaa vaihdannainen ryhma.
Téassé ryhmésséa joukon X alkioita voidaan lisdtd yhteen ja vahentad toisistaan.
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Esimerkiksi algebrallisessa topologiassa torméataédn tilanteeseen, jossa joukko
X koostuu jonkin topologisen avaruuden erdénlaisista yleistetyista kolmioista (tar-
kemmin sanoen kolmioiden ja niiden n-ulotteisten vastineiden kuvista jatkuvissa
kuvauksissa). Vapaassa ryhméssé ZX) voidaan niisté kolmioista luoda erilaisia
lineaarikombinaatioita. Témé&n ryhmén rakennetta tutkimalla saadaan tietoa ava-
ruuden rakenteesta.

8.2. Tensoritulot. Monet vektoriavaruuksissa méaariteltavat tulot ovat bili-
neaarisia eli lineaarisia molempien tekijoiden suhteen. Jos vektorien tuloa merki-
tadn (z,y) — = @y, bilineaarisuus tarkoittaa siis sité, etté

(z+y)@z=202+y®z2, (az) @y = a(z ®y)
seki 2@ (y+2)=2Q@y+2® 2, 2@ (ay) = a(z ®y).

Esimerkiksi tavallinen pistetulo = - y ja kolmiulotteisen reaaliavaruuden ristitulo
x X y ovat bilineaarisia tuloja. Seuraavassa yleistetdén bilineaarisen tulon késite
mielivaltaisille moduleille, ja tarkastellaan modulien tensorituloa, jossa voidaan
madritella erdanlainen universaali bilineaarinen tulo.

MAARITELMA 8.6. Olkoot M, N ja P kolme R-modulia. Kuvausta f joukolta
M x N moduliin P kutsutaan R-bilineaariseksi, jos se on lineaarinen molempien
komponenttien suhteen, eli kaikilla z,y € M, z,w € N seké a € R patee

) flz+y,2) = f(z,2) + fy, 2)
2) f(z,z+w) = f(x,2) + f(z,w)
3) flaz,z) =af(z,z)

f(

z,az) = af(z,z).

Esimerkiksi reaaliavaruuden pistetulo on bilineaarinen kuvaus R™ x R” — R.
Yleisesséa tapauksessa modulien M ja N ei kuitenkaan tarvitse olla samat. Huo-
maa, ettd bilineaarisessa kuvauksessa patevit kaavat f(x,0) = 0 ja f(0,y) = 0,

silla esimerkiksi f(x,0) = f(z,0.0) = 0.f(x,0) = 0.

Olkoot M ja N mielivaltaisia R-moduleja. Ryhdytdéan konstruoimaan modu-
lia T', jolle voidaan madritelld bilineaarinen kuvaus M x N — T, (z,y) — = ® y.
Ideana on lahtea liikkeelle modulista, jonka alkioita ovat parien (x,y) muodosta-
mat lineaarikombinaatiot. N&itd pareja voidaan pitdd muodollisina tuloina. Sen
jalkeen samastetaan alkioita niin, ettd bilineaarisuusehdot tayttyvat: esimerkiksi
jokainen pari (z + y, z) samastetaan lineaarikombinaation (x, z) + (y, z) kanssa.

Olkoon C vapaa R-moduli RM*N) Tim#n modulin luonnollisen kannan muo-
dostavat alkioperheet e, .y, missé (x,y) € M x N. Kuten tapana on, samastetaan
jokainen kanta-alkio vastaavan parin (z,y) kanssa. Talloin C koostuu kyseisten
parien lineaarikombinaatioista, joiden kertoimet ovat renkaassa R. Tarkastellaan
seuraavia neljia muotoa olevia lineaarikombinaatioita, missa x,y € M, z,w € N
jaa€ R:

x+y,z) = (2,2) = (y,2)
z,z4+w)— (z,2) — (z,w)
az,z) — a(z, z)

x, az) —a(z, 2).

(
(
(az
(
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Olkoon D se C':n alimoduli, jonka virittdvat ylla mainitut lineaarikombinaatiot.

MAARITELMA 8.7. R-modulien M ja N tensoritulo M ® g N on tekijamoduli
C/D, missa C = RMX*N) ja D on edelld mééritelty alimoduli. Jos kerroinrengas
on asiayhteydesta selva, tensorituloa voidaan merkitd myés M ® N.

Parin (z,y) ekvivalenssiluokkaa tekijamodulissa C'/D merkitdén z ®y. (TAméa
on oikeastaan perheen e(, .y ekvivalenssiluokka, mutta tdmé perhe samastettiin
parin (z,y) kanssa.) Koska parit (x,y) virittédvit vapaan modulin C, niiden ekvi-
valenssiluokat virittédvat modulin C'//D. Jokainen tensoritulon M ® N alkio voidaan
siis esittda alkioiden x ® y lineaarikombinaationa. Tensorituloon liittyy kanoninen
kuvaus n : M x N — M ® N, jolle pétee n(x,y) = x ® y. Kanoninen kuvaus on
R-bilineaarinen.

ESIMERKKI 8.8. Oletetaan, ettd m ja n ovat keskendén jaottomia luonnollisia
lukuja, ja tarkastellaan Z-modulien Z,, ja Z, tensorituloa. Koska m ja n ovat
keskenaén jaottomat, 10ytyy kokonaisluvut a ja b, joille patee am+bn = 1. Talloin
alkiolle * ® § € Z,,, ®z Z,, pitee

TRY=(am+bn).(TRY)=am.(TRY)+ bn.(TR7)
=a.(mMTRY)+b.(TRny) =a.(0®y)+b.(r®0)=0.

Koska tensoritulon jokainen virittdjaalkio on nolla, tensoritulo on triviaali moduli.

Tensoritulon ominaisuuksia todistettaessa ei ole yleenséa tarpeellista palata ten-
soritulon maaritelméén, vaan voidaan kayttaéd seuraavaa universaaliominaisuutta.

LAUSE 8.9. Olkoot M, N ja P jotain R-moduleja, ja olkoon f: M x N — P
jokin R-bilineaarinen kuvaus R-modulille P. Tdlléin on olemassa yksikdsitteinen
R-lineaarinen kuvaus ¢ : M g N — P, jolle pitee p(x ®@ y) = f(z,y) kaikilla
x €M jay € N, eli oheinen kaavio kommutor.

M x N !

\ 7
/
/
n e

M®R

P

Tobistus. Koska parit (x,y), missd z € M ja y € N, muodostavat vapaan
modulin C = RM*N) kannan, kuvaus f voidaan laajentaa lineaarikuvaukseksi
g : C — P yksikésitteisesti vapaan modulin universaaliominaisuuden perusteella.
Olkoon w jokin tensoritulon konstruktiossa méaéritellyn alimodulin D virittdjdal-
kio. T&ll6in g(u) = 0, koska f on bilineaarinen: esimerkiksi jos u = (az,y)—a(x,y),
niin

g9(u) = g((az,y) — a(x,y)) = glaz,y) — ag(x,y) = f(az,y) — af(z,y) = 0.
Koska g(u) = 0 jokaisella D:n virittdjalla w, niin D C Ker f. Siispd on olemassa
yksikésitteinen R-modulien homomorfismi ¢ : C/D — P, jolle patee g = g o,
missé 7 on kanoninen surjektio. Nyt kaikilla (z,y) € M x N pétee x @y = 7(x,y),
joten

oz @y) = p(r(z,y) = g(z,y) = f(z,y).
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Kuva 15. Lauseen 8.9 todistukseen liittyvd kommutoiva kaavio.
Ylakolmio saadaan vapaan modulin universaaliominaisuudesta ja
alakolmio modulien homomorfialauseesta. Kuvaus ¢ on inkluusio-
kuvaus, jan = mo .

ESIMERKKI 8.10. Universaaliominaisuuden perusteella ei ole olemassa mitdén
epatriviaalia Z-bilineaarista kuvausta joukolta Z,, x Z, annetulle modulille P.
Jos néet f : Z,, X Z, — P on bilineaarinen, tdytyy olla olemassa lineaarikuvaus
@ Loy Rz Ly — P, jolle ¢ oy = f. Alemmin néhtiin, ettd Z,, ®z Z, = 0, joten
kuvauksen ¢ téytyy olla nollakuvaus. Tésté seuraa, ettd myos f on nollakuvaus.

Seuraavassa lauseessa luetellaan joitakin tensoritulon ominaisuuksia.

LAUSE 8.11. Olkoot M, N ja P kolme R-modulia. Tdlloin on olemassa seu-
raavat yksikdsitteiset R-modulien isomorfismit:

i) M@NZ=N®®M, missé x QY — Yy x

i) (M@N)@P=2M®(N®P), missi (R yY)®z— @ (Y x)
iii) (M&N)®@P=(M®P)®(N®P), missi (z,y) ®z+— (z® 2,y 2)
iv) R® M = M, missi a ® T — a.zx.

Viimeisessd kohdassa rengasta R ajatellaan R-modulina.

TobisTus. Todistetaan kohta (i) ja jatetdédn muut harjoitustehtéviksi. Maa-
ritellddn kuvaukset f: M X N - NQ M jag: N x M — M ® N kaavoilla

fley)=yoz ja  gy,z)=r®yY.
Nama kuvaukset ovat selvésti bilineaarisia, joten lauseen 8.9 perusteella on olemas-
sa yksikésitteiset lineaarikuvaukset ¢ : M QN - N@M jay : NQM — M RN,
joille pétee p(zr ®@ y) = f(z,y) =y @ x ja p(y ® x) = g(y,x) = = ® y kaikilla
x € M jay e N. Lisdksi p o9 = id ja ¢ o ¢ = id, joten ¢ ja 1 ovat toistensa
kéanteiskuvauksia ja siten isomorfismeja. O

Huomautus. Edellista lausetta voi tulkita siten, ettd R-modulit muodostavat
ikddnkuin oman algebrallisen struktuurinsa, joiden laskutoimitukset @ ja ® to-
teuttavat lauseessa mainitut kohdat (i)—(iv). Kertolaskun ® “neutraalialkio” on
kerroinrengas R.

Osoittautuu, ettd universaaliominaisuus méérittelee tensoritulon isomorfiaa
vaille tdydellisesti. Universaaliominaisuutta voidaan tdmén vuoksi kayttad méaari-
telmén sijasta tensorituloon liittyvissa todistuksissa.

LAUSE 8.12. Olkoot M, N, Q kolme R-modulia, ja olkoon g jokin R-bilineaari-
nen kuvaus M x N — Q. Oletetaan, ettd Im g virittad modulin @ ja ettd seuraava
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sddnté on voimassa: jos f on mikd tahansa R-bilineaarinen kuvaus tulolta M x N
modulille P, niin on olemassa sellainen R-lineaarinen kuvaus v : Q — P, ettd
f=1vog. Tdlloin Q= M ®pr N, ja isomorfismille pitee g(z,y) — = ® y.

TobisTUus. Koska kuvaus g on bilineaarinen, tensoritulon universaaliominai-
suuden perusteella 16ytyy lineaarikuvaus ¢ : M @ N — @, jolle pon = g. Toisaalta
kanoninen kuvaus 7 on bilineaarinen, joten oletuksen nojalla 16ytyy lineaarikuvaus
¥ :Q — M ® N, jolle péitee Y o g = .

Mx N —2 Q MxN—~MeN

\ ! \ !
/ /
/ Ve
n y P g LY

M®N Q

Osoitetaan, ettd ¢ on kuvauksen ¢ kéénteiskuvaus. Selvasti id = idygn on
R-lineaarinen kuvaus, jolle pétee idon = n. Toisaalta my6s ¥ o on R-lineaarinen,
ja

(poplon=1vog=n.
Tensoritulon universaaliominaisuuden mukaan téllaisia kuvauksia voi olla vain yk-
si, joten id = 9 o .
n

M x N M ® N
\ y
M®N

Olkoon sitten u € () mielivaltainen. Koska kuvajoukko Im g virittdd modulin
@, voidaan kirjoittaa u = Y, g(z;, ;) joillain z; € M jay; € N. Toisaalta ndhdéaén,
etta

(po)og=ypon=g,
joten

(po)(u) = (o) (g(zi,y)) = Zg(%yi) = u.

Nain ollen o = id, ja ¢ on kuvauksen ¢ kéanteiskuvaus. Siispa ¢ : Q — M Q N
on R-modulien isomorfismi, jolle pitee ¥(g(z,y)) =n(z,y) =2z y. O

EsIMERKKI 8.13. Olkoon R jokin rengas. Tarkastellaan vapaita tulomoduleja
R™ ja R™. Merkitdan symbolilla R™*™ joukkoa, jonka alkioita ovat R-kertoimiset
n X m-matriisit. Namé& matriisit muodostavat vapaan R-modulin. Sen luonnolli-
sena kantana ovat alkeismatriisit E;j;, joissa rivin ¢ sarakkeessa j on ykkdsalkio ja
muualla 0. Alkioiden = = (x1,...,2n) ja y = (y1,---,Ym) dyaditulo tai ulkotulo
g(x,y) mééritelladn matriisina

Z1Yr T1Y2 - T1Ym

T2Yir X2Y2 - T2Ym
glz,y) = | . .

Tn¥Y1 Tp¥yY2 - TplYm

Kuvaus g : R" x R™ — R™ ™ on R-bilineaarinen.
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Osoitetaan, ettd R™™ = R™ @ R™ kayttamalla lausetta 8.12. Selvésti Im g
virittdd modulin R™*™, silla g(e;, e;) = E;j. Olkoon sitten f: R" x R™ — P bili-
neaarinen kuvaus jollekin R-modulille P. Méaé&ritellaan kuvaus ¢ alkeismatriiseilta
moduliin P seuraavasti:

@(Eij) = f(eiej).
Vapaan modulin universaaliominaisuuden nojalla ¢ voidaan laajentaa yksikésit-

teiselld tavalla koko modulin R™*"™ lineaarikuvaukseksi. Jos A = (a;;) € R™™,
niin

= (Z aijEij) = aijf(eie))
i,J ,J

Taten

szy] elae] (Zx elazy]e]) = x y)

kaikilla (x,y) € R™ x R™. Siispd f = ¢ o g, joten lauseesta 8.12 saadaan, ettd
R ™ = R" @ R™. Dyadituloa g(z,y) vastaa tensoritulo z ® y.

Nyt ndhdéaén, ettd reaaliavaruuksien tensoritulo tosiaan yleistaé tavallisia pis-
te- ja ristituloja. Pistetulo x -y saadaan matriisista A = z ® y lineaarisella kuvauk-
sella A — >, A;i, joka summaa yhteen kaikki lavistajéalkiot. Ristitulo puolestaan
saadaan kuvauksella

A — (A3 — Asg, As1 — Agz, A1z — A1),

joka myo6s on R-lineaarinen.

Tarkastellaan lopuksi erasté tensoritulojen sovellusta, jota nimitetédan skalaa-
rien laajennukseksi. Olkoot R ja S renkaita ja olkoon f : R — S rengashomomor-
fismi. Nyt rengasta S voidaan ajatella R-modulina, kun skalaarikertolasku méa-
ritellddn kaavalla a.b = f(a) - b. Jos M jokin R-moduli, niin voidaan muodostaa
tensoritulo

Mg =S5S®rM.
Tamé tensoritulo on S-moduli, kun mééritellddn b'.(b ® z) = (b'd) ® x kaikilla
alkioilla b,0' € S ja x € M. Sanotaan, ettd Mg on saatu modulista M skalaareja
laajentamalla. Usein R on itse asiassa renkaan S alirengas, ja f : R — S on

inkluusiokuvaus. Jos S = R ja f on identtinen kuvaus, niin Mr = M lauseen 8.11
perusteella.

LEMMA 8.14. Jos M = R", missi n € N, niin Mg ja S™ ovat isomorfisia
S-moduleina.

TobisTus. Harjoitustehtéva. O

LAUSE 8.15. Jokaisella vaihdannaisella renkaalla R pitee, ettd jos R™ ja R™

ovat isomorfisia R-moduleja, niin m = n.

Tobistus. Merkitddn M = R™ ja N = R", ja oletetaan, ettd M = N. Olkoon
K renkaan R osamééridkunta. (Osaméadrdkunta on R:n jakorengas joukon R\ {0}
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suhteen. TAmé& on kunta, koska R on vaihdannainen.) Kunnasta K saadaan R-
moduli kanonisen kuvauksen 7 : R — K avulla. Edellisen lemman perusteella

K™~ Mg = Ng =2 K"

YI1I& olevat isomorfismit ovat K-vektoriavaruuksien isomorfismeja. Koska vekto-
riavaruuden dimensio on yksikasitteinen, m = n. O



