9. Algebrat

Monissa sovelluksissa tormatédan moduleihin, joissa on modulirakenteen liséksi
maaritelty sisdinen bilineaarinen kertolasku. Esimerkiksi matriiseja voidaan pait-
si laskea yhteen ja kertoa luvuilla my6s kertoa keskendén, ja matriisikertolasku
on yhteensopiva sekd yhteenlaskun etté skalaarikertolaskun kanssa. Téllaista ra-
kennetta nimitetddn algebraksi. Eri ldhteissd algebran maéaéritelméin saatetaan
liséta oletuksia kertolaskun ominaisuuksista: sen voidaan esimerkiksi vaatia ole-
van liitdnnéinen tai silld voidaan olettaa olevan neutraalialkio. Téssé materiaalissa
oletukset pidetdan kuitenkin minimissaén.

9.1. Perusominaisuudet.

MAARITELMA 9.1. Olkoon R vaihdannainen rengas, ja olkoon A jokin R-
moduli, jossa on médritelty R-bilineaarinen kertolasku (x,y) — xz -y kaikilla
z,y € A. Télloin modulia A nimitetdén R-algebraksi. Jos kertolasku on liitédn-
néinen tai vaihdannainen tai jos silld on neutraalialkio, algebraa kutsutaan vas-
taavasti listanndiseksi, vaihdannaiseksi tai ykkosellisekst.

Algebrassa on siis kolme laskutoimitusta: yhteenlasku, kertolasku ja skalaa-
rikertolasku. Yhteenlasku on ryhmélaskutoimitus, osittelulait péatevéit molemmil-
le kertolaskuille, ja skalaarikertoimet menevét sisille seké summiin ettéd tuloihin.
Yleensa kertolaskua merkitdan yksinkertaisesti xy jattdmalld piste pois. Samoin
skalaarikertolaskua voidaan merkitd a.x = az. Jos skalaarikertolaskun ja algebran
sisdisen kertolaskun sekoittuminen halutaan valttas, voidaan niille kayttéia eri mer-
kint6ja. Esimerkiksi seuraavat laskulait patevit missé tahansa algebrassa:

(a +b)x =ax + bz a(x-y) = (ax) -y =z - (ay)
(zt+y)z=x-2+y-z —(z-y)=(-2)-y=z-(-y)
a(x +y) = ax + ay Opx =04 -z2=2-04 =04
(-1).x = —x.

Liitdnnaisen ja ykkosellisen algebran kertolasku tayttda renkaan kertolaskun
ehdot, joten téllaista algebraa voidaan pitdd renkaana (ei véalttamétta vaihdannai-
sena), jossa on lisdksi maaritelty skalaarikertolasku. Toisaalta jokainen vaihdan-
nainen rengas R on R-moduli oman sisdisen kertolaskunsa suhteen, ja vaihdannai-
nen rengas R onkin liitdnnéinen, vaihdannainen ja ykkosellinen R-algebra.

v
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Kuva 16. Algebra on moduli M, jossa on mééritelty bilineaari-
nen kertolasku. Liitdnnéinen ja ykkosellinen algebra voidaan néh-
dd my6s renkaana S, jossa on mééritelty toisen renkaan skalaari-
kertolasku.
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Esimerkkeja algebroista:

e Olkoon R rengas. R-kertoimisten nelidmatriisien modulissa R™*™ voi-
daan méaritelld tuttu matriisikertolasku, joka tekee kyseisestd modulista
matriisialgebran.

e Polynomirenkaassa R[X7,...,X,] rengas R voidaan samastaa vakiopo-
lynomien kanssa. Talloin skalaarikertolasku voidaan mééritelld samalla
sadnnolla kuin polynomikertolasku, jolloin polynomirenkaasta tulee po-
lynomialgebra.

e Olkoon R miké tahansa rengas, ei valttdméatta vaihdannainen. Niin kuin
ryhmien tapauksessa, R voidaan varustaa renkaan 7Z skalaarikertolaskul-
la n.a =a+---+a (n kertaa). Jokainen rengas on siis Z-algebra. Ku-
ten ryhmilla, td&mé on ainoa tapa, jolla Z voi toimia renkaassa R, joten
Z-algebrojen teoria vastaa renkaiden teoriaa.

e Yleisemmin, jos R ja S ovat renkaita ja f : R — S on rengashomomor-
fismi, niin S voidaan varustaa skalaarikertolaskulla a.b = f(a)-b. Tall6in
renkaasta S tulee R-algebra.

e Jos K on kunta, jokainen K-algebra A on vektoriavaruus. Talléin voi-
daan puhua muun muassa algebran dimensiosta. Jos vektoriavaruudessa
on liséksi méaritelty ylimasréista rakennetta, kuten normi tai topologia,
voidaan vastaavasti puhua normillisista tai topologisista algebroista.

e Kompleksilukujen kunta C on vektoriavaruutena samastettavissa tason
R? kanssa. Kompleksilukujen kertolasku on yhteensopiva avaruuden R?
vektorilaskutoimitusten kanssa, joten C on kaksiulotteinen R-algebra.

e Olkoon M jokin R-moduli. Modulin M sisdisten homomorfismien joukko
Endgr(M) = Hompg(M, M) on R-algebra, jota kutsutaan M:m endomor-
fismialgebraksi.

Algebrojen ali- ja tekijastruktuurit sekd algebrojen véliset homomorfismit maa-
ritellddn luonnollisella tavalla niin, ettd ne séilyttavat sekd modulirakenteen etté
algebran kertolaskun.

MAARITELMA 9.2. R-algebran A alimoduli B on R-alialgebra, jos se on mo-
dulin A alimoduli ja toteuttaa ehdon

r-y€EB kaikilla z,y € B.
Alimodulia I kutsutaan R-ideaaliksi, jos

a-xel ja xz-a€el kaikilla a € A jax € 1.

Algebran A ideaalin I suhteen voidaan muodostaa tekijialgebra A/I kuten
minké tahansa modulin yhteydessa. Tekijdalgebran kertolasku toteuttaa kaavan
(a+1I)-(b+1I)=ab+1. Se, etté tekijarankenteen kertolasku on hyvin méiritelty,
voidaan todistaa aivan samoin kuin renkaiden yhteydessé, koska siind ei tarvita
A:n kertolaskun liitdnnéisyytté eikd ykkosalkiota.

MAARITELMA 9.3. Olkoot A ja B kaksi R-algebraa. R-lineaarista kuvausta
¢ : A — B kutsutaan R-algebrahomomorfismiksi, jos

o(x-y) =px) - ply) kaikilla z,y € A.
Jos A ja B ovat ykkosellisid, kuvaukselta ¢ vaaditaan lisdksi, ettd ¢(14) = 1p.
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Algebrahomomorfismin ydin on ideaali, ja algebrahomomorfismeille patee sa-
manlainen homomorfialause kuten moduleille yleensa.

9.2. Algebrojen kannat. Jos jokin R-algebra on R-modulina vapaa, sitd
kutsutaan vapaaksi algebraksi. Vapaalla algebralla on siis kanta. Osoittautuu, etta
kannan alkioiden kertotaulu méarittda koko algebran kertolaskun téysin.

LAUSE 9.4. Olkoon A wvapaa R-algebra, jolla on kanta B.

i) Algebra A on liitdnndinen, jos ja vain jos (ab)c = a(be) kaikilla kannan
alkioilla a,b,c € B.
ii) Algebralla A on ykkésalkio 1, jos ja vain jos 1-a = a kaikilla a € B.
iii) Algebra A on vaihdannainen, jos ja vain jos ab = ba kaikilla a,b € B.

Tobistus. Tarkastellaan esimerkiksi kohtaa (iii) ja oletetaan, ettd kannan
alkiot ovat keskenddn vaihdannaisia. Olkoot z,y € A mielivaltaisia alkioita. Ne
voidaan kirjoittaa kanta-alkioiden lineaarikombinaatioina muodossa = = >, z;b;
jay=>_,y;b;. Algebrakertolaskun bilineaarisuuden avulla saadaan

oy = wibic )yt = (Z i (i b») = 3wy by)
' J ‘ J i.j
=D _aiyi(by -bi) = 3y (Z i(b; - bi)> =D yibj- ) _wibi=y-x.

Huomaa, etté ylla kiytetaan hyvéaksi kerroinrenkaan vaihdannaisuutta. Muut vait-
teet todistetaan samalla tavalla. O

Olkoon A vapaa R-algebra, jolla on kanta B. Jokainen kannan alkioiden tulo
b; - bj voidaan kirjoittaa kannan alkioiden lineaarikombinaationa muodossa

bi-bj = by
k

Vakioita cé“j € R (téssa k on yldindeksi, ei potenssi) kutsutaan algebran rakenne-
vakioiksi kannan B suhteen. Kertolaskun bilineaarisuudesta seuraa, ettd rakenne-
vakioiden tunteminen riittdéd algebran kertolaskun tuntemiseksi, silla

Zmibi . Zyjbj = leyj(bz . bj) = Z xiyjcfjbk.
i j i, i,k
Kaava antaa kannan alkioista muodostettujen lineaarikombinaatioiden tulon ylei-
sessa tapauksessa. Kdantaen, rakennevakioiden perhe (cf]) voidaan valita kullakin
1 ja j taysin mielivaltaisesti, ja ylla oleva kaava maérittelee talloin erdan bilineaa-
risen kertolaskun. Kiteytetddn nadméa havainnot seuraavaan lauseeseen.

LAUSE 9.5. Olkoon M wvapaa R-moduli, jolla on kanta B = {b;}icr. Olkoon
lisdksi (cfj)ke 1 jokin darelliskantajainen perhe renkaan R alkioita kaikilla i,5 € I.
Talloin modulissa M voidaan mdadritelld sellainen yksikdsitteinen R-bilineaarinen
kertolasku, jonka rakennevakioiksi kannan B suhteen tulevat vakiot cfj
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ESIMERKKI 9.6. Tarkastellaan kaksiulotteista reaaliavaruutta R2. Merkitaan
tamén avaruuden luonnollisen kannan vektoreita 1 = (1,0) ja ¢ = (0, 1), ja mééri-
telladn kantavektorien kertotaulu seuraavasti:

Tama R-algebra on selvésti ykkosellinen, liitdnnéinen ja vaihdannainen. Talla ta-
voin madritelladn kompleksilukualgebra, joka on siis kaksiulotteinen reaalikertoimi-
nen algebra. Kompleksialgebran rakennevakiot on lueteltu alla olevassa taulukossa,
missé on merkitty c;, = czy(2).

(z,y) | (L) (Ld) (1) (i,9)
cy(D) | 1 0 0 -1
coy(i) | 0 1 1 0

Koska kompleksialgebra on vaihdannainen ja jokaisella nollasta poikkeavalla
alkiolla on kéanteisalkio, kyseessé on kunta.

ESIMERKKI 9.7. Kvaterniot. William Hamilton'# 16ysi vuonna 1843 kertotau-
lun neliulotteiselle reaalikertoimiselle algebralle H, jonka hén risti kvaternioiksi'®.
Erityistd kvaternioalgebrassa on se, ettd kaikilla alkioilla on ka#nteisalkiot, jo-
ten jakolasku on mahdollista. Hamilton oli tyoskennellyt kauan tietynlaisen kol-
miulotteisen algebran l6ytamiseksi, kun han ollessaan kévelylld Dublinissa &dkkia
tajusi saavansa ideansa toimimaan, jos lisdisi mukaan neljannen ulottuvuuden.
Han innoistui keksinndstddn niin, ettd kaiversi siltd seisomalta kvaterniokannan
kertolaskusaannot Broughamin sillan kiveykseen. Jos algebran kantaa merkitdan
symboleilla 1, 7, j ja k, kertotaulu nayttaa talta:

10 gk
11 i j k
ili -1 k —j
jli —k -1 i
klk j —i -1

Kertotaulusta ndhdéén, ettd kvaternioalgebra on liitdnnéinen ja ykkoselli-
nen. Lisaksi jokaisella nollasta poikkeavalla alkiolla on kaanteisalkio: esimerkik-
si (1+j) - 3(1 — j) = 1. Kvaternioalgebra ei kuitenkaan ole vaihdannainen, joten
se ei ole kunta. Sen sijaan sitd nimitetddn jakoalgebraksi (vrt. jakorengas). Ku-
ten kompleksialgebrassa, jokainen ykkosalkiosta poikkeava kanta-alkio on luvun
—1 nelidjuuri. Kvaternioita kaytettiin kolmiulotteisen reaaliavaruuden geometrian
hahmottamiseen ennen vektoriavaruuden kasitteen muotoilua; kvaternioiden avul-
la voidaan muun muassa muotoilla piste- ja ristitulot seké kolmiulotteisen avaruu-
den kierrot.

l4William Rowan Hamilton, 1805-1865, irlantilainen fyysikko ja matemaatikko
15quaternio = nelikks (lat.)
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Normillinen algebra on sellainen, jonka taustalla olevassa vektoriavaruudessa
voidaan mééaritelld kertolaskun kanssa yhteensopiva normi. (Esimerkiksi komplek-
silukujen tavallinen normi on |z + yi| = /22 + y2.) Voidaan osoittaa, ettd nor-
millisia reaalisia jakoalgebroja on isomorfiaa vaille olemassa vain nelja: reaalilu-
vut R, kompleksiluvut C, kvaterniot H seké oktonioalgebra O, joka on kahdek-
sanulotteinen epaliitannainen jakoalgebra. Jos oktonioalgebran kantaa merkitdan
{1,4p,...,%6}, niin +ig on luvun —1 neligjuuri jokaisella k.

k

Kuva 17. Kvaternioiden ja oktonioiden kertotaulut

Kvaternioiden ja oktonioiden kanta-alkioiden kertotaulut kéyvét ilmi oheises-
ta kuvasta. Kahden kanta-alkion tulo on kolmas samalta viivalta l6ytyva alkio.
Nuolen suunta kertoo tulon etumerkin. Esimerkiksi kvaternioilla péatee j-i = —k,
ja oktonioilla on voimassa i - i1 = i3 ja i1 - 14 = —ia.

9.3. Ryhmai- ja monoidialgebrat. Olkoon (G,x*) jokin ryhmé ja R ren-
gas. Tarkastellaan vapaata R-modulia R(). Tamé&n modulin luonnollisen kannan
muodostavat alkiot ey, missd g € G, ja ndma voidaan samastaa vastaavan ryhmén
alkion g kanssa. Koska kannan alkiot talléin kuuluvat ryhmééan G, niille voidaan
madritelld luonnollinen kertolasku.

MAARITELMA 9.8. Ryhmdalgebra RG on vapaa R-moduli R(%) varustettuna
bilineaarisella kertolaskulla, joka toteuttaa ehdon g - h = g * h kaikilla kannan

alkioilla g, h € G.

Kahden ryhmaéalgebran mielivaltaisen jésenen tulo on
Zazgz Zb hy = Zaz (gi * hy)

Ryhmaalgebrat ovat hltannalsla ja ykkoselhsla, miké seuraa ryhmékertolaskun
ominaisuuksista ja lauseesta 9.4. Samanlainen konstruktio voidaan tehda lahtien
liikkkeelld ryhmén sijaan monoidista, jolloin tuloksena on monoidialgebra.

ESIMERKKI 9.9. Esitysteoriassa tutkitaan homomorfismeja annetulta ryhmél-
td G jonkin vektoriavaruuden V kééntyvien lineaarikuvausten ryhméén GL(V).
Tallainen kuvaus méarittelee ryhmén G lineaarisen toiminnan avaruudessa V', ja
sitd kutsutaan ryhmén esitykseksi avaruudessa V. Esityksistd — kuten toiminnois-
ta yleensdkin — on se hy6ty, etta niitd tutkimalla saadaan paljon tietoa ryhmén
rakenteesta.

Nykyisin on tapana siséllyttéa esitysteoria modulien teoriaan kayttamalla hy-
vaksi ryhmaéalgebran késitettd. Olkoon V' jokin K-kertoiminen vektoriavaruus, ja
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olkoon ¢ : G — GL(V) ryhmidhomomorfismi, jolloin ¢(g) on ka#intyva lineaa-
rikuvaus jokaisella g € G. Koska ryhméalgebra KG on liitdnnéinen ja ykkoselli-
nen, sitd voidaan pitdd renkaana, joka ei kuitenkaan ole vaihdannainen, ellei G ole
vaihdannainen. Avaruuteen V voidaan nyt méaritella renkaan K G kanta-alkioiden
vasemmanpuoleinen toiminta kaavalla

g-x = ¢(g)(z).

Laajentamalla td&mé toiminta lineaarisesti koko renkaan K G vasemmaksi toimin-
naksi avaruudesta V tulee vasen K G-moduli.

Jokaista esitystd ¢ vastaa nyt yksikésitteisesti jokin K G-moduli, ja esitysteo-
riasta tutut kasitteet voidaan ilmaista yksinkertaisesti modulikésitteiden avulla.
Esimerkiksi esitys on jaoton, jos ja vain jos vastaavalla modulilla ei ole aitoja epét-
riviaaleja alimoduleita, ja kaksi esitystd ovat kesken&én ekvivalentit, jos ja vain
jos vastaavat modulit ovat isomorfiset.

9.4. Polynomialgebrat. Polynomit muodostavat renkaita, joissa voidaan
madritella luonnollinen skalaarikertolasku. Téahén asti polynomeja on késitelty
tassé materiaalissa varsin epamuodollisesti ja niihin on sovellettu koulussa opittu-
ja tietoja. Esitetdén tassd yhteydessa erds tapa konstruoida formaalisti R-kertoi-
minen polynomialgebra.

Olkoon R rengas ja I = {1,2,...,n} aéarellinen indeksijoukko. Ruvetaan méaa-
rittelemdén polynomialgebraa R[X1,...,X,], joka koostuu R-kertoimisista n:n
muuttujan polynomeista. Tarkastellaan ensin tulomonoidia M, = N", joka koos-
tuu jonoista v = (v1,...,1,), missi v; € N jokaisella i. Jonojen yhteenlasku méé-
ritellddn pisteittain.

Monoidi M, sisdltda konstruoitavan polynomialgebran monomit. Ryhdytéaan
kirjoittamaan mielivaltainen alkio v = (14,...,v,) € M, muodossa

XV =XV XY X,

Jokaisesta jonon v komponentista v; tulee siis muuttujan X; muodollinen ekspo-
nentti. Jos jokin v; on nolla, voidaan vastaava X! jittdi merkitsemitti tuloon.
Talloin X% = X;, missd ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) (ykkonen i:nnella paikalla).
Kahden jonon p ja v summa vastaa nyt muodollista vaihdannaista tuloa:

L+v= XHtY X{n-i—quém—f—uz v X Hntvn
HntVn
Esimerkiksi (2,1,0) + (0,1,1) = X3 X5 - Xo X3 = X7 X3 X3.

Tarkastellaan sitten monoidialgebraa Pr(I) = RM,,. Sen alkioina ovat monoi-
din M,, alkioiden R-kertoimiset lineaarikombinaatiot

Za,,X”, missé a, € Rjav € M,.
1%

Kanta-alkioiden kertolasku saadaan monoidin M,, laskutoimituksestas:
XH. XV = XHHV = XL Xt
n 9

ja kahden yleisen alkion tulo on

> ay XYY b X =Y ayb, XV
v H

v,p
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Huomaa, etté algebraan siirryttéesséd monoidin yhteenlasku muuttuu algebran ker-
tolaskuksi ja samalla monoidin nolla-alkiosta X° = (0,...,0) tulee algebran yk-
kosalkio.

MAARITELMA 9.10. Monoidialgebra Pr(I) on R-kertoiminen n:n muuttujan
polynomialgebra. Se on liitdnnéinen, vaihdannainen ja ykkosellinen R-algebra, ja
sitd merkitdan R[X1,..., X,]. Monoidin M,, alkioita kutsutaan monomeiksi.

Polynomialgebra koostuu monomien lineaarikombinaatioista. Tyhja lineaari-
kombinaatio on algebran nolla-alkio, ja sitd nimitetddn nollapolynomiksi. Ykko-
salkio on monoidin M, nolla-alkio X° = (0,...,0). Monomin X" aste on ekspo-
nenttien summa ) ; ;, ja polynomin aste on suurin sen siséltdmén monomin aste.
Nollapolynomin asteeksi méiritellisin —oc. Esimerkiksi monomin X3 X3 aste on
5+1=6.

Polynomia, jonka aste on 0, nimitetddn vakiopolynomiksi tai vakioksi. Kuvaus
n:a— aX? on bijektio renkaan R ja vakiopolynomien vililld, ja sen avulla ker-
roinrengas voidaan samastaa vakioiden kanssa. Kuvaus 1 on my6s rengashomo-
morfismi, mistd seuraa, ettd renkaan skalaarikertolasku yhtyy vakiopolynomien
kertolaskuun. Erityisesti 7 kuvaa renkaan ykkosalkion algebran ykkdsalkioksi.

Polynomialgebralle patee seuraava universaaliominaisuus.

LAUSE 9.11. Olkoon R rengas ja A jokin liitdnndainen, vaihdannainen ja ykko-
sellinen R-algebra. Olkoon lisiksi (x1,...,x,) jono A:n alkioita. Talloin on ole-
massa yksikasitteinen algebrahomomorfismi ¢ : R[Xy,..., X,] — A, jolle pdtee
o(X;) = x; jokaisella i.

TobisTus. Koska algebra A on liitdnnéinen ja ykkosellinen, se on kertolas-
kunsa suhteen monoidi. Méaéaritellddn kuvaus f : M,, — A kaavalla

FOC) =t

n

Kuvaus f on monoidihomomorfismi monoidilta M,, algebran A multiplikatiiviselle
monoidille, silla

JOXH- XYY = JXPH) = a0t
= (@l ) () = FX) - F(X),

n
ja f(X%) =220 = 14. (Téssi kéiytettiin hyviiksi A:n vaihdannaisuutta.)

Koska R[X7,...,X,] on vapaa moduli, jonka kanta on M, vapaan modulin
universaaliominaisuudesta seuraa, ettd on olemassa yksikéasitteinen R-lineaarinen
kuvaus ¢ : R[X1,...,X,] — A, jolle pitee p(X") = f(X") kaikilla X¥ € M,
Tama lineaarikuvaus sailyttaé liséksi algebran kertolaskurakenteen, silla kannan
alkioilla pétee

p(X7 - XH) = f(XY - XF) = fF(XY) - f(XF) = o(X7) - (X"),

ja yleinen tapaus seuraa kuvauksen ¢ seké algebrakertolaskun lineaarisuusominai-
suuksista. Kuvaus ¢ on siis algebrahomomorfismi, ja liséksi o(X;) = f(X¢) = x;

kaikilla <.
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Olkoon sitten ¢’ toinen algebrahomomorfismi, joka toteuttaa lauseen oletuk-
set. Koska ¢ siilyttaa kertolaskun, taytyy patea

O(XY) = (X7 XEm) = g (X)) (X)) =2l

n

Niin ollen kuvaukset ¢’ ja ¢ yhtyvit monoidin M,, alkioilla, joten ¢:n yksikésit-
teisyydesté seuraa, ettd ¢’ = . U

MAARITELMA 9.12. Edellisen lauseen kuvausta ¢ kutsutaan sijoitushomomor-
fismiksi. Polynomin f =), a, X" arvo sijoitushomomorfismissa on

p(f) =D aa™ -2,
v
ja sitd merkitdan f(x1,...,x,).

Sijoitushomomorfismin avulla voidaan maéritelld algebran A polynomifunktio
(x1,...,2n) — f(x1,...,2,). Téssd kohdassa on syytd huomata ero polynomin ja
sen madraiman polynomifunktion vililli. Olkoon esimerkiksi f = X2+X € Zy[X].
Nyt f ei ole nollapolynomi, mutta f(z) = 0 kaikilla € Zs, eli f:n madraama
funktio algebrassa Z, on nollafunktio.

Tassé luvussa méadriteltiin polynomit darellisen muuttujajoukon suhteen. On
my6s mahdollista valita indeksijoukko I &arettoméksi. Talloin monomimonoidi
M7 = NU) koostuu alkioperheisté, joissa on vain dérellinen méaéra nollasta poik-
keavia alkioita. Muuten konstruktio etenee aivan samalla tavalla.



