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Naissd harjoituksissa V' on K-kertoiminen n-ulotteinen vektoriavarus.
1. Maéritelladn joukot T, B ja U seuraavasti:

(a) T ={g € GL,(K) | g on diagonaalimatriisi}
(b) B={g € GL,(K) | g on ylikolmiomatriisi}
(c) U = {g € B | g:n diagonaalialkiot ovat ykkosii}.
Osoita, ettd joukot 7', B ja U ovat ryhmén GL,(K) aliryhmid. Osoita,

ettd B = TU, eli ettd jokainen B:n alkio voidaan ilmaista 7:n ja U:n
alkion tulona.

2. Osoita, ettd ryhmian PGL(V) eri alkiot ovat aina erilaisia projektiivisen
avaruuden P(V') kuvauksia.

3. Osoita, ettd ryhmé PG Ly(2) on isomorfinen ryhmén S3 kanssa, missi Ss
on symmetrinen ryhmé eli kolmen alkion permutaatioiden ryhméi. Voit
osoittaa isomorfisuuden esimerkiksi tarkastelemalla sitd, miten PG Ly (2)
kuvaa projektiivisen suoran P(F3) pisteiti

4. Mitka seuraavista bilineaarisista muodoista ovat symmetrisid, mitka alter-
noivia ja mitkd antisymmetrisia? Mitkd niistd ovat surkastuneita? Milta
ndyttavit muotojen matriisit?

(a) B: K? x K2 - K, B(z,y) = 11y2 — Tot1
(b) B: K*x K* - K, B(z,y) = 21y1 — T1Y2 — Tay1 + ToYo
(c) B: K"x K" = K, B(z,y) = >, Vi

5. Olkoon B bilineaarinen muoto.

(a) Osoita, ettd B on symmetrinen jos ja vain jos sen matriisi missi
tahansa kannassa kirjoitettuna on symmetrinen.

(b) Osoita, ettd B on antisymmetrinen jos ja vain jos sen matriisi missé
tahansa kannassa kirjoitettuna on antisymmetrinen.

(c) Osoita, ettd jos B on alternoiva, niin sitd vastaavan matriisin dia-
gonaalialkiot ovat nollia. Osoita, ettd jos jonkin matriisin diagonaa-
lialkiot ovat nollia, niin se ei vilttdméatta ole alternoivan muodon
matriisi.



6. (a) Olkoon o € K*. Osoita, etta bilineaaristen muotojen B ja aB isomet-
riaryhmaét ovat samat. (Muodolla aB tarkoitetaan kuvausta (x,y) —
aB(z,y).) Muodon skaalaaminen eli kertominen skalaarilla ei siis vai-
kuta isometriaryhmé&én.

(b) Olkoon B avaruuden V symmetrinen muoto, jolle ei pide B(v, w) = 0
kaikilla v,w € V. Osoita, ettd on olemassa sellainen v € V etti
B(v,v) # 0.



