Klassiset ryhmét

Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 5

ma 8.6.2009

1. (a) Osoita, ettd kunnissa F,, missd p on alkuluku, ja rationaalilukujen
kunnassa @ ei ole mahdollista méaéritelld konjugaatioautomorfismia
o(a) = a.

(b) Osoita, ettd kunnassa
QV2) ={a+bv2|abeQ}

voidaan médritelld konjugaatioautomorfismi. (Tarkista ensin, ettd
Q(v/2) on kunta, ellet ole siti aiemmin tehnyt.) Minkilainen on nor-
mikuvaus N(a) = aa?

2. Osoita, ettd U(V)/SU(V) = Ker N, missié N on normikuvaus A — A.

Vihje. Kayta homomorfialausetta.

3. Muodosta kunta F; samaan tapaan kuin esimerkissa 6.13; aloita etsiméall&
juureton Fy-kertoiminen toisen asteen polynomi g. Muodosta tekijastruk-
tuuri, jossa samastetaan ne polynomit f; ja fo, joilla patee fi — fo = hg
jollain polynomilla h. Kirjoita kunnan alkioiden yhteenlasku- ja kertotau-
lut.

Mink&lainen on konjugoiva automorfismi kunnassa [F,? Kéyttden hermiit-
tistd muotoa S = [§9] selvitd vektoriavaruuden F? kaikkien vektorien
arvot neliomuodossa Q(v) = S(v,v).

4. Olkoon (u1,vy,...,Unm,Vy) symplektinen kanta K-kertoimisessa avaruu-
dessa. Jarjestetadn kantavektorit uudelleen, jotta saadaan kanta S =
(Ugy .oy Um,y V1, ..., V). Osoita, ettd tdmén kannan suhteen kirjoitettu-

na maitriisi
_ A O0p
g= 0,, (AT)—l

esittad symplektistd kuvausta kaikilla A € GL,,(K). Paittele tésti, etta
ryhmélld Spo,,(K) on aliryhmi, joka on isomorfinen ryhmén GL,,(K)
kanssa.



d.

6.

Olkoon V jokin K-kertoiminen vektoriavaruus, ja olkoon u € V \ {0}.
Osoita, ettd symplektisistd transvektioista koostuva joukko

Ty=A{muala€ K}

on ryhmé, ja sellaisena isomorfinen kunnan K additiivisen ryhmén kanssa.
Padttele tistd, ettd ryhmalld Sp(V') on aliryhméni (K, +).

(a) Olkoon K kunta. Osoita, ettd Spe(K) = SLy(K).

(b) Tarkastellaan ryhméaa U(n) = U,(C), muotona hermiittinen pistetu-
lo. Osoita, etti on olemassa bilineaariset muodot A ja B, joille pitee
U(n) = 05 (R) N Spiy) (R).



