Klassiset ryhmét
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 1, ratkaisuehdotus

Niissa harjoituksissa kaikkien vektoriavaruuksien kerroin- eli skalaarikunta-
na on R, ja kaikki vektorit ajatellaan sarakevektoreina.

1. Tutki, ovatko seuraavat kuvaukset lineaarisia? Myonteisissé tapauksissa
etsi kuvausta vastaava matriisi A, jolle patee L(v) = Av.

(a) L:R - R L(z,y,2) = (x +2y — 2,z — ).

(b) L:R? - R, L(r,p) = (rcosp,rsing).

(c) L : R? — R? L(v) saadaan kiertimilli vektoria v origon ympiri
vastapdivadn 45 astetta (eli 7/4 radiaania).

(d) L : R?® — R?, L(v) saadaan peilaamalla vektori v x-akselin suh-
teen ja siirtamallé sitd sen jalkeen 3 yksikkod positiivisen y-akselin
suuntaan.

(e) L =L.oL,, missé L, on (a)-kohdan kuvaus ja L. (c)-kohdan kuvaus.

Ratkaisu. (a) Tarkistetaan lineaarisuusehdot:

L((z,y,2) + (2", 7)) = Lz + 2’y + ¢/, 2 + 2)
(@+2)+20y+y) - (z+2), (2 +2) - (z +2))
(#+2y—2)+ (' +2¢y —2'),(z — 2) + (z' — "))
=(x+2y—z,z2—x)+ (' +2y =2, 2" — 1)
L(z,y,2) + L(z' +y + 2'),

ja
L(a(z,y,2)) = L(az, ay, az) = (az + 2ay — az, ez — az)
=a(r+2y— 2,2z —1z) =al(z,y,2).
Lineaarikuvauksen matriisi on
S
miké on helppo tarkistaa kokeilemalla.
(b) Kuvaus ei ole lineaarinen. Esimerkiksi
L(1,0) = (1,0) ja L(1,7/2) =(0,1),
mutta

L((1,0) + (1,7/2)) = L(2,7/2) = (0,2) # (1,0) + (0, 1).



(c) Kierrot origon ympéri ovat lineaarisia kuvauksia. Témén voi tode-
ta kuvasta helpolla geometrisella tarkastelulla. Lineaarikuvauksen matrii-
si saadaan tédssad tapauksessa esimerkiksi tarkastelemalla kantavektorien
(1,0) ja (0,1) kuvia. (Néissé harjoituksisa kiytetdén avaruuden R™ luon-
nollista kantaa, jos muuta ei sanota.) Pythagoraan lauseen avulla n&h-
ddsn, ettd L(1,0) = (1/v2,1/v/2) ja L(0,1) = (—1/v/2,1//2). Niami

vektorit muodostavat vaaditun matriisin sarakkeet:

a=[iva r)

ALv+w)=L(v)+L(w)

dV+W

L((xu);ocL(u)

(d) Kuvaus ei ole lineaarinen. Téssd tapauksessa asia voidaan todeta
helposti tarkastelemalla origon (nollavektorin) kuvaa. Lineaarikuvauksis-
sa nimittdin tdytyy pited

L(0) = L(0 — 0) = L(0) — L(0) = 0.
Kuitenkin L(0,0,0) = (0, 3,0).

(e) Kahdesta lineaarikuvauksesta yhdistetty kuvaus on lineaarinen. T#-
mé todistetaan tehtdvassd 5. Yhdistettyd kuvausta vastaava matriisi on
kuvausten matriisien tulo:
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2. Laske seuraavien matriisien determinantit.

a 0 0 0 1 0 0 0
100
b c 00 0 0 0 -1
A= gzg’ B=1a e rol” 1o -1 0 ol
g h i j 0 0 -1 1

D=BC, E=B+C.

Ratkaisu. Diagonaali- ja kolmiomatriisien determinantit lasketaan kerto-
malla keskenddn diagonaalialkiot. Niin det(A) = 6 ja det(B) = acf3j.

Kun matriisissa C vaihdetaan ensin toinen ja kolmas rivi kesken#dn ja
sen jalkeen kolmas ja neljds rivi, saadaan matriisi

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 -1 1/’
0o 0 0 -1

jonka determinantti on —1. Koska tehtiin kaksi vaihtoa, alkuperéisen mat-
riisin determinantti oli det(C) = (—1)2 - (—1) = —1.

Matriisin D determinantti saadaan determinanttifunktion homomorfia-
ominaisuutta kiyttdmalla: det(D) = det(BC) = det(B) det(C) = —acfj.
Sen sijaan matriisin £ determinantti on laskettava kisin. Kehittdmélla
ensimmaisen rivin suhteen saadaan

a+1 0 0 0
b c 0 -1
d e—-1 f 0
g h 1—1 j+1

c 0 -1
=(a+1)|e—1 f 0
h 1—1 j+1

det(E) =

Pienempi determinantti voidaan jilleen laskea kehittdmé&lla ensimmaéisen
rivin suhteen, jolloin lopulta

c 0 -1
e—1 f 0 |=cf(F+1)—0+(—1)[(e—1)(i—1)— fh].
hooi-1 j+1

Matriisin F determinantiksi saadaan siis

(@+DefG+1) = ((e—i)(E = 1) = fh)].

3. Palauta mieleen jaanndsluokkarenkaat Z,, = {[0], [1],[2],. .., [n—1]}, jois-
sa
[a] = [b], joss a — b on jaollinen luvulla n.

Yhteenlasku méaritellddn [a] + [b] = [a + b] ja kertolasku [a] - [b] = [a - b].
(Nam# renkaat saadaan Z:n tekijirenkaina ideaalin nZ = {nz | z € Z}
suhteen.) Tarkista seuraavat viitteet:



(a) Z7 on kunta. (Tdma pétee renkaalla Zj, joss p on alkuluku.)

(b) Joukko Z7 \ {[0]} on kertolaskun suhteen syklinen ryhmi. (Tamé-
kin pétee kaikilla alkuluvuilla, mutta on huomattavasti vaikeampi
osoittaa.)

Ratkaisu. (a) Ensimmaéiseksi huomataan, ettd yhteen- sekd kertolasku
ovat molemmat vaihdannaisia ja liitdnnéisia sekd toteuttavat osittelulain.
On my6s helppo ndhdé, ettd (Z7,+) on ryhmé: neutraalialkio on [0] ja
alkion [n] vasta-alkio [—n] = [7 —n]. My0s kertolaskulla on neutraalialkio
[1]. Jéljelle j&& siis tarkastella, onko joukossa Z7 \ {[0]} jokaisella alkiolla
kadnteisalkio kertolaskun suhteen. Tehd&én tdmé laskemalla kertotaulu:

- (] 2] (3] [4] [5] [6]
M1 2 3 4 5 6
22 4 6 1 3 5
B3 6 2 5 1 4
44 1 5 2 6 3
5]|5 3 1 6 4 2
6]/ 6 5 4 3 2 1

Koska jokaisella rivilld esiintyy neutraalialkio [1], on yht&lolld [a] - [z] =1
ratkaisu kaikilla a, ja [z] on télléin alkion [a] kéénteisalkio.

Lisdtieto. Kéénteisalkiot 16ytyvit joukossa Z, \ {[0]} joss p on alkulu-
ku. Tama ndhdéén seuraavasti. Olkoon [a] € Zjp \ {[0]}. Nyt [b] on [a]:n
kisnteisalkio jos ja vain jos

[a][b] = [1] <= [ab] =[1] <= p jakaa luvun ab—1
<= ab—1=pk jollain k € Z <= ab—pk =1 jollain k € Z.

Lukuteorian perusteista muistetaan, ettd yhtalollda ab — pk = 1 on ko-
konaislukuratkaisuja (b, k) tédsmaélleen silloin kun syt(a,p) = 1. Toisaalta
tamé pétee kaikilla a € {1,...,p — 1} jos ja vain jos p on alkuluku.

(b) Lasketusta kertotaulusta nihdéén, ettd
32=2,3=3.2=6,3"=3.6=4,3=3.4=5ja3*=3.5=1.

Kaikki kertolaskuryhmén alkiot saadaan siis alkion [3] potensseina, joten
kertolaskuryhmé on syklinen.

4. Olkoon V vektoriavaruus. Tarkastellaan joukkoa
GL(V)={L:V — V | L on kidntyva lineaarikuvaus}.

(a) Osoita, ettd GL(V) on ryhmé, laskutoimituksena kuvausten yhdis-
tdminen.



(b) Merkitdén SL(V) ={L :V — V | det L = 1}. Osoita, ettd SL(V)
on ryhmén GL(V) aliryhma.

Todistus. (a) Kaikilla kuvauksilla pitee liitdnnéisyyslaki (f o g) o h =
fo(goh), joten sité ei tarvitse erikseen todistaa. Liséksi identtinen kuvaus
I : z — x on kddntyva ja selvisti lineaarinen, joten se on ryhmén GL(V)
neutraalialkio (tunnetusti I o f = f o I = f kaikilla kuvauksilla f).

Tarkistetaan ensin, ettd kahden k#dntyvéan lineaarikuvauksen L; ja Lo
yhdistelm& on kiintyva lineaarikuvaus. Olkoot v ja w vektoreita ja «
jokin skalaari. Nyt

Ly lin.

Ly (La(v +w)) "= Ly (La(v) + Lo(w)) =™ L1 (Ly(v)) + L (La(w)),

ja

Ll(LQ(a’U)) == Ll(aLg('u)) == Ole(LQ(U)).
Siispd Lj o Lo on lineaarinen. Se on kddntyvéd, koska kahden kddntyvan
kuvauksen yhdistelm# on aina kiintyvi, kifinteiskuvauksena (f o g) ! =
g lof Tl
Tarkistetaan vield, ettd joukko GL(V) siséltaé kaikkien alkioidensa kaan-
teisalkiot, eli ettd mielivaltaisen kuvauksen L € GL(V) kddnteiskuvaus

on my0s lineaarinen ja kadntyva. Olkoot jélleen v ja w vektoreita ja «
jokin skalaari, jolloin

L™ (v +w) =L ((Lo Lv—l)(fu) + (Lo Lj)(w))

PR (L o L)L ) + L (w)) = L7 () + L7 (w),

ja
L_l(ow) = L_l(a(L o L_l)(v)) = (L_1 o L)(aL_l(v)) = aL_l(v).
Koska lisiiksi L~ ! on kiifintyvi (kiiinteiskuvaus L), niin L1 € GL(V).

(b) Jos determinantti on nollasta poikkeava, kuvaus on kdéntyvi. Téten
SL(V) C GL(V). (Itse asiassa tehtévissd jii mainitsematta, ettd joukon
SL(V) alkioiden pitaa olla lineaarikuvauksia; muutenhan determinantti-
kaan ei olisi mééritelty.)

On tarkistettava, ettd kaikkien joukon SL(V') alkioiden tulot ja kddnteisal-
kiot kuuluvat joukkoon SL(V), ja liséksi ettd neutraalialkio I € SL(V).
Determinanttien laskusddnnoistd ndhdaan, ettd jos Ly, Ly € SL(V'), niin

det(L1 o LQ) = det(Ll) . det(Lz) =1-1=1
ja
_ 1
B det(Ll)

1
det(L7?) =;=1

5



Niin ollen LyoLy € SL(V) ja Ly € SL(V). Liséksi kuvauksen I matriisi
on (missé tahansa kannassa) yksikkomatriisi I,, jonka determinantti on

1" =1. O
. Olkoot V ja W vektoriavaruuksia, kantoinaan S = (v1,v2,...,v,) jaT =
(w1, ws, ..., wn). Olkoon f kuvaus, jolle pétee

fv) = ajwy + ajpws + -+ + aimwy, kaikillai € {1,...,n}.

Osoita, ettd on olemassa yksikisitteinen lineaarikuvaus L, jolle L(v;) =
f(v;) kaikilla ¢ € {1,...,n}. (Eli lineaarikuvaus on taysin mééritty, kun
sen arvot kantavektoreilla tunnetaan.) Mikd on L:n matriisiesitys kantojen
S ja T suhteen?

Todistus. Tehtdvan padajatus on tarkistaa, ettd on olemassa tdsmailleen
vksi lineaarikuvaus, joka saa tietyt arvot kantavektoreilla. Tata tarvitaan
mm. siind, kun kirjoitetaan lineaarikuvauksen matriisi jonkin kannan suh-
teen asettamalla sarakkeiksi kuvauksen saamat arvot kantavektoreilla. Jos
kaksi eri kuvausta voisi saada samat arvot kantavektoreilla, sama matriisi
edustaisi néditd molempia kuvauksia, miké ei ole toivottavaa.

Olemassaolo. Madritellddn kuvaus L seuraavasti: Olkoon z € V. Vekto-
rilla = on yksikésitteinen esitys ), ;v; kantavektorien lineaarikombinaa-
tiona. Asetetaan nyt

=L (Z xivi) = Zwif(vi)-

Osoitetaan, ettd ndin madritelty kuvaus on lineaarinen. Olkoot sité varten
z ja y kaksi vektoria, joiden esitykset kannan S suhteen ovat ), z;v; ja
> ; Yivi, sekd a jokin skalaari. Nyt

L(IU + y (Z Tiv; + Z yz'Uz) = (Z($z + y1)U')
L:n gaar. Z(-’L‘z + y1 Z -'L'zf 'Uz + Z yz ’Uz

L:n giﬁ.r (Z .l‘zUz) + L (Z yﬂh) = + L( )
ja

L(az) =L (ainv,) =L (Z aa:ivi> = Z azif(v;)
= ainf(vi) = alL (Z mivi) = aL(x).



Siispd L on lineaarinen.

Yksikdsitteisyys. Oletetaan, ettd L ja L' ovat molemmat lineaarikuvauk-
sia, jotka toteuttavat ehdon L(v;) = L'(v;) = f(v;) kaikilla kantavekto-
reilla v;. Osoitetaan, ettd ndiden on oltava samat tutkimalla niiden arvoja
mielivaltaisella vektorilla x € V:

L(z)—L'(z) =L (Z :ci'ui> - (Z iBiUi)
i i
lin.
EN T miL(v) = Y@l (vi) =Y mif(vi) = Y zif(vi) =0.
Koska L(z) — L'(z) = 0 kaikilla vektoreilla z, niin L = L'. O

Lineaarikuvauksen L matriisi muodostetaan asettamalla sarakkeiksi kan-
tavektorien arvot maaliavaruuden kannassa kirjoitettuina:

ail] a2 --- A1m
“ — —_— a21 Qa2 - a2m
Lsr = [L(v1)7 -+ L(vg)r] =

ap1 Ap2 - Qapm

. Osoita, ettd jos kahden #érellisulotteisen (reaalikertoimisen) vektoriava-
ruuden dimensiot ovat samat, ne ovat isomorfiset. (Eli niiden vilille voi-
daan madritelld kiddntyva lineaarikuvaus.)

Todistus. Olkoot V ja W kaksi m-ulotteista vektoriavaruutta, joilla on
kannat S = (v1,...,v,) ja T = (w1,...,w,). Mééritellddn kuvaukset
f:S=>W, flvi)=wijjag: T —V, glw;) = v; kaikilla s € {1,...,n}.
(Téssé kiytetaan sitd, ettd avaruuksien dimensiot ovat samat.) Edellisen
tehtdvan perusteella on olemassa yksikésitteiset lineaarikuvaukset L ja
M, joille péatee L(v;) = f(vi) = w; ja M(w;) = g(w;) = v; kaikilla
kantavektoreilla v; ja w;.

Olkoot ¢ = ), zjv; € V jay = >, y;w; € W. Lineaarisuudesta seuraa

nyt
(Mo L)(z) = M (L (Z $ZUZ)) =M (Z miL(vi)>
=M (Z xiwi) = Zsz(wZ) = Z.’BZ'UZ =z,

ja vastaavasti (L o M)(y) = y. Téten L ja M ovat toistensa kdanteisku-
vauksia, eli molemmat ovat lineaarisia isomorfismeja. O



