Klassiset ryhmét
Matematiikan ja tilastotieteen laitos
Harjoitus 2, ratkaisuehdotus 8 sivua

Huom. Tehtédvien 1-3 tulokset on kerétty taulukkoon sivulla 5.

1. Mikd on ryhmén G Ly(3) kertaluku? Millaisilta néyttévat sen alkiot? Mit-
ké ovat niiden kertaluvut?

Ratkaisu. Lasketaan ensin ryhmén kertaluku kéyttden luentomateriaalissa
annettua kaavaa:

|GLa(3) = (¢" = 1)(¢" —q) -+~ (¢" —¢" ")
=(32-1)(3*-3)=8-6=48.

Ruvetaan sitten tutkimaan alkioiden kertalukua. Kaytetdan tassa hyviksi
tehtdvéapaperissa ollutta jaottelua:
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Jokaiseen luokkaan kuuluu mainittujen matriisien A liséksi niiden trans-
poosit A" seké vastamatriisit —A.

Nyt voidaan kiyda alkiot 1api yksi luokka kerrallaan, mutta listataan aluk-
si muutama laskuvaivaa vdhentdva yleispateva saanto:

(i) Jos A™ = I, niin alkion A kertaluku jakaa luvun n.

(ii) Jos matriisin A kertaluku &k on parillinen, niin —A:lla on sama ker-
taluku. Jos k:n kertaluku on pariton, niin —A:n kertaluku on 2k.

(iii) Matriisilla A ja sen transpoosilla AT on sama kertaluku.

(iv) Matriiseilla [2 5] ja [¢?] on sama kertaluku.

Ensimmainen s&énto seuraa jakoyhtilostd: jos A:n kertaluku on k jan =
gk +r, missi r < k, niin A" = A"(A¥)~? = I, mikd on mahdotonta,
ellei r = 0. Toinen sdantd seuraa siitd, ettd (—A)™ = (—1)" A", kolmas
puolestaan siiti, ettd (A")" = (AT)". Kolmas siéint6 voidaan nihd 2 x 2-
matriisien kertolaskukaavasta, mutta ehkd elegantimpaa on todeta, ettd



konjugoiminen (kannanvaihto) ei muuta kertalukua, silli (PAP~1)" =
PA"P~! ja toisaalta
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missi P = P~' = [9}].
Kéyddan nyt luokat 1dpi. Merkitddn joka kohdassa A:lla jaottelussa luo-
kan kohdalla mainittua ensimmaistd esimerkkimatriisia, ellei toisin maini-
ta. Toisen esimerkkimatriisin kertaluku on sddnnon (iv) perusteella sama

kuin ensimméisen. Transpooseilla on myos sama kertaluku, mutta vasta-
matriisien kertaluvut téytyy erikseen tutkia.

Luokka 1 (10 alkiota). Olkoon aluksi @ = 1. Nyt on helppo n&hda, etté

eI

Matriisin potenssi on siis yksikkomatriisi I, joss b = 0 tai 3|n. Kertaluku
on siis 1 jos b = 0, muuten 3.

Toisaalta, jos a = —1, niin A = [_01 fl] = —[(1) _lb]. Kyseessd on siis

ensimmdisen tapauksen vastamatriisi, ja tulos seuraa sdannosté (ii). Ker-
taluku on 2 jos b = 0, muuten 6.

Luokka 2 (10 alkiota). Huomataan, etté

2
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Koska a? = 1 kaikilla F3 \ {0}, niin kertaluku on 2.
Luokka 3 (4 alkiota). Nahd&én, ettd
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Jos a = 1, niin kertaluku on 2. Jos taas a = —1, niin A* = (—I)%2 = I,
joten s#innoén (i) perusteella kertaluku on 4 (koska A? = —1I).

Molemmat kertaluvut olivat parillisia, joten vastamatriiseilla on tésséd ta-
pauksessa sama kertaluku.

Luokka 4 (8 alkiota). Olkoon ensin a = —1. Nyt
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N&hdaan, ettd kertaluku on 4. Toisaalta, jos a = 0, niin
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Niin ollen A% = I, ja A:n kertaluku on 8.

Jalleen kertaluvut olivat parillisia, joten vastamatriiseilla on samat ker-
taluvut.

Luokka 5 (4 alkiota). Téssé tapauksessa

20 117 _[1 -1]_ [-1 1
1 -1 -1 -1 1 1|’
ja tilanne palautuu luokkaan 4. Matriisin A2 kertaluku on 4, joten A:mn
kertaluku on 8. Vastamatriisilla on sama kertaluku.

Luokka 6 (8 alkiota). Olkoon ensin ¢ = 1. Nyt
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Nihdiin, ettd A% = I, joten kertaluku on 6.

Kun a = —1, niin

.
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ja tilanne palautuu edelliseen tapaukseen. Nihdiin, ettd B2 = (A2)T #
I, mutta B3 = —(A43)T = —(—I)T = I. Siisp kertaluku on 3.

Luokka 7 (4 alkiota). Téssé tapauksessa

e f1 1 ‘o -1
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joten tilanne palautuu luokkaan 3. Matriisin A2 kertaluku on titen 4,
joten A:n kertaluku on 8. Vastamatriisilla on sama kertaluku.

. Mitk4 alkioista kuuluvat aliryhmé&én SLy(3)? Mikd on tdmén aliryhmén
kertaluku?

Ratkaisu. Erityisen lineaarisen ryhmén kertaluku on luentojen kaavan mu-

kaan
_GL@) _ 48 _
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Téhén aliryhméaén kelpaavat koko ryhmén GLo(3) alkioista ne, joiden de-
terminantti on 1. Koska kunta on kolmialkioinen, ainoa toinen vaihtoehto
determinantin arvolle on -1. Kéydé&an jélleen alkiot ldpi luokittain.

24.

|SLa(3)]

Luokka 1. Determinantti on a? = 1, joten kaikki alkiot kelpaavat aliryh-
médn SLy(3).

Luokka 2. Determinantti on —a? = —1, joten mitkiin alkiot eivit kelpaa.

Luokka 3. Determinantti on —a. Alkio kelpaa, joss a = —1. Téllaisia on
puolet luokan alkioista eli 2 kappaletta.



Luokka 4. Determinantti on a — 1. Alkio kelpaa, joss a = —1. Téllaisia
on 4 kpl.

Luokka 5. Determinantti on aina —1, joten mikdadn luokan alkioista ei
kelpaa.

Luokka 6. Determinantti on 1. Kaikki alkiot kelpaavat.
Luokka 7. Determinantti on —1. Mikéén alkio ei kelpaa.

. Milta néyttavit tekijairyhmén PGLs(3) alkiot? Mitkd ovat niiden kerta-
luvut? Mikd on tdmén tekijaryhmén kertaluku? Miltd néyttavat tekija-
ryhmén PSLy(3) alkiot? Mitkd ovat niiden kertaluvut? Mikd on tdmén
tekijaryhméan kertaluku?

Ovatko ryhmét SLo(3) ja PGLo(3) isomorfiset?

Ratkaisu. Projektiivisen lineaarisen ryhmén PG Lo (3) koostuvat ryhmén
G Ly(3) keskuksen sivuluokista. Tdma keskus koostuu skalaarimatriiseista,
joita on kaksi. Keskus on siis Z = {I, —1I}. Tamén tekijairyhmén kertaluku
on luentojen kaavan mukaan

_ |GLy(3)] 48

= — =24

PGLy(3) = =2 =

Alkiot A ja B kuuluvat samaan sivuluokkaan, joss A = B(+I) = +B.
Merkitdan talloin A = B. Alkion A kertaluku on sellainen n, jolla A™ =1
eli A" = +I. Kertalukujen méarittdmiseksi kiydddn jilleen alkiot 1dpi
luokittain ja kdytetddn hyviksi tehtdvissd 1 suoritettuja laskuja. (Kos-
ka jokainen luokka sisdltdd omat vastamatriisinsa, jokaisen luokan koko
puolittuu siirryttéessd ryhmaan PGLo(3).)

Luokka 1. Koska
1 b _ |1 —b
0 1y |0 -=1f°

namé eri tapaukset samastuvat, ja kertaluvuksi tulee 1, jos b = 0, muuten
3.

Luokka 2. Kertaluku on edelleen 2.
Luokka 3. Nyt A? = al = I, joten kertaluku on 2.

Luokka 4. Jos a = —1, niin A? = —T, joten kertaluku on 2. Toisaalta,
jos @ = 0, niin A* = —1I, joten kertaluku on 4.

Luokka 5. Tilanne palautuu luokkaan 4, ja A* = —I. Kertaluku on siis
4.

Luokka 6. Jos a = 1, niin A% = —1I, ja kertaluku on 3. Jos taas a = —1,

niin -
-1 1 _ 1 1 7
B_[—l 0]_[—1 0] =4

Naiin ollen téssdkin tapauksessa kertaluvuksi tulee 3.



Luokka 7. Koska A* = —1I, niin kertaluku on 4.

Nyt néhdéén, ettd ryhmét SLa(3) ja PG Lo(3) eivit ole isomorfiset. Ryh-
méssd SLy(3) on nimittdin alkioita, joiden kertaluku on 6 (luokassa 6),
mutta ryhméssd PG Ly(3) korkein kertaluku on 4.

Projektiivisen erityisen lineaarisen ryhmaén alkioina ovat keskuksen Zg =
Z(SLy(3)) sivuluokat A-Zg, missi A € SLy(3). Koska det(—1) = (—1)% =
1, ndhdéén, ettd Z(SLo(3)) = Z(GL2(3)) = {I,—TI}. Sivuluokat ovat siis
samoja kuin ryhméssd PGLy(3). Toisaalta ryhmén SL9(3) matriisit on
lueteltu tehtévdssd 2. Ryhméan PSLo(3) kertaluku on luentojen kaavan
mukaan

=12.
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Kootaan vield lopuksi kaikki saadut tulokset taulukkoon.

luokka 1. 2. 3. 4.
a=1|a=-1 a=1|la=-1|a=-1|a=0
alkioita 5 5 10 2 2 4 4
kertaluku 3() 609 [ 2| 2 4 4 8
GLy(3):ssa
€ SLy(3)? kylld | kylla | ei el kylld kylla el
kertaluku 3() - 2 2 - 2 4
PGLy(3):ssa

(*) jos matriisi on I tai —I, niin kertaluvut ovat GLy(3):ssa 1 ja 2 ja
PGLy(3):ssa 1

luokka 5. 6. 7.
a= a=-—1
alkioita 4 4 4 4
kertaluku G L2(3):ssa 8 6 3 8
€ SLy(3)7? ei | kylla | kylld | ei
kertaluku PGLy(3):ssa | 4 3 - 4

4. Olkoon L € GLo(R). Tutkitaan R?:n yksikkonelién kuvaa kuvauksessa L.
Osoita, ettd kuvan pinta-ala on |det(L)|.

Ratkaisu. Merkitddn lineaarikuvauksen L matriisia
a b
L=
-

jolloin det L = ad — be. Téassd kuvauksessa kantavektorien (1,0) ja (0,1)
kuvat ovat (a,c) ja (b,d).
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L(1,0)= (a,lc

L(1,1)=(a+b,c+d)

Tarkastellaan ensin kuvan mukaista erikoistapausta, jossa kantavektorit
kuvautuvat 3. ja 4. neljinnekseen niin, ettd d > ¢. Kuvajoukko L(A) muo-
dostaa suunnikkaan. Puolet tdmén suunnikkaan alasta mahtuu kolmioon,
joka yhdistettynd kolmioihin K7, Ky ja K3 téyttad tietyn suorakulmion.
Kuvasta ndhdéén helposti, ettd kyseisen suorakulmion ala on (a — b)ec.
Kolmioiden alat ovat puolestaan

1 1 1
area(K7) = 546 area(Ks) = _§bd ja area(K3) = §(b —a)(d —c).

Néin ollen suunnikkaan L(A) alaksi saadaan
1
2 <(a—b)c— §(ac—bd+ (b—a)(d—c))) = ad — bc.

Kisiteltya tapausta voidaan yleistdd kdyttaméalla seuraavia lineaarimuun-

noksia:
0 -1 0 1 -1 0 -1 0
1 0|’ -1 0}’ 0o -1/’ 0 1|°

N&dmi muunnokset permutoivat koordinaattiakseleita. Kertomalla niilla
kuvausta L voidaan miki tahansa tapaus, jossa kantavektorit kuvautuvat
vierekkaisiin neljanneksiin, palauttaa ylla kasiteltyyn tapaukseen. Lisdksi
niiden determinantti on +1, joten tehtdvin tulos ei kerrottaessa muutu.

Lisdksi on viela késiteltdva ne tapaukset, joissa kantavektorit kuvautuvat
samaan tai vastakkaisiin neljinneksiin. Nama voi késitelld samoin kuin yl-
14 olevan tapauksen kiyttamalld seuraavia kuvia seki tarvittaessa sopivia
muunnoksia.
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a) Osoita, ettd ryhméssd G L, (K) jokainen alkio voidaan ilmaista dia-
gonaalimatriisin ja ryhmén SL,(K) alkion tulona.

b) Osoita, ettd kunnan K ollessa algebrallisesti suljettu, voidaan ryh-
mén GL,(K) alkiot kirjoitaa skalaarimatriisin ja SL,(K):m alkion
tulona.

Todistus. (a) Oletetaan, ettd g € GL,(K) ja det(g) = a. Olkoon nyt

a 0 0 -+ 0
o1 0 --- 0
a= (0 0 1 .
Do 0
00 - 0 1]

jolloin det(a) = a. Olkoon b matriisi, joka on saatu g:std kertomalla sen
ensimmiéisen rivin alkiot luvulla o~!. Téllsin det(b) = o la = 1, joten
b € SL,(K). Toisaalta matriisin ab mielivaltainen alkio on

n ab;;, josi=1
(ab)ij = Zaikbkj = { i
k=1

bij muuten.
Joka tapauksessa nahdéén, ettd ab = g.

(b) Viite todistetaan samalla tavalla kuin (a)-kohdassa. Nyt vain matrii-
siksi @ valitaan skalaarimatriisi 81, misséd [ on sellainen, ettd " —1 = 0.
Téma on mahdollista, koska K on algebrallisesti suljettu. Talloin det(a) =
8" = a1, kuten haluttiinkin. O

a) Osoita, ettd ryhmét GL,(2), SL,(2), PGL,(2) ja PSL,(2) ovat

isomorfisia.

b) Osoita, ettd ryhmat SLo,11(3) ja PSLoy41(3) ovat isomorfisia.

Todistus. (a) Kasiteltdvat ryhmét muodostuvat n x m-matriiseista, joi-
den alkiot ovat kunnassa Fo = {0,1}, tai ovat téllaisten matriisiryhmien
tekijaryhmid. Ryhmé& F5 on triviaali ryhmé, eli F5 = {1}

Aloitetaan todistus osoittamalla, ettd GL,(2) = SLy(2). Olkoon g €
GL,(2). Koska g:n determinantti on ryhméssé Fs, sen on pakko olla 1.
Siten g € SL,(2) ja GLy(2) = SL,(2).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd GLp(2) = PGL,(2). Ryhma Z(GL,(2))
on isomorfinen ryhmén Fy kanssa, joten siind on vain yksi alkio. Siten

PGL,(2) = GL(2)/2(GLn(2)) = GLa(2)/{1} = GL,(2).

Lopuksi huomataan vield, ettd koska GLy(2) = SLy(2), niin PGL,(2) =
PSL,(2). Nyt siis olemme osoittaneet, etta

SLn(2) = GLy(2) = PGL,(2) = PSLy(2).



(b) Nyt kerroinkuntana on F3 = {0,1,—1}, joten F§ = {1, —1}. Ryhmé&n
SLon11(3) keskus Z(SLoyp+1(3)) muodostuu skalaarimatriiseista alon 1,
joille pitee det(alani1) = o®t! = 1. Koska (—1)2"t! = —1, voimme
paatelld, ettd Z(SLopy1(3)) = {I}. Siten

PSL3p11(3) = SLap11(3)/Z(SLant1(3)) = SLopta(3).



