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1. Méaritellaan joukot 7', B ja U seuraavasti:

(a) T ={g € GL,(K) | g on diagonaalimatriisi}
(b) B={g € GL,(K) | g on ylikolmiomatriisi}
(c) U ={g € B | g:n diagonaalialkiot ovat ykkosii}.

Osoita, ettd joukot T, B ja U ovat ryhmin GL,(K) aliryhmid. Osoita,
ettdi B = TU, eli ettd jokainen B:n alkio voidaan ilmaista T:n ja U:n
alkion tulona.

Ratkaisu:

(a) Selvistikin I,, € T. Oletetaan sitten, ettd A,C € T ja merkitdén

AC = D = [d;j]. Jos i # j, niin

n
dij = Z QikCrj = GiiCij T @ijcj; = 0,
k=1
silld a;, = 0, jos @ # k ja cg; = 0, jos j # k. Siten D on diagonaali-
matriisi.
Osoitetaan vield, ettd A~' € T. Merkitédan A" = [aj;]. Jos ¢ # 7,

niin

n

!
k=1
sillda AA~! = I,,. Toisaalta
n
r_ '
Qik Qg = QiG55
k=1

ja az # 0, silld muuten A ei olisi kidntyvi. Siten aj; = 0 ja A~ on
diagonaalimatriisi.

Selvastikin I,, € B. Oletetaan sitten, ettd A,C € B ja merkitdin
AC = D. Jos i > j, niin

n 1—1 n
dij = E Qi Crj = E Qi Crj + E Qi Crj = 0,
k=1 k=1 k=i
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silld @iy = 0, kun & < 7 jac; = 0, kun & > 4 > j. Siten D on
yldkolmiomatriisi.
Osoitetaan seuraavaksi, ettdi A~' € B. Merkitdéin A~" = [aj;]. Kun

¢ # j, niin
n
!
E aikay; = 0,
k=1

silli AA~L =1T,,.
Osoitetaan induktiolla 7:n suhteen, ettd jos ¢ > j, niin a; = 0. Ole-
tetaan aluksi, ettd ¢ = n. Kun n > 7, niin

n
! !
0= E Unk O = Opn Gy,
k=1

silld a,, = 0, kun k < n. Koska a,, # 0, niin a;; = 0. Siten viite
pétee, kun i = n.

Oletetaan sitten, ettd 7 < n ja oletetaan, ettd viite pétee kaikilla
k >i. Kun ¢ > j, niin

n i
o y 1.O. ! [
0= E AikQy; = E Qik Qg5 = Q3G
k=1 k=1

silld a;z = 0, kun ¢ > k. Huomataan, ettd a; # 0, silld muuten
det(A) = 0. Siksi a}; = 0.
Siten A~! on diagonaalimatriisi.

Selvastikin I, € U. Oletetaan sitten, ettd A,C' € U ja merkitdin
AC = D. Nyt D € B, ja lisdksi

n
di; = E @ik Chi = QiiCi; = 1,
k=1

silld a;, = 0, jos k <1, ja cg; = 0, jos k > 4. Siten D € U.
Osoitetaan seuraavaksi, ettd A" € U. Merkitdéin A~' = [aj;]. Nyt
A=l € B, ja lisiiksi

n
§ ! !
k=1

Koska a;; = 1, niin al; = 1, ja voimme péételld, etti A~! € U.



2. Osoita, ettd ryhmén PGL(V) eri alkiot ovat aina erilaisia projektiivisen

avaruuden P(V') kuvauksia.

Ratkaisu: Osoitetaan aluksi, ettd ryhmén PGL(V) alkioita voidaan to-
dellakin pitdd projektiivisen avaruuden kuvauksina. (Tata ei tehtdvissa
suoraan kysytty.)

Merkitddn Z = Z(GL(V)). Olkoon g € PGL(V). Oletetaan, etta g, h €
GL(V) ovat sellaisia, ettd g = gZ = hZ. Nyt h = ag jollakin a € K*,
joten h((v)) = (h(v)) = {ag(v)) = (g(v)) = g({v)) kaikilla v € V. Tam4a
tarkoittaa sitd, ettd vaikka kuvaus g maéairitelladn sivuluokan edustajan
avulla, edustajan valinnalla ei ole vaikutusta kuvauksen arvoihin.

Todistetaan sitten tehtdvin varsinainen viite. Olkoot gZ, hZ € PGL(V),
ja oletetaan, ettd ne ovat sama projektiivisen avaruuden P(V') kuvaus.
Nyt (¢2)({(v)) = (hZ)({v)) eli g({v)) = h({v)) kaikilla v € V. Siten g *h :
P(V) — P(V) on identtinen kuvaus. Lauseen 3.12 nojalla ¢~ 'h € Z. Siten
gZ = hZ, eli ne ovat sama ryhmén PGL(V) alkio.

. Osoita, ettd ryhmd PGLy(2) on isomorfinen ryhmén S3 kanssa, missi S
on symmetrinen ryhmé eli kolmen alkion permutaatioiden ryhmé. Voit
osoittaa isomorfisuuden esimerkiksi tarkastelemalla sitd, miten PG Ly (2)
kuvaa projektiivisen suoran P(F3) pisteiti

Ratkaisu: Symmetrinen ryhmaé S3 muodostuu kuudesta kolmen alkion per-
mutaatiosta: S5 = {1, (12), (13), (23), (123), (132)}.

Toisaalta tieddmme, ettd ryhmé PG Ly(2) on isomorfinen ryhmén G Lo (2)
kanssa ja siind on (22 — 1)(2? — 2) = 6 alkiota. Projektiivinen avaruus
P(FF3) taas muodostuu kolmesta alkiosta ((1,0)), ((0,1)) ja ((1,1)). Edel-
lisen tehtévin perusteella tieddmme, ettd jokainen ryhméan PG Ly(2) alkio
on tamin kolmialkioisen joukon permutaatio, ja eri alkiot ovat eri permu-
taatioita. Téstd seuraa, ettd PGLy(2) = S.

Tutkitaan vield, minkéilaisia permutaatioita ryhmén G Lo(2) alkiot ovat.
Numeroidaan projektiivisen avaruuden pisteet siten, etté

1=((1,0)), 2=((0,1)), 3=((1,1)).

Nyt ryhmén GLo(2) alkio (1) (1) kuvaa vektoriavaruuden V' vektoreita
seuraavasti: -
0 1] [1] [0 0 1] [o] _[1 0 1] 1] _ 1
1ol o] = 1> [t o[t T lo]7 [roof|1] T[]

Siten se vastaa projektiivisen avaruuden kuvausta 1 +— 2,2+ 1,3 +— 3
eli on permutaatio (12).



Samalla tavoin voidaan tutkia, millaisia permutaatioita muut ryhmén al-
kiot ovat:

[é ﬂ = (23), E (1)} = (132), [i g] = (13), [(1) H — (123).

. Mitka seuraavista bilineaarisista muodoista ovat symmetrisid, mitka alter-
noivia ja mitkd antisymmetrisid? Mitki niistd ovat surkastuneita? Milta
ndyttaviat muotojen matriisit?

(a) B: K* x K? = K, B(z,y) = 11y2 — Tay1

(b) B: K? x K* = K, B(x,y) = 1191 — Z192 — Ta¥1 + 2%

(c) B:K"x K™ = K, B(z,y) = > | Tili
Ratkaisu: Todetaan aluksi, ettd jos K:n karakteristika ei ole kaksi, niin
muoto on antisymmetrinen jos ja vain jos se on alternoiva. Jos taas ka-
rakteristika on kaksi, niin muoto on antisymmetrinen jos ja vain jos se on

symmetrinen. Tastd seuraa, ettd antisymmetrisyytté ei tarvitse erikseen
tarkastella.

Merkitdén e; = (0,...,0,1,0,...0), missd ykkonen on i:nnelld paikalla.
(a) Muoto B ei ole symmetrinen: esimerkiksi B(eq, e3) = 1 ja B(eg, e1) =
—1. Se on alternoiva, silla B(z,z) = 2129 — 2921 = 0 kaikillaz € V.

Muoto B ei ole surkastunut. Jos nimittdin v = (v, v3) € rad(V), niin
0= B(v,e1) = —vy ja 0 = B(v,e) = v;. Siten v = 0.

-1 0

(b) Muoto B on symmetrinen, silld

Muodon B matriisi on B = [ 0 1}

B(xa y) = T1Y1 — T1Y2 — TaY1 + ToY2
= Y1T1 — Y1T2 — Yal1 — Yos = B(y, ).

Se ei ole alternoiva, silld esimerkiksi B(eq,e;) = 1.

Muoto B on surkastunut, silld rad(V) = {(o,) | « € K}. Jos
nimittdin £ = (x1,x2) € V, niin

B(z, (o, o)) = azy —ax —azg+ary =0

kaikilla ¢ € K. Toisaalta, jos v = (v1,v2) € rad(V), niin 0 =
B(v,e1) = v — vs.

Muodon B matriisi on B = [_11 _11}
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(c) Muoto B on symmetrinen, silli B(z,y) = Y o Ty = Yoy Yilli =

B(y, x). Se ei ole alternoiva, silld esimerkiksi B(ey,e;) = 1.

Muoto B ei ole surkastunut. Jos nimittdin v € rad(V), niin 0 =
B(v,e;) = v; kaikilla i € {1,...,n} ja siten v = 0.

Muodon B matriisi on I,,.

5. Olkoon B bilineaarinen muoto.

(a) Osoita, ettd B on symmetrinen jos ja vain jos sen matriisi missi

tahansa kannassa kirjoitettuna on symmetrinen.

(b) Osoita, ettd B on antisymmetrinen jos ja vain jos sen matriisi missé

tahansa kannassa kirjoitettuna on antisymmetrinen.

(c) Osoita, ettd jos B on alternoiva, niin sitd vastaavan matriisin dia-

gonaalialkiot ovat nollia. Osoita, ettd jos jonkin matriisin diagonaa-
lialkiot ovat nollia, niin se ei vilttdmaéatta ole alternoivan muodon
matriisi.

Ratkaisu:

(a) Olkoon (v1,...,v,) jokin V:n kanta. Oletetaan ensin, ettd B on sym-

metrinen. Nyt B(i,j) = B(v;,vj) = B(vj,v;) = E(j, i) kaikilla 1, 7,
joten matriisi B on symmetrinen.

Oletetaan sitten, ettid matriisi B kirjoitettuna kannan (V1.2 vp)
suhteen on symmetrinen ja B on sitd vastaava lineaarinen muoto.

Olkoot v =3, auv; €V jaw =3, Bjv; € V. Nyt

B(v,w) = B (Z Q;v;, Zﬁjvj) = Z%Z@'B(Uu“j)
= D 5iBGJ) =D iy 8B )

= Zai ZﬂjB(Uj, ’UZ') =B (Z ﬂjvja Zaw,)
% j J %
= B(w,v),

joten B on symmetrinen.

Todistus on samanlainen kuin kohdassa (a).

) Olkoon (vy,...,v,) jokin V:n kanta. Nyt B(i,i) = B(vi,v;) = 0

kaikilla 7, joten matriisin B diagonaalialkiot ovat kaikki nollia.

Jos bilineaarinen muoto on alternoiva, niin sen on oltava antisymmet-
rinen. Voidaan siis valita matriisi, jonka diagonaalialkiot ovat nollia,



mutta joka ei ole antisymmetrinen. Téllainen matriisi ei voi olla al-
ternoivan bilineaarisen muodon matriisi.

2 0
ternoiva, silld B((1,1),(1,1)) = 3.

) . e . 2 01 )
Esimerkiksi matriisia B = [ ] vastaava R%:n muoto B ei ole al-

Olkoon o € K*. Osoita, etta bilineaaristen muotojen B ja aB isomet-
riaryhmét ovat samat. (Muodolla aB tarkoitetaan kuvausta (x,y) +—
aB(z,y).) Muodon skaalaaminen eli kertominen skalaarilla ei siis vai-
kuta isometriaryhméan.

Olkoon B avaruuden V symmetrinen muoto, jolle ei piade B(v, w) = 0
kaikilla v,w € V. Osoita, ettd on olemassa sellainen v € V, etti
B(v,v) # 0.

Ratkaisu:

(a)

Olkoon a € K*, ja olkoon B bilineaarinen muoto. Osoitetaan aluksi,
ettd myos B’ = aB on bilineaarinen muoto. Olkoot v, w,z,y € V ja
A€ K. Nyt

B'(Av+w,z) = aB(Av + w,z) = a(AB(v, z) + B(w, x))
= XaB(v,z) + aB(w,z) = AB'(v,z) + B'(w, x)

ja
B'(v, \z +y) = aB(v,\x + y) = a(AB(v,z) + B(v,y))
= \aB(v,z) + aB(v,y) = AB'(v,z) + B'(v,y).

Siten B’ on bilineaarinen.

Osoitetaan sitten, ettd B:n ja B':n isometriaryhméit ovat samat. Ol-
koon g B isometria. Nyt B'(gv, gw) = aB(gv, gw) = aB(v,w) =
B'(v,w). Siten g on my6s B':n isometria. Téstd seuraa, ettd jos g
on B’ isometria, niin se on myds bilineaarisen muodon o~ !B’ = B
isometria. Siten viite on todistettu.

Huomaa, ettd tdssd tehtivissid on oletettava, ettd kunnan karakte-
ristika ei ole kaksi!

Olkoot v,w € V sellaisia, ettd B(v,w) # 0. Jos B(v,v) # 0 tai
B(w,w) # 0, niin viite on todistettu. Voimme siis olettaa, etté
B(v,v) =0 ja B(w,w) = 0. Nyt

B+ w,v 4+ w) = B(v,v) + 2B(v,w) + B(w,w) = 2B(v,w) # 0.



