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Huom. Tehtédvissd 1, 2 ja 5 olleet virheet on korjattu tdhin ratkaisuhedo-
tukseen.

Tehtévissa 1-5 oletetaan, ettd V' on vektoriavaruus, jonka kerroinkunnan
karakteristika ei ole 2.

1. Merkitdan skalaarimatriisien joukkoa kirjaimella Z. Projektiivinen orto-
gonaalinen ryhmé ja projektiivinen erityinen ortogonaalinen ryhma maa-
ritellddn seuraavasti:

PO(V)=0(V)/(ZNnO(V)) ja PSO(V)=SOV)/(ZNSONV)).

Osoita, ettd |[Z N O,(R)| = 2 ja ettd PSO,(R) = SO,(R) jos ja vain jos
n on pariton. Muotona on tavallinen pistetulo (B(z,z) = x - ).

Ratkaisu:

Olkoon B R™:n symmetrinen bilineaarinen muoto. Oletetaan, ettd of, €
Z N O, (R). Koska a,, on ortogonaalinen, niin

B = aInBaIn = o’B.

Siten o2 = 1. Reaalilukujen joukossa on vain kaksi alkiota, jotka toteut-
tavat tdmén ehdon: 1 ja —1. Siten Z N O,(R) = {I,, —I,}.

Jos n on pariton, niin —I,, ¢ SO, (R) ja PSO,(R) = SO,(R)/{I,}. Kano-
ninen surjektio g — ¢(Z N SO, (R)) on nyt isomorfismi ryhmilta SO, (R)
ryhmille PSO,(R).

Jos taas n on parillinen, niin SO,(R) = {I,,—I,}. Nyt PSO,(R) =
SO, (R)/{I,,—I,} ja kanoninen surjektio ei ole isomorfismi, silli esimer-
kiksi alkiot I, ja —I,, kuvautuvat samalle alkiolle. (Jos ollaan aivan tarkko-
ja, niin tehtavassa ei puhuttu isomorfismista vaan yhtasuuruudesta. Silla
kuitenkin tarkoitettiin kanonista isomorfismia.)

Huomaa, ettd tehtdvissd ei tarvinnut kdyttaid tietoa siitd, ettd muotona
on pistetulo.

2. Oletetaan, ettd avaruudella K® on kanta S = (vq,...,v3), jossa eriilla
symmetriselld muodolla on matriisi
1 0 4
B,=(0 -1 0
4 0 =2



Etsi kanta 7T, jossa kyseistd muotoa vastaa diagonaalimatriisi Bs. Oleta
sitten, ettd kerroinkuntana on R, ja etsi kanta U, jossa muodon matriisi
Bj; on edelleen diagonaalinen, mutta diagonaalialkiot ovat £1 tai 0.

Ajatellaan nyt, ettd matriisit B; ja Bs onkin annettu samassa kannassa,
jossa ne siis vastaavat ekvivalentteja muotoja B; ja Bs. Etsi konjugoiva
matriisi T’ € GL,(R), jolla T" B,T = Bs.

Ratkaisu:

Valitaan uusi kanta (uy, ug, ug) kiyttdmalla huomautusta 5.6. Valitaan

Uy = v
Uo = V2
B B
U = v3 — (ul’v3)u1 _ Bluy,v) ug = —4v;y + vs.

B(U,l, U,l) B(U,Q,UQ)

Nyt muodon B matriisi kannan (u1, ug, u3) suhteen kirjoitettuna on

oo o
By=1[0 -1 0
0 0 -18

Matriisi B; saadaan skaalaamalla kantavektoria wus niin, ettd uusi kanta
on

w1 = Uy
W9 = U9

1
W3 = —F—U

VIR

Nyt muodon B matriisi kannan (w;, ws, w3) on

ot oo o
By=10 -1 0
0 0 -1

Etsitéin vield matriisi 7', jolle pitee T'" B;T = B;. Taméi saadaan kannan-
vaihtomatriisista 7', joka vaihtaa kannasta (vq, v9,v3) kantaan (wy, wsy, w3)
(vrt. lause 4.4 ja sen todistus):

1 0 —4/V/18
T=10 1 0
00 1/4/18



3. Osoita, ettd seuraavat kuvaukset ovat ortogonaalisia hyperbolisessa tasos-

sa R?:
| -2 3 [ 5/3  4/3
“|=v3 2|° PT|-4/3 —5/3|"
| coshg —sinho o
h = [_ sinh coshgo] kaikilla ¢.
Ratkaisu:

Hyperbolisen tason bilineaarinen muoto on

B:[}) _OJ.

Kuvaus T on ortogonaalinen, jos se toteuttaa ehdon 7" BT = B.

Koska
Rl IS I | vy
(3 415 95 2
=B
ja
o i Y | P A
_[5/3 4/3][5/3 4/3]1 _[1 0
R
= B,

niin g ja p ovat ortogonaalisia.
Palautetaan mieleen, etté

e¥ —e ¥ e +e ¥

sinh p = — cosh ¢ = 5 ja — sinh® ¢ + cosh® p = 1.

Nyt
LT Bh = coshy —sinhp| |1 0 coshgp —sinhop
~ |—sinhg coshy | [0 —1| |—sinhy coshgp

| coshyp  sinhgp coshyp —sinhp| |1 0
~ |—sinhg —coshy| |—sinhg coshp | |0 —1

= B,

joten h on ortogonaalinen.



4. Myoneja syntyy ilmakehéissd noin 15 km korkeudessa kosmisten séiteiden
vaikutuksesta. Niiden elinaika on keskimé&érin 2,2 mikrosekuntia. Erés ha-
vaitsija kuitenkin naki téllaisen myonin saavuttavan maanpinnan 9,5 mik-
rosekunnin kuluttua sen syntymaista. Olettaen, ettd myoni liikkui tasai-
sella nopeudella suoraan alaspéiin, laske sen taivaltama matka sen omassa
koordinaatistossa kayttden hyviksi sitd tietoa, ettd koordinaatistonmuun-
nos sailyttdd Minkowskin avaruuden geometrian.

Ratkaisu:

Valitaan origoksi myonin putoamispaikka hetkell4, jolloin se osuu maahan.
Talloin maassa olevan havainnoitsijan koordinaatistossa myonin koordi-
naatit ovat sen syntyhetkella

v; = (—9,5-107%5,0,0,15000 m).
Myonin koordinaatistossa vastaava vektori on puolestaan
vy = (—2,2-107%5,0,0, z),

missd £ on myonin taivaltama matka sen omassa koordinaatistossa.

Tieddmme, ettd on olemassa Lorentzin muunnos L, joka kuvaa vektorin v,
vektorille v5. Tdméa kuvaus on lineaarikuvaus, joka sailyttdd Minkowskin
avaruuden muodon

1 0 0 0
0 -1 0 O
M= 0 0 -1 0
0o 0 0 -1

Tama matriisi on itse asiassa skaalattu, ja sitd voi kdyttdd vain silloin,
kun kaikkien koordinaattien yksikét ovat samoja. Koska tdmén tehtavin
tapauksessa on yksikdind sekd sekunteja ettd metrejd, on ratkaisemiseen
kiytettava skaalaamatonta muotoa

0 0 0
, 1o -1 0 o0
M=10 0 -1 0ol

0 0 0 -1

missd ¢ = 2,98-10% m/s on valon nopeus. (Tété ei asiaa tuntematon lukija
voinut tietenkéén tietad.) Muoto M on siis saatu muodosta M’ kertomalla
ensimmaistd kantavektoria valon nopeudella c.

Nyt tieddmme, ettd M'(ve,vo) = M'(Lvy, Lv;) = M'(vy,v1). Koska
M (vg,v3) = (—2,2-10 %5)%.¢*~0—0—(15000m)* = (655,6 m)*— (15000 m)*
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ja
M'(vy,v1) = (=9,5-10%)* - ¢ = 0 — 0 — &® = (2831m)” — &,

niin tuntemattoman z arvoksi saadaan likimain 14745m.

Tehtavan lukuarvot eivit itse asiassa vastaa todellista tilannetta. Taméa
johtuu siité, ettd tehtdvin laatija luki lahtomateriaalia vadrin. Nailla ar-
voilla myonin ldhtovektorin nelipituus on negatiivinen, siis paikanluontei-
nen, eikd myoni siksi voisi mitenkiin péadsta koordinaatiston origoon. An-
nettujen arvojen perusteella myoni nayttddkin tehtévissa liikkkuvan valoa
nopeammin. Laskujen perusperiaatetta tdma ei kuitenkaan muuta.

. Tutki avaruutta F? varustettuna bilineaarisella muodolla
B(z,y) = z1y1 + x2y2  (pistetulo).
Mitka vektorit ovat isotrooppisia? Etsi kanta, jossa muodon matriisi on

jompaa kumpaa lauseen 5.23 mainitsemaa perustyyppié.
Madrita ryhmien OéB)(E’)) ja SOgB)(E’)) alkiot ja niiden kertaluvut. Ovatko
niamé isomorfisia joidenkin tuttujen ryhmien kanssa?
Ratkaisu:
Vektori z € F2 on isotrooppinen, jos 0 = B(z, ) = 3+ 123 = 0. Aloitetaan
siis tarkastelemalla kunnan F2 alkioiden nelidité:

0°=0

1?=(-1)?=1

22 = (—2)* = —1.
Nihdéin, etté tismilleen kahdeksan paria (1, z2) toteuttavat ehdon z2 +
r3 =0, ja ne ovat +(1,2), £(2,1), £(1, —2) ja £(2,-1).

Etsitdin seuraavaksi kanta, jonka suhteen B:n matriisi on lauseessa 5.23
mainittua tyyppid. Valitaan kantavektoreiksi v; = e; ja vo = 2e5, jolloin
B(vi,v1) = 1, B(vy,v2) = 0 ja B(vg,ve) = 4B(eg,e9) = 4 = —1. Siten
muodon B matriisi kannassa (v, v2) on

eli B on +-tyyppié.

Midritetiéin seuraavaksi ryhmén Oy (5) alkiot. Kéytetidn tiissd alkupe-
riistd kantaa, jossa B:n matriisi on

~ 10
By Y-



Jotta matriisi
_la b
9= ¢ d

olisi ryhmissi O (5), niin sen tiytyy toteuttaa ehto ¢'Big = By. Nyt
saamme yhtilon

1 0] _Ja ¢|[1 0]fa b] [a®>+c® ab+cd
0 1|  |b d||0 1| ]|c d| ™~ |ab+cd b*+d?|°
Tasté seuraa, ettd a?+c? = 1, b>+d? = 1 ja ab+cd = 0. Kiyttamalla naiti

yhtaloita sekd muistamalla, ettd ryhmén alkioiden taytyy olla kidntyvia,
voimme péatelld, etté

1 0 -1 0 -1 0 1 0
FRY —
o=y 1[0 5[0 1]l 2]
01 0 -1 0 -1 0 1
1 0/’|-1 O f’|1 O }|’|—-1 O|]"
Niiden kertaluvut ovat 1, 2, 2, 2, 2, 2, 4 ja 4.
Nyt on helppo niihdé, etti ryhmissia SO (5) on nelji alkiota:

503(5)={[(1) (fH_Ol _OlH(f _01},[_01 (1)]}

Ryhmi Oj (5) on isomorfinen nelion symmetriaryhméin Dg kanssa. Ne-
lion symmetriaryhmé muodostuu kaikista mahdollisista nelion kierroista
ja peilauksista, ja on muotoa {a,b | a* = 1 = b, bab = a™'). Sen virittijid
ovat siis kierto a ja peilaus b.

Virittéjiksi a ja b voidaan valita esimerkiksi alkiot

Vo [

jotka vastaavat 90° kiertoa ja peilausta y-akselin suhteen. On helppo huo-
mata, etti a ja b toteuttavat ehdot a* = 1 = b% ja bab = a~!. Tamin
lisiiksi on vield osoitettava, ettd ne virittaviit ryhmén O5 (5).

Ryhma SOJ (5) on syklinen ryhmi, jonka virittdé esimerkiksi alkio

10 =1
a=1 o1
Ryhmé muodostuu kaikista nelion kierroista. Lauseen 5.2 nojalla tieddm-

me, ettd SO (5) ja miké tahansa joukon Oy (5) \ SO5 (5) alkio virittévit
ryhmén Oy (5). Siten a ja b virittivit OF (5)m.
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Kuviin on piirretty vektoriavaruus F2 ja vektorin v kohdalle on merkitty
sen pituus B(v,v). Vasemmanpuoleisessa kuvassa on kiytetty kantaa, jon-
ka suhteen mudon B matriisi on B;. Kuvasta niikyy selvisti, etti OF (5)
on isomorfinen nelién symmetriaryhmén kanssa. Ryhmén alkiot nimittdin
sdilyttavit vektoreiden pituudet sekd kaikki origon kautta kulkevat suo-
rat, ja siten niiden on pakko joko kiertdd tai peilata kumpaakin kuvaan
piirrettyd neliota yhta aikaa.

Oikeanpuoleisessa kuvassa on kiytetty uutta kantaa, jonka suhteen muo-
don matriisi on By. Tésta kuvasta ndhdaén, ettd kyseessd on hyperbolinen
taso. Kuvaan on piirretty isotrooppiset suorat, joilla vektorien neliomuoto
on nolla.

. Olkoon K kunta, jonka karakteristika on 2.

(a) Tarkastellaan kuvausta @ : K* — K, missi Q(v) = v1v3+v9v4. Osoi-
ta, ettd ) on nelibmuoto, ja kirjoita vastaavan bilineaarisen muodon
matriisi.

(b) Osoita, ettd jos () on avaruuden K™ neliGmuoto, niin sitd vastaava
bilineaarinen muoto on alternoiva ja symmetrinen.

Ratkaisu:

(a) Mééritelldén kuvaus B : K* x K* — K siten, etti

B(z,y) = Q(z +y) + Q(z) + Q(y).

Neliomuodon maéaéritelmén mukaan () on neliGmuoto jos ja vain jos
B on bilineaarinen muoto.



Koska

B(z,y) =(z1 + y1)(x3 + y3) + (22 + v2) (24 + ya)
+ 2123 + ToZs + Y1Y3 + Y2Yau
=21Y3 + T3Y1 + Toys + T4Yo,

niin ndhd&éin, ettd B on bilineaarinen. Siten () on nelimuoto.
Muodon B matriisi on

0 010
A 0001
B_1000
0100

Olkoon B neliomuotoa () vastaava bilineaarinen muoto. Nyt B on
symmetrinen, silld

B(z,y) =Q(z +y) + Q(z) + Q(y)
=Q(y+2z) + Q(y) + Q(=)
=B(y, ).

Muoto B on myos alternoiva, silla

B(z,z) = Q(z + z) + Q(z) + Q(z) = 4Q(z) +2Q(y) = 0

karakteristikan ollessa kaksi.



