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1. (a) Osoita, ettd kunnissa F,, misséd p on alkuluku, ja rationaalilukujen
kunnassa @Q ei ole mahdollista méa#ritelld konjugaatioautomorfismia
o(a) = a.

(b) Osoita, ettd kunnassa
Q(V?2) = {a+bvV2]| a,beQ}
voidaan mééritelld konjugaatioautomorfismi. (Tarkista ensin, ettéd
QV2)
Ratkaisu:

a) Olkoon o : F; — T, konjugaatioautomorfismi. Olkoon sitten a € T,
jolloin @ = n - 1 jollakin luonnollisella luvulla n. Nyt

ola)=0c(n-1)=na(l) =n-1=aq,
silld o on kuntahomomorfismi. Siten o on identtinen kuvaus, miks
on ristiriita.
Olkoon o : Q — Q konjugaatioautomorfismi. Koska se on kuntaho-

momorfismi, niin o(n) = n ja o(—n) = —o(n) = —n kaikillan € N.
Olkoon sitten g = a/b € Q, missé a,b € Z. Nyt

olg)=o(a)-ob) t=a-b'=q

Siten ¢ on identtinen kuvaus, miké on ristiriita.

b) Osoitetaan aluksi, ettd Q(+/2) on kunta. Koska Q(v/2) on R:n osa-
joukko, niin laskutoimitusten liitdnnaisyytta ja osittelulakia ei tar-
vitse erikseen tutkia.

Koska 0 =0+0-v2jal=1+0-+/2, niin 0,1 € Q(+/2).
Jos a +bv2 € QV2) ja d' + V2 € Q(+v/2), niin

(a+bV2) + (a' +¥'V2) = (a +d') + (b+b)V2 € QV2)
ja
(a +bV2)(a' +b'V2) = (aa’ + 2bb') + (ab' + a'b)V2 € Q(V2).

Liséksi

—(a+bV2) = —a+ (-b)V2 € Q(V2)



ja
a + —b
a2 —2b%2  a? —2h?

(a+b-vV2)™ = V2 e QV2).

Siten Q(+/2) on kunta.

Midritelldan kuvaus o : Q(v2) — Q(V/2) siten, ettd o(a+b-v/2) =
a —b- /2. Se on itsensi kidnteiskuvaus, misti seuraa ettd kyseessi
on kddntyva kuvaus, jonka kertaluku on kaksi.

Osoitetaan vield, ettd o on kuntahomomorfismi. Jos a+bv/2 € Q(v/2)
ja a' 4+ ¥'v2 € Q(+v/2), niin

o ((a +bv2) + (@ + b’\/i)) =0 ((a +a)+ (b+ b)\/i)

=(a+d)—(b+V)V2=a-bV2+d —bV2
=o(a+bv2) +o(d +b'V2)

ja
o ( a+bv2)(d + b'\/i)) =0 ((aa' +200") + (ab' + a'b)x/i)
= (ad' 4 2bb') — (ab' + a'b)V2 = (a — bV/2)(d' — b'V?2)
= o(a+bv2)o(d +b'V?2).

Siten o on kuntahomomorfismi.
Lasketaan vield normikuvaus. Jos a + bv/2 € Q(v/2), niin

N(a+bV2) = (a+bV2)o(a +bV2)
= (a + bV2)(a — bV?2) = a® — 20°.

2. Osoita, ettd U(V)/SU(V) = Ker N, missi N on normikuvaus A — A\

Ratkaisu:

Olkoon f : U(V) — Ker(N), f(g) = det(g). Koska jokaiselle unitaarisen
ryhmén alkiolle g patee det(g)det(g) = 1, niin kuvauksen maalijoukko
voidaan todellakin asettaa Ker(N). Tieddimme, ettd g on homomorfismi.
Lisaksi Ker(f) = SU(V).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd f on surjektio. Olkoon S avaruuden V ses-
kvilineaarinen muoto. Lauseen 6.5. nojalla voimme olettaa, ettd S on
diagonaalimatriisi

aq
a2

Qn



Olkoon sitten 3 € Ker(N), jolloin 38 = 1. Olkoon ¢ diagonaalimatriisi
B

Nyt
Bai B BBay

a2 a2

joten g on unitaarinen. Koska f(g) = 3, niin olemme osoittaneet, ettid f
on surjektiivinen. Ryhmien homomorfialauseen nojalla U(V)/SU(V) =
Ker(N).

. Muodosta kunta F4 samaan tapaan kuin esimerkissé 6.13; aloita etsimalla
juureton F,-kertoiminen toisen asteen polynomi g. Muodosta tekijéstruk-
tuuri, jossa samastetaan ne polynomit f; ja fo, joilla patee fi — fo = hg
jollain polynomilla h. Kirjoita kunnan alkioiden yhteenlasku- ja kertotau-
lut.

Minkalainen on konjugoiva automorfismi kunnassa F; ? K&yttden hermiit-
tistd muotoa S = [} 9] selvitéd vektoriavaruuden F§ kaikkien vektorien
arvot neliomuodossa Q(v) = S(v,v).

Ratkaisu:
Valitaan polynomi 22 4+ z+ 1. Koska 12 +14+1=1ja0°4+0+1 = 1, niin
polynomilla ei ole juuria kunnassa Fo. Merkitddn
Fy = Fy[z])/(z® + = + 1).
Koska z2 +z + 1 on jaoton kunnassa Fy, niin F4; on kunta.

Tutkitaan sitten t&min kunnan alkioita. Merkitisin P = (2% + z + 1),
jolloin ¥y = {g+ P | g € Flz]} = {P,1+ P,z + P, (z+ 1)+ P}.
Huomataan, ettd P ja 1+ P ovat yhteen- ja kertolaskun neutraalialkiot
ja merkitdan (kaukondkdoisesti)

w=z+P

w=(z+1)+P

Nyt yhteenlaskutauluksi saadaan

+‘O 1 w w
0/0 1 w w
111 0 w w
wlw w 0 1
Wlw w 1 0



ja kertolaskutauluksi

1 w w
11 w w
wlw w 1
wlw 1 w

Olkoon o kunnan F; konjugaatioautomorfismi. Koska o(0) = 0 ja o(1) =
1, ja o:n kertaluku on kaksi, niin on pakko olla o(w) = @.

Jos nyt v = (v1,ve) € F2, niin Q(v) = v107+v90s. Kertotaulusta niemme,
ettd aar = 1 kaikilla a € Fy, mistéd seuraa, ettd

0 muuten.

1 ] =0 tai 0=
QW) :{ jos vy # vy tail vy # )

. Olkoon (u1,v1,...,Un,Vy) symplektinen kanta K-kertoimisessa avaruu-
dessa. Jérjestetddn kantavektorit uudelleen, jotta saadaan kanta S =
(U1y - ey Um, 1, -, V). Osoita, ettd tdmén kannan suhteen kirjoitettuna
matriisi

Lo "]
g Om (AT)—I
esittdd symplektistd kuvausta kaikilla A € GL,,(K). Paittele tasté, ettd

ryhmélld Spop, (K) on aliryhmi, joka on isomorfinen ryhmén GL,(K)
kanssa.

Ratkaisu:

Olkoon B avaruuden K™ symplektistd kantaa vastaavaa alternoiva muoto.
Kannan (u1,...Um,v1,...Uy) suhteen kirjoitettuna muodon matriisi on

Siten g on symplektinen.

J . GL’HL( ) Ej 2"”4( )7 J ( ) () 4 -1
( )

Se on selvistikin injektio.



Kuvaus on myés homomorfismi, silli
ram = [ gy = [0 ey
o wh ][5 5| -rre

Siten f(A) on ryhmén Spo,(K) aliryhmé, joka on isomorfinen ryhmén
GL,,(K) kanssa.

. Olkoon V jokin K-kertoiminen vektoriavaruus, ja olkoon u € V \ {0}.
Osoita, ettd symplektisistd transvektioista koostuva joukko

Ty ={Tua|a € K}

on ryhmé, ja sellaisena isomorfinen kunnan K additiivisen ryhmén kanssa.
Pédttele téstd, ettd ryhmaélld Sp(V) on aliryhména (K, +).

Ratkaisu:

Osoitetaan, ettd T, on ryhmi, kun laskutoimituksena on kuvausten yh-
distdminen. Koska 7, (v) = v kaikilla v € V, niin idy = 7,9 € Ty,. Olkoot
a,b € K. Nyt

(Tu,aTup) (V) = Tu,a(Tu,p(v) = Tua(v + aB(u, v)u)
= v+ aB(u,v)u + bB(u,v + aB(u,v)u)u
= v + aB(u,v)u + bB(u,v)u + abB(u,v) B(u,u) u
=0
=v+ (a+b)B(u,v)u = Ty qrb € Ty

Lisaksi
(Tu,aTu,—a) = tu,O = idy,

joten Tu_é = Ty,—a € Ty Siten T;, on ryhmaé.

Olkoon f : (Ty,-) = (K,+), f(a) = Ty,q. Kuvaus on selvistikin surjektio.
Se on my6s injektio, silld jos f(a) = idy, niin 7, 4(v) = v kaikillav € V, ja
siten v + aB(u,v)u = v kaikilla v € V. Téasta seuraa, ettd aB(u,v)u =0
kaikilla v € V. Koska muoto B ei voi olla surkastunut, niin on olemassa
sellainen v € V, jolla B(u,v) # 0. Siten on pakko olla a = 0, ja f on
injektio.

Osoitetaan lopuksi, ettd f on ryhmdhomomorfismi. Jos a,b € K, niin
tehtdvan alkuosan laskuista seuraa, etté

f(a + b) = Tu,a+b = Tu,aTu,b = f(a)f(b)

Siten f on ryhmahomomorfismi.



6.

(a) Olkoon K kunta. Osoita, ettd Spo(K) = SLo(K).

(b) Tarkastellaan ryhm&é U(n) = U, (C), muotona hermiittinen pistetu-
lo. Osoita, ettd on olemassa bilineaariset muodot A ja B, joille pitee

U(n) = 05 (R) N Sps2) (R).

Ratkaisu:

(a) Olkoon B avaruuden V alternoiva bilineaarinen muoto, ja valitaan
kanta niin, ettd muodon matriisi on

0 1
s-[0 1]
Olkoon
a b
L= [c d]'
Nyt
Tor _|a ¢| [0 1fla b| 0 —bc + ad
] P e | A e e
_ 0 det(L)
| —det(L) 0 |-

Siten L € Spo(K) jos ja vain jos L € SLo(K).

(b) Olkoon S avaruuden C™ hermiittinen pistetulo. Samastetaan avaruu-
det C" ja R?" kuvauksella ; samaan tapaan kuin luentomateriaalin
luvussa 7.4, ja merkitddn «(z) = 2’ kaikilla z € C".

Oletetaan sitten, ettdi L € Uy,(C). Miéritellisin kuvaus L' : R?* —
R?" siten, ettd L'(z') = L(x)'. Huomataan, ettd L' on R-kertoimisen
vektoriavaruuden R?" lineaarikuvaus. Jos nimittiin o € R ja z/,y' €
R?" | niin
L'z +y) =L'((z +y)) = Lz +y)' = (L(z) + L(y))’
L) + L) = () + I'(y)

ja
L'(az') =L'((ax)") = L(az)' = (aL(z))’
=a(L(z)) = aL'(z').

Siten L' on R-kertoimisen vektoriavaruuden R2?" lineaarikuvaus.

Edelleen luvun 7.4 nojalla on olemassa symmetrinen muoto A ja al-
ternoiva muoto B, joille pitee S(z,y) = A(z',y") + B(z', y')i kaikilla



z,y € C*. Olkoot z,y € C". Nyt

LeU,(C

< S(L(z),L(y)) = S(z,y)

< A(L(z)', L(y)') + B(L(z)', L(y)")i = A(z",y') + B(z', ¢/)i
= A(L'(«'),L'(y') + B(L'(2"), L'(y"))i = A(z",y") + B(a, ¢/ )i
= A(L'(),L'(y)) = A(2',y) ja B(L'('), L' (y")) = B(z',y")
= ' c SR n spiP (w).

Siten kuvaus f : U, (C) — Ogﬁ)( )ﬂSp(B)( R), f(L) = L' on bijektio.
N&ahd&dan helposti, ettd f on myds ryhmahomomorfismi. Siten

Un(C) = OV (R) N SpSE) (R).



