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1 Johdanto

Klassisiksi ryhmiksi nimitetdén erditd matriisiryhmié, joihin torma& monissa
eri tilanteissa matematiikassa ja fysiikassa. Koska klassiset ryhmét koostu-
vat lineaarikuvauksista, aloitetaan kurssi lineaarialgebran kertauksella. Sen
jalkeen esitellddn yleinen lineaarinen ryhmaé, jonka alkioina ovat vektoriava-
ruuden kddntyvat lineaarikuvaukset.

Kaikki muut klassiset ryhmaét ovat yleisen lineaarisen ryhmén aliryhmié,
jotka sdilyttavat jonkin halutun geometrisen rakenteen eli muodon: esimer-
kiksi ortogonaaliset muunnokset sdilyttdvit vektoreiden viliset kulmat ja
niiden pituudet. Lineaarisen ryhmin jilkeen kisitellddn siis erilaisia muoto-
ja ja tdman jilkeen médritellddn loput klassiset ryhmiét eli ortogonaaliset,
unitaariset ja symplektiset ryhmaét.

Jokaiselle klassiselle ryhmaélle voidaan méaéritelld tietyn kaavan mukaan
aliryhmié ja tekijaryhmid. My6s ndiden ryhmien nimet méirdytyvat aina
samalla tavalla. Esimerkiksi yleisen lineaarisella ryhmélla on aliryhméné eri-
tyinen lineaarinen ryhmi ja tekijadryhméné projektiivinen lineaarinen ryhmaé.
Erityisella lineaarisella ryhmélla on edelleen tekijaryhméani erityinen projek-
tiivinen ryhmaé.

Allaolevassa taulukossa on lueteltu klassisten ryhmien tyypit mainittuine
ali- ja tekijaryhmineen. Ryhmien nimissé symboli V viittaa vektoriavaruu-
teen, jonka muunnoksista on kyse. Jokaista tyyppié kohti on olemassa daret-
tomén monta ryhmaéé, silld joitakin isomorfismeja lukuunottamatta jokaista
vektoriavaruutta vastaa eri ryhma.

Ryhmé | Muoto Erityinen | Projektiivinen | Erityinen
projektiivinen
GL(V) | (triviaali) SL(V) PGL(V) PSL(V)
o) symmetrinen | SO(V) PO(V) PSO(V)
U(V) | hermiittinen | SU(V) PU(V) PSU(V)
Sp(V) | alternoiva Sp(V) PSp(V) PSp(V)

Kurssin lopuksi késitellddn hieman Lien teoriaa sekéd ddrellisid yksinker-
taisia ryhmi&. Ndmé kaksi aihetta liittyvét ldheisesti klassisiin ryhmiin ja
toivon mukaan antavat viitteitd siitd, miksi klassiset ryhmait ovat tarkeita.

2 Kertausta: Kuntia, lineaarialgebraa ja ryhmaéateo-
riaa
2.1 Kunnat

Téssd luvussa kerrataan kuntien teoriaa ja esitellddn joitakin mahdollisesti
uusid kasitteita.

Miéritelma 2.1. Kunnaksi kutsutaan kolmikkoa (K, +,-), missi K on
joukko ja + ja - sen laskutoimituksia, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:



(K1) (K,+) ja (K \ {0},:) ovat vaihdannaisia ryhmii
(K2) (a+b)-c=a-c+b-ckaikilla a,b,c € K (osittelulaki).

Ryhmén (K, +) neutraalialkiota merkitddn 0 ja ryhméan (K \ {0},-) neut-
raalialkiota 1. Oletamme aina, ettd 0 # 1.

Usein kuntaan (K, +,-) viitatessa mainitaan vain joukko K. Joukkoa
K \ {0} merkitaan tdssd tekstissd K*.

Miidritelmi 2.2. Kunnan karakteristika on pienin luonnonllinen luku n,
jolle patee 1 4+ --- 4+ 1 = 0. Jos téllaista lukua ei ole olemassa, niin sanotaan,
—_——

n
ettd karakteristika on nolla.

Voidaan osoittaa, ettd kunnan karakteristika on aina joko nolla tai alku-
luku.

Kuntaa kutsutaan darelliseksi, jos joukossa K on darellisen monta alkiota,
muussa tapauksessa ddrettomaksi. Kunnat, joiden karakteristika on 0, ovat
adrettOmia.

Lause 2.3. Jos kunta K on ddrellinen, niin ryhmda K* on syklinen.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O

Seuraava lause osoittaa, etté &drelliset kunnat tunnetaan hyvin.

Lause 2.4. Jos ddrellisen kunnan K karakteristika on alkuluku p, niin K:n
kertaluku on p™ jollakin n € N. Jokaista alkulukupotenssia p™ kohti on ole-
massa kunta, jonka kertaluku on p™. Samaa kertalukua olevat ddrelliset kun-
nat ovat isomorfisia.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O

Télla kurssilla dérellistd kuntaa, jonka kertaluku on ¢, merkitdan [F,.

Maisdritelma 2.5. Kunta K on algebrallisesti suljettu, jos jokaisella K-ker-
toimisella yhden muuttujan polynomilla on nollakohta K:ssa.

Esimerkki 2.6.

1. Kunnat QQ ja R ovat ddrettomis ja niiden karakteristika on nolla. Ne
eiviit ole algebrallisesti suljettuja, koska esim. polynomilla 2% + 1 ei ole
nollakohtia kummassakaan. Kunnissa QQ ja R voidaan toisaalta mé#&ri-
telld jarjestysrelaatio <.

2. Kunta C on #éretoén ja sen karakteristika on nolla. Siiné ei voida m&a-
ritelld luonnollista jérjestysrelaatiota (so. laskutoimitusten kanssa yh-
teensopivaa taytta jirjestysta).

3. Jos p on alkuluku, niin Z, = Z/pZ on &irellinen kunta. Sen karakte-
ristika on p. Se ei ole algebrallisesti suljettu eiké jarjestetty.



2.2 Vektoriavaruudet

Seuraavissa luvuissa kerrataan kurssin kannalta oleelliset lineaarialgebran
késitteet. Niiden pitéisi olla tuttuja kursseilta Lineaarialgebra ja matriisi-
laskenta I ja II. Ainona erona on, etté téssé luentomateriaalissa vektoriava-
ruudet madritellddn mielivaltaisen kunnan eikd vain reaalilukujen yli. Suurin
osa tuloksista ja todistuksista pysyy kuitenkin samoina.

Maiidritelma 2.7. Olkoon K kunta. Joukko V' on K-kertoiminen vektoria-
varuus, jos kaikkiin u,v € V ja a € K on liitetty yksikésitteinen summa
u+ v € V ja skalaarikertolasku av € V siten, ettd seuraavat ominaisuudet
ovat voimassa:

V1) (V,+) on vaihdannainen ryhmé

V2) a(u+v) =ou+ av kaikillaa € K jau,v eV

V4) (af)v = a(fv) kaikilla o, € K jav eV

V5

(V1)
(V2)
(V3) (a+ B)v = av + Bv kaikilla o, € K jav eV
(V4)
(V5) 1v = v kaikillav € V.

Vektoriavaruuden alkioita kutsutaan vektoreiksi ja kunnan K alkioita
skalaareiksi. Téassd luentomateriaalissa skalaareita merkitdan usein kreikka-
laisilla kirjaimilla.

Seuraavissa médritelmissd V' on jokin K-kertoiminen vektoriavaruus.

Maiésritelmé 2.8. Joukko U C V on V:n aliavaruus, jos (U,+) on (V,+):n
aliryhmé ja U on suljettu skalaarikertolaskun suhteen.

Maiidritelma 2.9. Vektoreiden vy, v, --- € V virittdmd aliavaruus on joukko

(vi,v2...) ={aqv1 + -+ vy | o € K, t € N}

Sen alkioita kutsutaan vektoreiden wvq,...,vs lineaarikombinaatioiksi. Ky-
seessd on pienin aliavaruus, joka siséltdd vektorit vy, ..., vg.

Madritelma 2.10. Vektorit vy, v, ... ovat lineaarisest: ritppumattomia, jos
yht&lo

Tivy,...cEvy =0, missd z; € K jat € Z,
toteutuu vain, kun z; = -+ =z, = 0.

Vektorijonoa (vi,ve,...) kutsutaan avaruuden V kannaksi, jos se on li-
neaarisesti riippumaton ja virittdd V:n. Luku n on avaruuden V dimensio.
Kaytannossé tdmaé tarkoittaa sitd, ettéd jokainen avaruuden V vektori voidaan
kirjoittaa kantavektorien lineaarikombinaationa tédsmélleen yhdelld tavalla.

Talld kurssilla késitellddn vain dérellisulotteisia vektoriavaruuksia eli ava-
ruuksia, joiden dimensio on &érellinen.



Olkoon (v1,...,v,) K-kertoimisen vektoriavaruuden V kanta. Nyt jokai-
nen V:m vektori v voidaan kirjoittaa muodossa Y . ; a;v;, missd a; € K.
Vektorin v ilmaisemiseen riitt&a siis tietdd kertoimien a; arvo, ja siten kaikki
oleellinen tieto v:std voidaan tiivistdéd sarakevektoriin

ai
a2

(<43
Il

anp,

Vektoriavaruus V voidaan nyt samastaa sarakeavaruuden K™ kanssa, jo-
ka koostuu kaikista n-ulotteisista K-kertoimisista sarakevektoreista. Jos x
on avaruuden K" vektori, sen i:nnelle komponentille kiytetddn standardi-
merkintdd x;. Tilan sddstdmiseksi sarakevektorit kirjoitetaan téssé luento-
materiaalissa useimmiten muodossa (z1,...,Zy).

Huomaa, ettd sarakevektorimerkintdd kiyttdessd on aina tiedettavé, mi-
ké kanta on kyseessd. Jos asiasta voi syntyd epéselvyyttd, voidaan kanta
merkitd nékyviin. Jos vektori x halutaan kirjoittaa esimerkiksi kannassa
S = (vi,...,v,) jax =), x;v;, kiiytetdsin merkintédd Zg = (21, 22,...,2n)-

Sarakevektoriesityksid voidaan vaihtaa kannasta toiseen kannanvaihto-
matriiseilla. Olkoot S = (v1,...,v,) ja T = (u1,...,u,) kaksi V:n kantaa.
Kannanvaihtomatriisi P kannasta S kantaan 7" on matriisi, jonka sarakkeina
ovat kannan S vektorit ilmaistuina sarakevektoreina kannassa T eli

P =[tnr ... Op7).
Nyt kannasta S kantaan T vaihetaan matriisilla P, eli
O = Pi}Sa

missd Or ja Ug ovat vektoria v vastaavat sarakevektorit kannoissa S ja 7.
Kannasta T kantaan S vaihdetaan puolestaan P:n kddnteismatriisilla.

Kannanvaihto saattaa kuulostaa hieman sotkuiselta, mutta térkeintd on
muistaa, ettd se tehdddn kertomalla sarakevektoreita kannanvaihtomatriisil-
la. Kéytédnndssa voi yleensé helposti jarkeilld, millainen kannanvaihtomatrii-
sin on oltava.

Sarakevektoreiden sijasta voitaisiin yhtd hyvin kiyttda rivivektoreita.
Silloin matriisit olisi korvattava transpooseillaan. Téassé luentomateriaalis-
sa kaikki vektorit ovat kuitenkin sarakevektoreita.

2.3 Lineaarikuvaukset

Olkoot V ja U K-kertoimisia vektoriavaruuksia.
Maiidritelma 2.11. Kuvaus L : V — U on lineaarikuvaus, jos sille patee
L(v+u) = L(v) + L(u) (L1)
ja  L(av) = aL(v) (L2)
kaikilla u,v € V ja a € K.



Bijektiivisté lineaarikuvausta kutsutaan lineaariseksi isomorfismiksi. Jos
lisdksi kuvauksen 13ht6- ja kuvajoukko ovat samat, kutsutaan sitéd lineaari-
seksi automorfismiksi.

Jokaiseen lineaarikuvaukseen L vektoriavaruudelta V itselleen voidaan
liitt#s matriisi L, jonka sarakkeet ovat avaruuden kantavektorien arvot ku-
vauksessa L (kirjoitettuina sarakevektoreina samassa kannassa). Toisin sa-
noen, jos (v1,vs,...,v,) on avaruuden V kanta, niin

Nyt vektorin v E V arvo kuvauksessa L voidaan méarittdd matriisiker-
tolaskun avulla: L(v) = L#. Kuvausten yhdistéiminen vastaa matriisien ker-
tomista toisillaan, ja kianteiskuvaukset kianteismatriiseja. Vastaavasti jo-
kainen matriisi voidaan tulkita lineaarikuvaukseksi. Tarpeen vaatiessa kay-
tetty kanta voidaan jélleen merkitd ndkyviin matriisin alaindeksind samaan
tapaan kuin vektoreilla.

My®6s lineaarikuvauksien tapauksessa kannanvaihto tehdéin kannanvaih-
tomatriiseilla. Olkoon L avaruuden V lineaarikuvaus ja S ja T kaksi V:in
kantaa. Olkoon P kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan 7. Nyt

_Z-JT = PIA/5P71,

missid Lr ja Lg ovat Lm matriisit kannoissa T ja S.

Jokainen n-ulotteinen vektoriavaruus V', jonka kerroinkunta on K, voi-
daan siis samastaa sarakeavaruuden K" kanssa, ja sen lineaarikuvaukset
n X n-matriisien kanssa. Téssd luentomateriaalissa liilkumme sulavasti ndiden
kasitteiden vililla puhuen toisinaan lineaarikuvauksista ja toisinaan matrii-
seista. Siksi merkinndn o sijasta kiiytetdan yleensé yksinkertaisuuden vuoksi
merkintéé v ja merkinnén L sijasta merkintdi L. On kuitenkin téirkedd muis-
taa, ettd kannalla on vaikutusta siihen, mité vektoreita ja lineaarikuvauksia
tietyt sarakevektorit ja matriisit vastaavat.

2.4 DMatriisit ja determinantit

Matriisia A voidaan merkitd A = (a;;), missd a;; on rivin ¢ sarakkeessa j
oleva alkio. Yksikkomatriisiksi kutsutaan matriisia

10 ... 0
01 ... 0
In = 1. . .
0 0 ... 1
ja skalaarimatriisiksi matriisia
a 0 0
0 ... 0
aIn — . . . )
0 0 a



missd n on kunnan K dimensio, ja a € K.

Maiéritelma 2.12. Determinanttifunktio on kuvaus D : (K™)" — K, jolle

pétevat seuraavat ehdot kaikilla a1, as,...,a, € K™:
(D1) jokaisella i € {1,...n} ja kiinteilld a1,...,a;—1,@i+1,--.,0, kuvaus
a; — D(a1,...,a;,...,a,) on lineaarinen

(D2) jos a; = a;y1 jollakin ¢ € {1,2,...,n — 1}, niin D(a,...,a,) =0

(D3) D(e1,...,en) = 1, missd ¢; = (0,...,1,...,0) (ykkonen ¢mnelld pai-
kalla).

Lause 2.13. Jokaisella n > 1 on olemassa tdsmdalleen yksi determinattifunk-
tioD: (K™" — K.

Maiéritelmé 2.14. Neliomatriisin A determinantti det(A) on D(ay,...,ay),
missé ay, . . ., a, ovat A:n sarakkeet ja D : (K™)" — K determinanttifunktio.

Olkoon A nXmn-matriisi. Sen determinatti det(A) toteuttaa muun muassa
seuraavat ehdot:

(i) det(A) = det(AT)
(ii) det(AB) = det(A) det(B)
(iii) det(A~!) = det(A)™?

Ehdoista ii) ja iii) seuraa, ettd matriisin A determinantin arvo on sa-
ma kuin sen konjugaatin P~!AP (P on miki tahansa kiifintyvi matriisi).
Determinantin arvo ei siis muutu kannanvaihdossa.

Ehdosta ii) seuraa, etti determinanttikuvaus on ryhmahomomorfismi
kddntyvien matriisien ryhmaéltd ryhmaélle K*. Kéintyvien mariisien muo-
dostamaa ryhmééa kisitellddn seuraavassa luvussa.

Matriisin A determinantin laskemisessa voi kdyttda seuraavaa kehitys-
kaavaa.

Lause 2.15. Olkoon j € {1,...,n}. Tdlldin

n

det(4) = " (—1)"ay; det(Ajj),
i=1
missd A;; on matriisi, joka on saatu A:sta poistamalla i:s rivi ja j:s sarake.

Kyseessd on kehitys sarakkeen j suhteen. Vastaavasti voidaan determinantti
kehittad minkd tahansa rivin i suhteen.

Apuna determinantin laskemisessa kannattaa kdyttdd apuna myos alla-
olevia determinantin ominaisuuksia.

(i) Jos matriisin A tiettyyn sarakkeeseen (tai riviin) lisdtédén jokin toinen
sarake (tai rivi) vakiolla kerrottuna, niin sen determinantti ei muutu.



(i) Jos matriisissa on kaksi samaa saraketta tai rivid tai jokin rivistd on
nolla, on matriisin determinantti nolla.

(iii) Matriisin sarakkeen tai rivin kertominen vakiolla vastaa determinantin
kertomista samalla vakiolla.

(iv) Matriisin kahden sarakkeen (tai rivin) vaihtaminen keskendin vastaa
determinantin kertomista luvulla —1.

(v) Kolmiomatriisin determinatti on sen diagonaalialkioiden tulo.

2.5 Hitunen ryhméteoriaa

Téasséd luvussa esitellddn muutamia talld kurssilla tarvittavia ryhméteorian
tuloksia ja késitteitd. Lauseiden todistuksia ei esitetd, ja ne ovatkin hyvii
harjoitustehtédvia. Todistukset 10ytyvit myos kaikista algebran perusoppikir-
joista.

Ryhmaén keskukseksi kutsutaan niiden alkioiden joukkoa, jotka kommu-
toivat kaikkien ryhmaén alkioiden kanssa.

Maiidritelma 2.16. Ryhmin G keskus on joukko
Z(G)={z€ G| gz = zg}.
Lause 2.17. Ryhmdn G keskus Z(G) on G:n normaali aliryhmd.

Ryhmahomomorfismin ydin koostuu niistd alkioista, jotka kuvautuvat
neutraalialkiolle.

Maisritelma 2.18. Olkoon f ryhmadhomomorfismi ryhmaéltsd G ryhmalle H.
Kuvauksen f ydin on

Ker(f) ={g € G| f(g9) = 1}.

Ryhmien homomorfialause on hyodyllinen viline todistettaessa ryhmien
vilisid isomorfismeja.

Lause 2.19. Olkoon f ryhmdhomomorfismi ryhmaltd G ryhmdlle H. Tdlloin
ryhmdt G/ Ker(f) ja Im(f) ovat isomorfisia.

Koska aérellisen kunnan kdantyvat alkiot muodostavat syklisen ryhmén,
tulee seuraava lause tarpeeseen.

Lause 2.20. Olkoon G syklinen ryhmd, jonka kertaluku on k. Olkoon H =
{g€G|g" =1}, missil € N. Tdllgin H on G:n aliryhmd, jonka kertaluku
on syt(k,l).

10



3 Lineaariset ryhmat

3.1 Yleinen ja erityinen lineaarinen ryhm3

Seuraavaksi tutustumme klassista ryhmistd ensimmaiseen, yleiseen lineaari-
seen ryhmédn. Téatd ryhmés Hermann Weyl on kutsunut nimelld “Her All-
embracing Majesty”.

Olkoon V' K-kertoiminen n-ulotteinen vektoriavaruus.

Maiisritelma 3.1. Yleinen lineaarinen ryhmd G L(V') muodostuu avaruuden
V lineaarisista automorfismeista. Ryhmén laskutoimituksena on kuvausten
yhdistdminen, neutraalialkiona identtinen kuvaus ja kd#nteisalkioina kdan-
teiskuvaukset.

Kuten edellisessa luvussa todettiin, lineaarikuvaukset voidaan samastaa
matriisien kanssa. Yhtd hyvin voidaan siis sanoa, ettd yleinen lineaarinen
ryhmé koostuu kddntyvistd n X n-matriiseista, joiden alkiot ovat kunnassa K.
Laskutoimituksena on matriisikertolasku. Tatd ryhm#é merkitdén G L, (K).
Jos kunta K on &érellinen, voidaan kirjoittaa GLy(g), missd ¢ on K:mn ker-
taluku.

Lineaarikuvausten ja matriisien valilla ei tehd& t&lld kurssilla suurtakaan
eroa ja eri merkintojen valilld saatetaan siirtya siis melko huolettomasti.

Ne yleisen lineaarisen ryhmén alkiot, joiden determinantti on yksi, muo-
dostavat aliryhmaén, jota kutsutaan erityiseksi lineaariseksi ryhméksi.

Maiidritelma 3.2. Erityinen lineaarinen ryhmd on
SL(V)={g € G| det(g) =1}.
Samaan tapaan kuin edelld, my6s erityiselle lineaariselle ryhmalle voidaan
kiyttad merkintoja SL,(K) tai SLy(q).
Lause 3.3. Ryhmd SL,(K) on GL,(K):n normaali aliryhm.

Todistus. Luvussa 2.4 todettiin, ettd determinanttikuvaus on homomorfismi
ryhméltd GL,(K) ryhmélle K*. Sen ydin on ryhmé SL,(K). Koska ydin on
aina normaali aliryhmé, on lause todistettu. O

Lause 3.4. Ryhmdi GL,(K)/SL,(K) on isomorfinen ryhmdn K* kanssa.

Todistus. Todistuksessa kdytetddn ryhmien homomorfialausetta. Kuten edel-
14 todettiin, on determinanttikuvaus homomorfismi ryhméltd GL,,(K) ryh-
mélle K*. Se on surjektio, silld jos a € K*, niin esimerkiksi matriiisin

a 0 ... 0
01 ... 0
0 0 ... 1

determinantti on a.
Koska kuvauksen ydin on ryhm# SL,(K), niin ryhmien homomorfia-
lauseen perustella ryhmét GL,(K)/SL,(K) ja K* ovat isomorfisia. O
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3.2 Projektiiviset lineaariset ryhmét

Yleisesta lineaarisesta ryhmaésté 16ytyy muitakin kiinnostavia normaaleja ali-
ryhmid. Sen keskus Z(GL,(K)) muodostuu skalaarimatriiseista ja on siten
isomorfinen syklisen ryhmin K* kanssa.

Lause 3.5. Yleisen lineaarisen ryhmdn keskus on
Z(GLy(K)) ={al, |a € K}.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kaikki skalaarimatriisit kuuluvat ryhmén
GLy(K) keskukseen. Olkoon al,, skalaarimatriisi ja J € GL,(K). Huoma-
taan, ettd J(al,) = aJ = (al,)J, joten al, € Z(GL,(K)).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokainen keskuksen alkio on skalaarimatrii-
si. Jos n = 1, niin véite on selvéstikin totta, silld kaikki matriisit ovat silloin
skalaarimatriiseja. Voimme siis olettaa, ettd vektoriavaruuden V = K" di-
mensio on suurempi kuin yksi.

Olkoon L € Z(GL,(K)) jokin matriisi kannan S = (vy,...,v,) suhteen
kirjoitettuna. Osoitetaan aluksi, ettd L on diagonaalimatriisi, eli ettd jokai-
sella v; € S on olemassa sellainen «; € K*, ettd Lv; = a;v;. Tdmé tehdéén
vastaoletuksen avulla. Oletetaan siis, ettd v; € S on sellainen, ettd Lv; ¢ (v;).
Merkitédén Lv; = w. Valitaan kuvaus M € GL,(K) niin, ettd Mv; = v; ja
Mu = v; + u. Taméa voidaan tehdé, koska vektorit u ja v; ovat lineaarisesti
riippumattomia, kuten myos vektorit v; ja v; + u. Nyt LMwv; = Lv; = u ja
M Lv; = Mu = v; + u. Siten M Lv; # LMwv;, misté seuraa, ettd ML # LM.
Téama on ristiriita, silld L € Z(GL,(K)). Siispd L on diagonaalimatriisi.

Seuraavaksi osoitamme, ettd L on skalaarimatriisi. Olkoot v;,v; € S.
Oletetaan, ettd o;,a; € K* ovat sellaisia, ettd Lv; = o4v; ja Lvj = a;v;.
Valitaan kuvaus N € GL(V) niin, ettd Nv; = vj, Nv; = —v; ja Nvg = vy
kaikilla k # 4,j. Nyt LNv; = Lv; = a;v; ja NLv; = a;Nv; = o;vj. Koska
L € Z(GLy(K)), niin LN = NL jasiten o; = oj. Téstd seuraa, ettd L on
skalaarimatriisi. ]

Vastaavasti erityisen lineaarisen ryhmaén keskuksen muodostavat skalaa-
rimatriisit, joiden determinantti on yksi.

Lause 3.6. Erityisen lineaarisen ryhmdn keskus on
Z(SLy(K)) ={al, |a€ K,a" =1},
missa I, on yksikkomatriisi

Todistus. Lause todistetaan samalla tavalla kuin ryhmén GL,(K) tapauk-
sessa. On vain pidettévé huolta siitéd, ettd kuvaukset M ja N voidaan valita
ryhméstd SL,(K). Kuvauksen N determinantti on itse asiassa jo valmiiksi
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1. Jos esimerkiksi v; = v1 ja v; = v2, niin N:n matriisi on

0 -1 0 0
1 0 0 -~ 0
N=[0 0 1 0
0 0 0 - 1

Téaméan matriisin determinantti on 1.

Tutkitaan seuraavaksi kuvausta M. Oletetaan, ettd det(M) = a. Valitaan
uusi kuvaus M’ siten, etté se on muuten samanlainen kuin kuvaus M, mutta
M'v; = o lv;. Tamé el muuta lauseen todistusta mitenkisin. Koska kuvaus
M’ on saatu kuvauksesta M kertomalla sarake i vakiolla a =1, niin det(M') =
a~!det(M) = 1. Siten voimme kiiytt#i ryhméin SL(V) tapauksessa kuvausta
M. O

Koska ryhmén keskus on normaali aliryhmé, voidaan sen suhteen muo-
dostaa tekijaryhmaé. Lineaaristen ryhmien tapauksessa tatd tekijaryhméi
kutsutaan projektiiviseksi yleiseksi lineaariseksi ryhméksi.

Masaritelma 3.7. Projektiivinen yleinen lineaarinen ryhmd on tekijaryhmé
PGLy(K) = GLy(K)/Z(GLo(K)).

Merkitédén Zg = Z(GL,(K)). Ryhmi PGL,(K) = GL,(K)/Zg koostuu
sivuluokista gZ¢q, missd g € GL,(K). Tieddmme, ettd ryhmén GL,(K)
alkiot g1 ja go ovat samassa sivuluokassa jos ja vain jos g1 € gaZ¢ eli jos ja
vain jos g1 = go(A,) = Age jollakin A € K*.

Tamé tarkoittaa sitéd, ettd tekijiryhméd PG L, (K) voidaan ajatella ryh-
ménd GL,(K), missd alkiot g ja Ag on samastettu kaikilla A € K*. (Kéy-
tdnnossd se on siis kddntyvien n x n-matriisien joukko, jossa on samastettu
ne matriisit, jotka saadaan toisistaan jollakin skalaarilla kertomalla.)

Maisaritelma 3.8. Projektiivinen erityinen lineaarinen ryhmd on tekijaryh-
ma

PSLn(K) = SLn(K)/Z(SLn(K))

Huomaa, ettd PSL,(K) ei ole ryhmén PGL,(K) aliryhméd. Ryhmélta
PSL,(K) voidaan kuitenkin mé#éritelld injektiivinen homomorfistmi ryhmél-
le PGL,(K), joten kiytannossa ryhmééd PSL, (K) voidaan kisitelld ryhmén
PGL,(K) aliryhméné.

Esimerkki 3.9. Ryhmén GL,(R) keskus Zg = Z(GL,(R)) koostuu mat-
riiseista al,, missd o € R. Ryhmén SL,(R) keskuksessa Zg = Z(SL,(R))
ovat puolestaan ylldolevista matriiseista ne, joille pitee @™ = 1. Jos n on
parillinen, niin téllaisia reaalilukuja on tasmalleen kaksi: 1 ja —1. Siten ryh-
mén SL,(R) keskus on {I,,,—1I,}. Jos taas n on pariton, niin ainoa ehdon
toteuttava reaaliluku on —1, ja keskus on {I,, }.
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Tutkitaan ensin miltd projektiivinen erityinen lineaarinen ryhmé nayt-
tdd, jos m on parillinen. Ryhma PSL,(R) = SL,(R)/Zs koostuu sivuluo-
kista gZg, missd g € SL,(K). Tieddmme, ettd ryhmén SL,(K) alkiot g
ja g9 ovat samassa sivuluokassa jos ja vain jos g1 € g2Zg eli jos ja vain jos
g1 = goI, = g2 tai g1 = g2(—1I,) = —go. Tama tarkoittaa sitd, ettd tekija-
ryhm#d PSL,(R) voidaan ajatella ryhménd SL,(R), missi alkiot g ja —g
on samastettu.

Jos n on pariton, on SL,(R) keskus triviaali kuten ylld todettiin. Tésta
seuraa, ettd ryhméd PSL,(R) on isomorfinen ryhmén SL,(R) kanssa.

Jos kerroinkunnaksi vaihdetaan C, tulee erityisen lineaarisen ryhmén kes-
kukseen lisdd alkioita. Kompleksilukujen kunnassa ykkOsen n:nnet juuret
muodostavat nimittdin n-alkioisen syklisen ryhmén. Ryhméa Z(SL,(C)) on
sen kanssa isomorfinen.

Esimerkki 3.10. Ryhma GL3(7) muodostuu 3 x 3-matriiseista, joiden al-
kiot ovat kunnassa F; = {0,1,2,3,4,5,6}. Sen keskus Zg = Z(GL3(7)) on
kuusialkioinen ryhmé {al, | @ € F; }.

Tekijaryhmé PG L3(7) muodostuu sivuluokista gZq, misséd g € GL3(7).
Esimerkiksi matriisit

1 2 3 3 6 2
a=10 1 4 ja b=1|0 3 5
0 01 0 0 3

kuuluvat samaan sivuluokkaan, silld a - (3I3) = b. Siten sivuluokat aZg ja
bZq ovat samat, ja ne ovat siis sama PGL3(7):n alkio.

Ryhmén SL3(7) keskukseen kuuluvat ryhmén Zg alkioista als ne, joille
pitee o = 1, eli alkiot I3, 213 ja 4I3.

3.3 Projektiiviset avaruudet

Yleinen lineaarinen ryhmé séilyttda origon kautta kulkevat suorat. Toisin
sanoen, jos kaksi vektoria on samalla origon kautta kulkevalla suoralla, niin
my0s niiden kuvat ovat samalla origon kautta kulkevalla suoralla. N&ita suo-
ria kutsutaan projektiivisiksi pisteiksi ja niiden joukkoa projektiiviseksi ava-
ruudeksi.

Maisdritelma 3.11. Vektoriavaruudesta V' johdettu projektiivinen avaruus
on joukko P(V) = {(v) | v € V' \ {0}}, missé (v) = {aw | « € K}.

Ryhmén GL(V) alkiot voidaan nyt tulkita projektiivisen avaruuden ku-
vauksiksi seuraavalla tavalla: jos g € GL(V) ja (v) € P(V), niin

Eri alkiot saattavat kuvata projektiivisen avaruuden alkioita samalla ta-
valla. Esimerkiksi skalaarimatriisit pitdvét projektiivisen avaruuden pisteet
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paikoillaan eli kdyttaytyvat tdsmailleen samalla tavalla kuin neutraalialkio
I..

Tésta seuraa, ettd myos ryhmén PGL(V):m alkiot voidaan tulkita projek-
tiivisen avaruuden kuvauksiksi. Se tehdddn seuraavasti: Olkoot (v) € P(V)
jag € PGL(V), jolloin g = gZ(GL(V)) jollakin g € GL(V'). Mééritelldén

9((v)) = {g(v)).

Ryhmén PGL(V) alkio kuvaa siis projektiivisen avaruuden alkioita samalla
tavalla kuin kyseisen alkion edustaja ryhméssd GL(V). (Lukijan tehtavik-
si jdd osoittaa, ettd tdmé kuvaus on hyvin madritelty. Se seuraa siité, et-
ta skalaarimatriisit, jotka on ryhméssd PGL(V') samastettu neutraalialkion
kanssa, kuvaavat projektiivisen avaruuden pisteitd kuten neutraalialkio.)
Seuraava lause osoittaa, ettd skalaarimatriisit ovat itse asiassa ainoita
alkioita, jotka pitévat kaikki projektiivisen avaruuden alkiot paikoillaan.

Lause 3.12. Olkoon g € GL(V) = GL,(K), ja oletetaan, ettd g((v)) = (v)
kaikilla v € V. Tdlloin g = M, jollakin A\ € K*.

Todistus. Olkoon v € V. Jos V on yksiulotteinen, on viite selvistikin totta.
Voidaan siis olettaa, ettd on olemassa w € V, joka on lineaarisesti riippuma-
ton vektorista v. Koska g((v)) = (v) ja g({w)) = (w), on olemassa sellaiset
skalaarit a ja 3, ettd g(v) = aw ja g(w) = pw. Liséksi g((v + w)) = (v +w),
joten g(v + w) = y(v + w) = yv + yw jollakin v € K. Toisaalta g:n line-
aarisuuden nojalla g(v + w) = g(v) + g(w) = av + Pfw. Vektorien v ja w
lineaarisesta riippumattomuudesta seuraa, ettd o = v = (. Siten g(v) = yv
kaikilla v € V, eli g on skalaarimatriisi. O

Ryhmén GL(V) keskus muodostuu siis tdsmaélleen niisté alkioista, jot-
ka pitévat projektiivisen avaruuden pisteet paikoillaan. Nyt voimmekin tar-
kastella projektiivista lineaarista ryhmaéé, jossa kaikki keskuksen alkiot on
samastettu. Samastuksesta seuraa, ettd ryhméssd PGL(V) jokainen alkio
on erilainen projektiivisen avaruuden kuvaus. (Tamé jatetdén jélleen lukijan
osoitettavaksi.)

Siirtymaélld tarkastelemaan ryhm#d PGL(V) olemme siis padsseet eroon
siitd ongelmasta, ettd ryhman GL(V) eri alkiot saattavat kuvata projektii-
visen avaruuden pisteitd samalla tavalla. Samalla tavoin voidaan ryhmésta
SL(V) siirtyé erityiseen projektiiviseen ryhméén PSL(V).

3.3.1 Projektiivinen suora

Aloitetaan projektiivisten avaruuksien tarkastelu kaksiulotteisista avaruuk-
sista johdetuista projektiivisista avaruuksista P(K?). Niitd kutsutaan pro-
jektitvisiksi suoriksi. Projektiivisen suoran alkiot ovat muotoa ((z,v)). Jos
y # 0, niin projektiivinen piste ((z,y)) on sama piste kuin ((z/y,1)). Siten
projektiivinen suora P(K?) voidaan samastaa joukon K U{oo} kanssa, missi
piste ((z,1)) vastaa kunnan alkiota z ja piste ((1,0)) déretonté.
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projektiivinen (xIy,1)

suora . ;
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Kuva 1: Projektiivinen suora koostuu projektiivisista pisteistd ((z/y, 1))

Kuten edelld todettiin, ryhmé PGLy(K) voidaan tulkita projektiivisen
suoran P(K?) kuvauksiksi. Matriisin

a b
c d
sivuluokka vastaa t&lldin projektiivisen suoran kuvausta
((z,y)) = ((az + by, cz + dy)).

Joukossa K U {oo} tdmé kuvaus taas on muotoa

az+b
=
cz+d

ja sitd kutsutaan mobiuskuvaukseksi. Jos K = C, ovat ndmé kuvaukset
tuttuja funktioteoriasta.

Miiritelma 3.13. Mébiuskuvaus on rationaalifunktio f : K U {o0} —
K U {0}, joka on muotoa

ar+b

flz) = ma

missd a,b,c,d € R ja ad — bc # 0. Funktion f arvot pisteissd oo ja —%
mééritelldsn seuraavasti: f(oo) = ¢ ja f(—%) = oo,

Mobiuskuvausten joukko muodostaa ryhmén, joka on isomorfinen ryh-
mén PGLy(K) kanssa. Mobiuskuvaukset, joilla ad — be on nelio, muodos-
tavat ryhmén, joka on isomorfinen PSLo(K)m kanssa. Niiden viitteiden
todistaminen jatetdan harjoitustehtivaksi.
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3.3.2 Projektiivinen taso

Projektiivisia avaruuksia, jotka on johdettu kolmiulotteisesta vektoriavaruu-
desta, kutsutaan projektiivisiksi tasoiksi.

Tutkitaan seuraavaksi projektiivista tasoa P(IF3 ), missé Fo on kaksialkioi-
nen kunta {0,1}. Avaruudessa F3 on 23 = 8 vektoria, jotka ovat

(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1, 1).
Projektiivisen taso koostuu siis seitsemésta alkioista:

P(F3) ={((1,0,0)), {(0,1,0)), {(0,0,1)),
((0,1,1)), ((1,0,1)), ((1,1,0)), ((1,1,1))}.

Kahden vektorin virittdmas aliavaruutta kutsutaan projektiivisen tason
suoraksi. Projektiivisen tason pisteen (v) sanotaan olevan projektiivisella
suoralla (w,u), jos suora (v) on tasossa (w,u). Projektiivisen tason P(F3)
tapauksessa suoria on seitsemén, ja ne on piirretty allaolevaan kuvaan. Muo-
dostuva diagrammi on kuuluisa Fanon taso.

<(1,0,1)>

<(0,1,1)>

<(1,0,0)> <(0,1,0)> <(1,1,0)>

Kuva 2: Fanon taso eli projektiivinen taso P(F$)

3.4 Ryhmien kertalukuja

Adrellisten lineaaristen ryhmien kertalukujen laskeminen on melko yksinker-
taista.

Lause 3.14. Ryhmdin GLy(q) kertaluku on

IGLn(9)| = (¢" - 1)(¢" —9)(¢" — ) -+ (¢" — ¢" 7).

Todistus. Ryhmén GLy(q) alkiot vastaavat vektoriavaruuden Fy kannan-
vaihtoja. Ryhmén kertaluvun selvittdmiseen riittaé siis kaikkien mahdollis-
ten kannanvaihtojen lukuméaran laskeminen.
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Olkoon (w1, ...,v,) jokin avaruuden F kanta. Vektori v; voidaan kan-
nanvaihdossa kuvata mille tahansa nollasta poikkeavalle vektorille, joten eri
vaihtoehtoja on ¢" — 1. (Vektoriavaruudessa [y on ¢" vektoria.)

Vektori vy taas voidaan kuvata mille tahansa vektorille, joka ei ole vek-
torin v virittdmassa aliavaruudessa. Vaihtoehtoja on siis ¢" — ¢q. Vektori v
puolestaan voidaan kuvata mille tahansa vektorille, joka ei ole vektorien vy
ja vy virittimisss aliavaruudessa. Vaihtoehtoja on siis ¢" — ¢?. Niin jat-
kaen voidaan todeta, etté erilaisia kannanvaihtoja on (¢™ —1)(¢" — ¢)(¢" —
¢) - (¢" — ¢"') kappaletta. O

Muiden ryhmien kertalukujen lasku on nyt vaivatonta.
Lause 3.15. Ryhmdn SLy(q) kertaluku on |GLy(q)|/(q —1).

Todistus. Lauseen 3.4 nojalla

_ GLa(g)| _ |GLa(a)|
| K| q-—1

|SLy(q)]

Lause 3.16. Ryhmdn PGLy(q) kertaluku on |GLy(q)|/(q —1).

Todistus. Koska PGLy,(q) on tekijiryhma G L, (q)/Z(GLy(q)), niin sen ker-
taluku on |GL,(q)|/|Z(GL,(q))|. Aikaisemmin on osoitettu, ettd Z(G Ly(q))
on isomorfinen ryhmén Fy kanssa. Koska I :n kertaluku on ¢ — 1, on viite
todistettu. O

Lause 3.17. Ryhmdin PSL,(q) kertaluku on |SL,(q)|/syt(g —1,n).

Todistus. Viitteen todistamiseksi riittdd laskea ryhmén Z(SLy(q)) kerta-
luku. Tdmaén laskemiseksi taas riittdd laskea keskuksen kanssa isomorfisen
ryhmén H = {a € F; | " = 1} alkioiden lukumééri. Lauseen 2.3 perus-
teella Fy on syklinen ryhmé, jonka kertaluku on g — 1. Siten lauseesta 2.3
seuraa, ettd aliryhmén H kertaluku on syt(q — 1,n). O
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4 Bilineaariset muodot

4.1 Johdanto: sisidtulo euklidisessa avaruudessa

Vektoriavaruuden rakenne mahdollistaa monien tavallisten geometristen ké-
sitteiden méarittelemisen. Pisteet, suorat, tasot ym. voidaan maéritelld luon-
nollisesti aliavaruuksien avulla. Kuitenkin esimerkiksi kulman késitteen maa-
rittelemiseksi tarvitaan jotain lisda.

Tavallisessa euklidisessa avaruudessa R™ vektorien véliset kulmat voidaan
madritelld tutun pistetulon avulla:

(@1yees2n) - (Y1s- -, Un) = T1Y1 + - + TpYn-

Usein ollaan erityisesti kiinnostuneita siitd, mitké vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan. Tdma tapahtuu euklidisessa avaruudessa tdsmélleen silloin,
kun pistetulon arvo on 0. Pistetulon méiritelméa ei voi kuitenkaan kayttaa
sellaisenaan esimerkiksi ddretonulotteisissa avaruuksissa. Talléin turvaudu-
taan yleisempéain sisatulon kasitteeseen. Reaalikertoimisen vektoriavaruuden
sisdtulo on kahden vektorin pareilta kerroinkunnalle (tdssd R) méériteltdava
kuvaus, joka toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla vektoreilla z,y,v ja skalaa-
reilla A:

(
(
(
,2) >0, ja (z,2) =0 < z=0. (
Ehtoja (ST1) ja (ST2) kutsutaan lineaarisuusehdoiksi, ehtoa (ST3) symmet-
risyydeksi ja ehtoa (ST4) positiiviseksi definiittisyydeksi. Tavallinen pistetu-

lo tayttdd kaikki ndmé ehdot. Jos sisdtulo on olemassa, voidaan méaéritelld
myd6s vektorin pituus ja vektorien vélinen kulma:

ol = Vio0),  cos L(v,w) = %)

ol lw|”

Yleisessa tapauksessa vektoriavaruuteen ei voida méaéritelld minkéinlais-
ta sisdtuloa, koska esimerkiksi ehdon (ST4) tarkistamiseksi kerroinkunnassa
on oltava jirjestysrelaatio > (tai vihintdén on kyettavd sanomaan mitka sisi-
tulon arvot ovat positiivisia). Sisdtulon késitettd voidaan kuitenkin edelleen
yleistas.

4.2 Mairitelmd ja matriisiesitys
Oletetaan jatkossa, ettd kiytetyt vektoriavaruudet ovat dérellisulotteisia.

Maiédritelma 4.1. Olkoon V vektoriavaruus, kerroinkuntana K. Kuvausta
B :V xV — K kutsutaan bilineaariseksi muodoksi, jos se tdyttad seuraavat
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ehdot kaikilla vektoreilla z,y, z ja skalaareilla A:

vs)
—

B(z +y,z) = B(z,2) + B(y, 2)
B(A\z,y) = AB(z,y)
(
(

o8]
o

B(z,y + z) = B(z,y) + B(z, 2)
B(z,\y) = AB(z,y).

~—~ o~~~
vy oy,
=~ [\]
—_— — ~— ~—

Jos avaruudelle kiinnitetddn jokin kanta (v1, ..., v,), bilineaarinen muoto
B voidaan ilmaista matriisina B = [b;;], missd bj; = B(v;,v;) kaikilla 4, j.
Talloin kaikilla vektoreilla z,y patee

B(z,y) =z By.
Jos valitusta kannasta ei ole epaselvyyttd, voidaan muoto B ja sitd vastaava
matriisi B yleensé samastaa.
4.3 Ekvivalenssi

Maiidritelma 4.2. Bilineaaristen muotojen B; ja By sanotaan olevan ekvi-
valentteja, jos on olemassa jokin vektoriavaruuden lineaarinen automorfismi
L, jolle patee By(z,y) = By(Lz, Ly).

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan R? bilineaarista muotoa

B(z,y) = z1y1 + 221y2 + 2x9y1 + T2Y2,

missd £ = (x1,%2) ja £ = (y1,y2). Suorittamalla vektoriavaruudelle line-
aarinen muunnos a:'l = 11 + T9, w'2 = x1 — X2, muoto voidaan kirjoittaa
yksinkertaisemmin:

B(wlayl) = (z1 + z2)(y1 + v2) + 2(z1 + z2)(y1 — y2)
+2(z1 — z2)(y1 + y2) + (71 — 22) (Y1 — ¥2)
= 6.’E1'y1 — 2.’L‘2y2.

Muunnettu muoto B'(z,y) = 6x1y1 — 222y2 on ekvivalentti alkuperdisen
kanssa.

Muunnetun muodon matriisiesitys saadaan seuraavasti:
z'B'y = B'(z,y) = B(Lz,Ly) = (Lz)  B(Ly) =z (L BL)y.

Koska ylldolevan taytyy pated kaikilla kantavektoreilla, ndhdaan, ettd muun-
nettua muotoa vastaa matriisi B = L' BL. Téllaista matriisia sanotaan
matriisin B kongruentiks.

Matriisien tapauksessa ekvivalenssi vastaa kannanvaihtoa.

Lause 4.4. Bilineaariset muodot By ja By avaruudessa V ovat ekvivalentit,
jos ja vain jos on olemassa kannat S = (vi,...,v,) ja T = (w1,...,wy),
joiden suhteen matriisiesitykset B1 ja Bo ovat samat.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd L on ekvivalenssi muotojen By ja By vilil-
4. Valitaan kanta S mielivaltaisesti ja asetetaan w; = Lv; kaikilla 7. Nyt
(w1, ...,wy) on kanta (koska L on kddntyvd), ja kaikilla 7, j pitee

~ ~

By (i,j) = Bi(vs,v;) = Ba(Lw;, Lv;) = By(w;, wj) = Ba(i, j).

Téaten Bl = BQ.

Oletetaan sitten, ettd matriisiesitykset B ja B, kantojen S ja T suhteen
ovat samat. Madritelldin lineaarinen isomorfismi L kaavalla Lv; = w;. Olkoot
T =), av; jay =) ; bjv; kaksi mielivaltaista vektoria. T&ll6in

B1 (w,y) = Bl Z Qa;V;, Z bj’l)j = Z G,Z'bjBl(’Ui, ’Uj) = Z G,ibjél(i,j)
i J 2 2%

= ZaibjBQ(i,j) = Zaibng(wi,wj) = Zaibng(LUi,ij)
i,j (M) Y]

= B2 Z aiva-, Z bjL’Uj == B2 (L.’E, Ly).
i J

4.4 Kohtisuoruus

Bilineaarista muotoa B voidaan kiyttda kohtisuoruuden eli ortogonaalisuu-
den maédrittelemiseen samalla tavoin kuin sisdtuloakin, kunhan B on refiek-
sivinen. Tamé tarkoittaa sité, ettd

B(v,w) =0 <= B(w,v) =0. (R1)
Talloin voidaan madritelld kohtisuoruus.

Masritelma 4.5. Oletetaan, ettd B on refleksiivinen bilineaarinen muo-
to. Vektorien v ja w sanotaan olevan kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos
B(v,w) = 0. T&lléin merkitdén v L w.

Maiidritelmi 4.6. Olkoon W vektoriavaruuden V' aliavaruus. Aliavaruuden
W kohtisuora komplementti refleksiivisen muodon B suhteen on

Whe = {v eV | B(v,w) = 0 kaikilla w € W}.

Kohtisuora komplementti on myos avaruuden W aliavaruus. Jos kiytettava
muoto on asiayhteydests selvi, kohtisuoraa komplementtia merkitdsin W.

Ne vektorit, jotka ovat kohtisuorassa kaikkia vektoreita vastaan, muodos-
tavat oman aliavaruutensa.
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Miidritelmi 4.7. Vektoriavaruuden V radikaali refleksiivisen muodon B
suhteen on joukko

radg(V) = {v € V | B(v,w) = 0 kaikilla w € V'}.

Jos asiayhteydestd on selvd, mihin muotoon viitataan, voidaan radikaalia
merkitd my6s rad(V).

Miidritelmi 4.8. Jos vektoriavaruuden V radikaali muodon B suhteen on
epatriviaali (# {0}), niin sanotaan ettd muoto on surkastunut.

Minks tahansa aliavaruuden kohtisuora komplementti sisdltdd koko ava-
ruuden radikaalin. Toisaalta, jos radikaali on triviaali, niin vastaava muoto
ei ole surkastunut.

4.5 Symmetriset ja alternoivat muodot

Méaritellddn ensin muutamia bilineaarisen muodon tyyppejé.
Mairitelmi 4.9. Bilineaarista muotoa B kutsutaan
(1) symmetriseksi, jos B(v,w) = B(w,v) kaikilla vektoreilla v, w
(2a) alternoivaksi, jos B(v,v) = 0 kaikilla vektoreilla v
(2b) antisymmetriseksi, jos B(v,w) = —B(w,v) kaikilla vektoreilla v, w.

Alternoiva muoto on aina myds antisymmetrinen, mutta antisymmetri-
syydesté seuraa alternoivuus vain, jos kerroinkunnan karakteristika ei ole 2.
Symmetrinen muoto voi olla alternoiva vain, jos B(v,w) = 0 kaikilla vek-
toreilla v, w. Sekd symmetriset ettd alternoivat muodot ovat refleksiivisia.
Lisdksi osoittautuu, ettd muunlaisia refleksiivisid muotoja ei ole olemassa.

Lause 4.10. Jokainen refleksiivinen bilineaarinen muoto on joko symmet-
rinen tai alternoiva.

Lauseen todistus ei ole vaikea mutta siséltdd paljon ndpertelyd lausek-
keiden kanssa. Halukkaat voivat tarkistaa todistuksen esimerkiksi Larry C.
Groven kirjasta Classical Groups and Geometric Algebra (propositio 2.7).

Symmetriset bilineaariset muodot eivét poikkea kovin paljon sisdtuloista.
Ainoastaan ehto (S4) eli positiivinen definiittisyys jdd mahdollisesti toteu-
tumatta. Tama estdd vektorien pituuden sekd mielivaltaisten kulmien maa-
rittelemisen tavalliseen tapaan neliGjuuren avulla. Kuitenkin symmetrisilla
muodoilla kohtisuoruus kiyttaytyy yleensd odotetulla tavalla. Alternoivilla
muodoilla sen sijaan kohtisuoruus on jonkin verran eksoottisempi ominai-
suus: madritelmadn mukaan jokainen vektori on kohtisuorassa itseddn vas-
taan.
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4.6 Isometrioista

Olkoon B jokin bilineaarinen muoto vektoriavaruudessa V. Sellaisia kdan-
tyvid lineaarikuvauksia L : V. — V', jotka sdilyttdvat muodon B eli joille
patee

B(Lz,Ly) = B(z,y) kaikilla z,y € V,

kutsutaan B-isometrioiksi. Nimi tulee siité, ettd kuvaus ei muuta sitéd geo-
metriaa, jonka B mairittda avaruuteen V. Tamé geometria saattaa esimer-
kiksi médritelld vektorien pituudet, tai mitkd vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Jonkin muodon suhteen médritellyt isometriat muodostavat aina ryh-
mén GL(V) aliryhmén. Helposti nimittdin ndhdaan, ettd isometrioiden tu-
lot ja kddnteiskuvaukset (isometriat ovat méadritelmén mukaan kddntyvid)
ovat edelleen isometrioita:

B(Ly(L1z), Ly(L1y)) = B(L1z, L1y) = B(z,y) ja
B(L™'z,L™'y) = B(L(L™'z), L(L'y)) = B(z,y).

Seuraavissa luvuissa kisiteltdvit klassiset ryhmét ovat johonkin muotoon
liittyvien isometrioiden ryhmié.

Oletetaan, ettd B on muodon B matriisiesitys ja ettd L on kuvausta L
vastaava matriisi. Nyt L on isometria jos ja vain jos

v Bw = (Iv) " B(Lw) = v (LT BL)w kaikilla v, w.

Niin saadaan helposti tarkistettava ehto isometrialle: B=1LTBL.

Isometrioita tarkasteltaessa ekvivalentit muodot pyritddn yleensi samas-
tamaan. On nimittéin niin, ettd ekvivalentteja muotoja vastaavat isometria-
ryhmit ovat isomorfisia. Tarkemmin sanottuna, jos B'(v,w) = B(Tv,Tw)
jollakin lineaarikuvauksella 7" ja L on jokin B-isometria, niin

B'(T'LTv, T 'LTw) = B(LTv, LTw) = B(Tv, Tw) = B'(v,w).

Jokaista B-isometriaa L vastaa siis B’-isometria T~ 'LT. Isometriaryhmien
villinen kuvaus L — T LT, eli konjugointi alkiolla 7' € GL(V), on isomor-
fismi.

Lause 4.11. FEkvivalentteja muotoja vastaavat isometriaryhmat ovat tois-
tensa konjugaatteja kdadntyvien lineaarikuvausten ryhmdssi GL(V).
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5 Ortogonaaliset ryhmat

Téssé luvussa tarkastellaan symmetristen bilineaaristen muotojen isometria-
ryhmiéa. Yksinkertaistuksen vuoksi tapaus, jossa kerroinkunnan karakteristi-
ka on 2, kisitellddn lopuksi erillisessd kappaleessa, ja sithen asti oletetaan,
ettd kyseinen karakteristika ei ole 2.

5.1 Maiiritelmi ja perusominaisuudet

Maiiritelmi 5.1. Oletetaan, ettd B on surkastumaton symmetrinen biline-
aarinen muoto vektoriavaruudessa V. Jos lineaarikuvaus g séilyttda muodon
B, niin sanotaan ettd g on ortogonaalinen (muodon B suhteen). Ortogonaa-

listen kuvausten ryhmé&é kutsutaan ortogonaaliseksi ryhmdksi ja merkitddn
OB\(V).

Ortogonaalisen ryhmén rakenne riippuu muodosta B, mutta jos muoto
on asiayhteydestéd selvd, voidaan ryhméad merkitd O(V'). Toisaalta darellis-
ulotteisen vektoriavaruuden maarittavit isomorfiaa vaille sen kerroinkunta K
ja dimensio n, joten ortogonaalista ryhméaa voidaan merkitd myos O%B)(K )
tai Op(K). Liséksi erilaisissa erikoistapauksissa tavataan vield lukuisia muita
merkintdtapoja.

Ortogonaaliset kuvaukset jakautuvat kahteen tyyppiin determinantin pe-
rusteella. Nimittéin, jos g € O®)(V), niin B = ¢ By, ja

det(B) = det(g' Bg) = det(g ") det(B) det(g) = det(g)? det(B),

silld det(AT) = det(A) kaikilla matriiseilla A. Jakamalla ylli olevan yhté-
16n molemmat puolet luvulla det(B) saadaan det(g)? = 1, josta puolestaan
det(g) = £1. Ortogonaalisia kuvauksia, joiden determinantti on 1, kutsu-
taan kierroiksi. Ne muodostavat ortogonaalisen ryhmén normaalin aliryh-
mén, mikd ndhdaédn esimerkiksi siité, ettd determinanttikuvaus on homomor-
fismi kerroinkunnan multiplikatiiviselle ryhmalle (tai sitten suoraan tarkis-
tamalla normaalin aliryhmén ehdot). T#ta aliryhm&8 nimitetdén erityiseksi
ortogonaaliseksi ryhmdksi ja merkitiain SO(P) (V). Erityisen ortogonaalisen
ryhmén indeksi [O(V) : SO(V)] on korkeintaan 2, mistd saadaan seuraava
lause.

Lause 5.2. Oletetaan, ettda O(V) # SO(V), ja kiinnitetdin jokin p €
O(V) \ SO(V). Joukko SO(V) U {p} wvirittié ryhman O(V), ja jokainen
g € O(V) on joko muotoa r tair - p, missi v € SO(V).

Todistus. Jos g € SO(V), niin tulos on selvd. Voidaan siis olettaa, ettd
g € O(V)\ SO(V). Koska aliryhmilld SO(V) on vain kaksi sivuluokkaa:
SO(V) ja SO(V)-p, niin g kuuluu sivuluokkaan SO(V')-p. Néin ollen g = r-p
jollain kierrolla 7. O

Itse asiassa myShemmin néhdéén, ettd O(V) # SO(V). Siis aliryhmén
SO(V) indeksi ryhméssd O(V') on aina 2, ja edellisen lauseen oletus oli tar-
peeton.
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Esimerkki 5.3. Tarkastellaan avaruutta R ja siind muotona tavallista pis-
tetuloa z - y. Lineaarialgebrasta tiedetdan, ettd kunkin vektorin euklidinen
pituus saadaan kaavasta y/z - z ja kahden vektorin vilinen kulma kaavasta
(z-y)/(|z||y|). Koska ortogonaaliset kuvaukset sdilyttavit pistetulon, ne siis
sailyttavit vektorien pituudet ja niiden véliset kulmat. Geometrisessd mie-
lessa téllaiset kuvaukset ovat kiertoja tai peilauksia tai niiden yhdistelmia.
Tasossa R? kiertoa kulman ¢ verran origon ympéri vastaa matriisi

R — |08¢¥ —singp
¥ lsinp cosyp |’

Tillaisen matriisin determinantti on cos? ¢ + sin? ¢ = 1, joten kierrot kuu-
luvat ryhméén SO2(R). Tasossa tdmé kiertoryhmé on vaihdannainen, koska
Ry Ry = Ryt

A A

¥, POOTRAR() ».

xe’

Px)|= Rze.Po(X)

Kuva 3: Peilauksen kaavan johtaminen kahdella eri tavalla

Tarkastellaan peilauksia origon kautta kulkevan suoran yli. Peilaus x-
akselin yli hoituu matriisilla Py = [(1) 91]- Olkoon € jonkin mielivaltaisen
suoran ja positiivisen x-akselin vilinen kulma. Peilaus tdmén suoran yli saa-

daan peilauksesta Py konjugoimalla sitéd sopivalla kierrolla:

cos20 —sin?6  2sinfcosf

pu— _1 p— =
Py =RoP Ry = RyPoRg = 2sinfcosf  sin?6 — cos?0|

Téstd ndhdadn jo, ettd kaikkien suoran yli tapahtuvien peilausten determi-
nantti on —1, koska konjugointi ei vaikuta determinanttiin ja det Py = —1.
Kuitenkin edelld esitetyn lauseen nojalla tiedetdén, ettd Py voidaan lausua
myos tulona peilauksesta Py ja jostain kierrosta R,. Tamé kierto saadaan
selville, kun huomataan, ettéd Py(1,0) = (R,-P)(1,0) = R,(1,0) ja toisaalta
Py(1,0) = Rop(1,0) (ks. kuva 3). Néin ollen

Py = RopPy = [cos 20 sin260 ] .

sin20 — cos 260

Tuloksista voidaan lukea trigonometristen funktioiden kaksinkertaisen kul-
man kaavat.
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Kuten yleisen lineaarisen ryhmin tapauksessa, voidaan myds ortogonaa-
lisessa ryhmésséd samastaa kuvaukset, jotka eroavat toisistaan vain skalaari-
kertoimella. Niin saadaan projektiivinen ortogonaalinen ryhmd PO(B)(V),
jonka alkiot toimivat projektiivisessa avaruudessa. Vastaavasti, jos 1dhtokoh-
tana ovat vain kierrot eli ryhmin SO®B) (V) alkiot, saadaan erityinen pro-
jektiivinen ortogonaalinen ryhma PSOB) (V).

5.2 Ortogonaaliset kannat

Téassé kappaleessa kuvaillaan, miten symmetrinen muoto voidaan aina ilmais-
ta tietyssd normaalimuodossa. Todetaan ensin erds ortogonaalisia komple-
mentteja koskeva hyddyllinen tulos.

Lemma 5.4. Oletetaan, ettd B on refleksiivinen bilineaarinen muoto ava-
ruudessa V', ja etti aliavaruudelle W pétee rad(W) = {0}. Talloin jokaisel-
la v € V on yksikdsitteinen esitys muodossa v = w + u, misséd w € W ja
u € W+ (eli V on aliavaruuksien W ja W= suora summa).

Todistus. Olkoon (vi,...,v,) aliavaruuden W kanta. Jatketaan sitd vekto-
reilla vp41,...,v, niin, ettd siitd tulee kanta koko avaruudelle V. Olkoon
B = [b;;] muodon V matriisi téssd kannassa, ja olkoon z = Y, z;v; € V
mielivaltainen. Nyt = € W+ jos ja vain jos kaikilla i pitee B(v;,z) = 0 eli

Z bijCCj =0.
j=1

Siispd z on yhtéloryhmén B'X = 0 ratkaisu, missi B’ on r x n-matriisi, jonka
rivit ovat samat kuin B:n r ensimmaista rivid. Lineaarialgebrasta tiedetaén,
ettd talloin dim W+ = dim Null(B') = n —rank(B’) > n—r. Niin ollen V C
W +W =, joten jokainen V' vektori voidaan kirjoittaa summana avaruuksien
W ja W vektoreista.

Toisaalta, jos v = w + u = w' + u', missid w,w’ € W ja u,u’ € W=, niin
w—w =u—u €W NW-=. Oletuksen mukaan rad(W) = W N W+ = {0},
joten w = w' jau =u'. O

Lause 5.5. Olkoon B symmetrinen bilineaarinen muoto vektoriavaruudessa

V. Tdlloin on olemassa kanta (v1,...,vy,), jonka suhteen B:n matriisiesitys
on muotoa _ _
by 0 .. 0
0
. by
B = ,
0
0 .. 0]
missd b; # 0 kaikilla i € {1,...,r}. Lisdksi jono (vpy1,-..,v,) on avaruuden

rad(V) kanta.
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Todistus. (Hahmotelma.) Jos B(v,w) = 0 kaikilla v,w € V, niin voidaan
asettaa 7 = 0. Muussa tapauksessa loytyy jokin v; € V, jolle B(vi,v1) # 0
(osoitettu harjoitustehtévissd). Nyt avaruus W = (v1) ei ole surkastunut,
joten WNWL = {0}. Jos n > 1, niin dim W+ > 0 edellisen lemman nojalla.
Talloin konstruktiota voidaan jatkaa valitsemalla vo € W, jolloin v ja o
ovat lineaarisesti riippumattomat. Kuten aiemmin, jos B(v,w) # 0 joillakin
v,w € W, niin voidaan olettaa, ettd B (v, vs) # 0.

Kun konstruktiota on jatkettu r askelta, niin on saatu jono (v1,...,v,),
joka virittda jonkin surkastumattoman aliavaruuden U. Liséksi B(v;, v;) # 0
kaikilla ¢ < r, ja B(v;,v;) = 0 kun ¢ # j. Jos r < n, niin konstruk-
tio on pysdhtynyt ennen aikojaan, mikd tapahtuu vain, jos B(v,w) = 0
kaikilla v,w € U*L. Talléin jono (vi,...,v,) voidaan tiydentis avaruuden
V kannaksi lisdamalld mitkd tahansa lineaarisesti riippumattomat vekto-
rit vp41,...,0, € UL. Koska U N U+ = {0}, avaruuden U+ dimensio on
n—r, joten jono (vy4+1,...,v,) on sen kanta. Edelleen on helppo néhda, etté
Ut =rad(V). O

Huomautus 5.6. Edellisen lauseen todistuksen konstruktiota voi sellaisenaan
kdyttdd ortogonaalisen kannan 16ytdmiseksi. Oletetaan, ettd avaruudella on
kanta (v1,...,v,). Valitaan ensin u; = v;. Jos on voitu valita kantavektorit
Ul,..., U siten, ettd B(u;,u;) # 0 kaikilla 4 < k, seuraava kantavektori
saadaan kaavasta

k
B(ui, vk—l—l)

Uk4+1 = Vk4+1 — Blus, w:) Uj.
7y 1

i=1
Talloin nimittdin ug4; L w; kaikilla ¢ < k. T&atd rekursiivista menetel-
méd kutsutaan Gram-Schmidtin ortogonalisointimenetelmdksi. On kuiten-
kin mahdollista, ettd jossain vaiheessa B(ugt1,ux+1) = 0 (voi olla jopa
B(v1,v1) = 0). Talloin ylld olevaa kaavaa ei voi soveltaa, vaan taytyy esi-
merkiksi pyrkid vaihtamaan vektorien jarjestysta alkuperéisessd kannassa.

Edellisessa lauseessa valitut kantavektorit voidaan tarpeen vaatiessa nor-
malisoida valitsemalla v} = c;v; jollain skalaarilla ¢;, jolloin matriisimuodon
diagonaalilla oleva alkio b; muuttuu alkioksi c?b;. Niin saadaan seuraavat
térkedt korollaarit.

Korollaari 5.7. Olkoon B symmetrinen bilineaarinen muoto vektoriavaruu-
dessa K™. Jos kerroinkunnan K kaikilla alkioilla on neliGjuuri (esim. jos
kunta on algebrallisesti suljettu kuten C), niin on olemassa sellainen kanta,
jossa B:n matriisiesitys on

. (L] o
B_[O O]

27



Korollaari 5.8. Fuklidisessa avaruudessa R" jokaiselle symmetriselle bili-
neaariselle muodolle loytyy kanta, jossa sen matriisimuoto on

I.| 0 0

B=|0]|-I,| 0
0 0 On—r—l—s

5.3 Peilauksista

Téassé luvussa tarkastellaan ldhemmin peilauksia jonkin hypertason suhteen.
Hypertasoksi kutsutaan n-ulotteisen avaruuden n—1-ulotteista aliavaruutta.
Peilauksia varten tarvitaan vektoreita, joilla B(v,v) # 0.

Maéiritelma 5.9. Vektoria u # 0 kutsutaan isotrooppiseksi, jos B(u,u) = 0.

L

Jos u € V el ole isotrooppinen, niin %4~ on perusesimerkki hypertasosta.

Maiidritelma 5.10. Olkoon u € V jokin epéisotrooppinen vektori. Kuvausta
p, jolle pitee p(u) = —u ja p(w) = w kaikilla u L w, kutsutaan (ortogonaa-
liseksi) peilaukseksi vektorin w suuntaan tai, toisin sanoin, hypertason u'
yli.

Peilaus vektorin w suuntaan on yksikédsitteinen, koska voidaan valita or-
togonaalinen kanta niin, ettd u on yksi kantavektoreista, jolloin peilaus maa-
riaytyy kantavektorien arvoista. Peilaukselle voidaan johtaa seuraava kaava:

B(v,u) "
B(u,u)

pu(v) =v—2

Kaavasta voidaan tarkistaa, ettd peilaukset ovat ortogonaalisia kuvauksia:

B(pu(v), pu(w)) = B (v—2ggz’§gu, w_2% )
B(v,u)B(w,u B(v,u)B(w, u)B(u,u
= Blon) —4= B<)u,z(o e )B((u,u))2 e
= B(v,w).

Esimerkki 5.11. Tarkastellaan tasoa R?, jossa bilineaarisena muotona on

1 0
B = .
b 4
Téllaista avaruutta kutsutaan hyperboliseksi tasoksi. Vektorin x = (x1,x2)
“pituus” on tédssd avaruudessa

B(z,2) = [11 2] [(1) _01] [2] _ 224l

Jos 1 = £x9, niin B(z,z) = 0, ja = on isotrooppinen. Téllaisen vektorin
suhteen ei peilauksia voi tehdd. Sen sijaan esimerkiksi vektori u = (1,2)
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ei ole isotrooppinen: B(u,u) = —3. Ratkaistaan u:ta vastaan kohtisuoran
hypertason u' yht#lo:

Blu,z) =0 < [1 2] [(1) _01] [ﬁj =1y — 215 = 0.

Hypertaso on siis suora, jonka yhtiloé on zo = %azl (ks. kuva 4). Vektorin u
suhteen tehtdvan peilauksen kaava saadaan ylli esitetystd lausekkeesta:

B(x,u T — 2z

1
= §(5$1 - 4£E2, 411,‘1 — 5.T2).
Peilauksen matriisi on

[ o)

u=(12)

7 p(1.0)
., (O1)

hypertaso u*

\/

4 (1?0)

isotrooppiset aliavaruudet

Kuva 4: Peilaus hyperbolisessa tasossa

Peilauksen p, determinantti on aina —1. Téma ndhd&in esimerkiksi va-
litsemalla ortogonaalinen kanta (u,vs,...,v,). Nyt p,(u) = —u ja p(v;) =1
kaikilla ¢ € {2,...,n}, joten peilauksen matriisi néyttda seuraavalta:

-1 0
Tamén matriisin determinantti on selvisti —1. Nyt voidaan vihdoin todistaa,

ettd O(V) \ SO(V') on epétyhja.

Lause 5.12. Olkoon B surkastumaton symmetrinen bilineaarinen muoto
avaruudessa V. Tdlloin loytyy jokin g € OB(V) \ SOBN(V), misti seu-
raa [OB)(V) : SOB) (V)] = 2.
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Todistus. Koska symmetrinen muoto B ei ole surkastunut, on olemassa jokin
epaisotrooppinen vektori u € V. Olkoon p,, vastaava ortogonaalinen peilaus.
Koska kaikkien peilausten determinantti on —1, niin u ¢ SOB) (V). O

Peilausten merkitys korostuu siiné, ettd ne virittdvat ortogonaalisen ryh-
mén. Tamé tdrked seikka mainitaan seuraavassa lauseessa, jonka monivai-
heinen todistus joudutaan sivuuttamaan.

Lause 5.13. (Cartan-Dieudonné) Olkoon B surkastumaton bilineaarinen
muoto n-ulotteisessa avaruudessa V. Jos g € OB)(V), niin g on tulo kor-
keintaan n kappaleesta peilauksia.

Y114 olevasta lauseesta saadaan helppona seurauksena muun muassa tut-
tu kolmiulotteisia kiertoja koskeva lause, joka euklidisen avaruuden tapauk-
sessa tunnetaan nimelld FEulerin lause. Merkitédan téssé yhteydessa kuvauk-
sen g kiintopistealiavaruutta Fix(g) = {v € V | g(v) = v}.

Korollaari 5.14. Jos dimV = 3 ja r € SO(V), r # id, niin kiintopis-
teavaruuden dimensio on dimFix(r) = 1. Toisin sanoen, g:td vastaa jokin
yksiulotteinen “kiertoakseli”.

Todistus. Kuvaus on r on tulo korkeintaan kolmesta peilauksesta. Koska

peilausten determinantti on —1 ja r € SO(V), niin peilauksia on tdsmaélleen

kaksi. Voidaan siis merkitd r = pipo, missd p; ja ps ovat peilauksia, jotka

kiinnittévat 2-ulotteiset hypertasot Wi ja Wy. Nyt Wi N Wy C Fix(r).
Koska W1 +Wo C V ja

dim(W1 + Wz) =dimW; +dim W, — dim(W1 N Wz),

néhdéén, ettd dim(W; NWs) > 1. Siispd myos dim Fix(r) > 1. Toisaalta, jos
avaruuden Fix(r) dimensio olisi 2 tai 3, niin r kiinnittéisi jonkin hypertason
H, ja jokaisella v € H* pitisi r(v) € H (koska r on ortogonaalinen) eli
r(v) = Av jollain skalaarilla A. Sopivassa kannassa olisi siis

A 00
r=10 1 0|, X#£0.

0 01
Téma on mahdotonta, koska det(r) = 1 ja r # I. Siispd taytyy péted
dim Fix(r) = dim(W; N Wy) = 1. O

Peilausten avulla voidaan méaritelld myds erds kiinnostava erityisen orto-
gonaalisen ryhmén aliryhmi. Seuraavassa mééritelméassid SO(V') on erityinen
ortogonaalinen ryhmé avaruudessa, jonka kerroinkunta on K.

Migritelmi 5.15. Jokainen g € SOB) (V) voidaan kirjoittaa tulona g =
p1-- - pr, misséd kukin p; on peilaus vektorin v; suuntaan. Nyt sanotaan, etté
kuvaus g kuuluu omegaryhmdadn QB)(V), jos ja vain jos tulo I1; B(vi,v;) on
nelié kunnassa K.
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Omegaryhmin méaéritelmé ndyttaisi riippuvan siitd, minkilaisena tulona
alkio g kirjoitetaan. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettéd tulo [ [, B(v;,v;) joko on
aina nelio tai sitten ei, riippumatta siitd, miten peilaukset valitaan. Liséksi on
melko helppo todistaa, ettd omegaryhmé tosiaan on ryhma, vieldpd ryhmén
SO(V) normaali aliryhmé.

5.4 Muodot R":ssi, definiittisyys ja Sylvesterin lause

Téssd kappaleessa tarkastellaan avaruutta R?, mutta tarkastelu voidaan mo-
nilta osin yleistdd sellaisiin avaruuksiin, joiden kerroinkunta on tdysin jdr-
jestettavissa. Tama tarkoittaa sitéd, ettd kerroinkunnassa K on olemassa sel-
lainen jirjestysrelaatio <, ettd kaikilla alkioilla a, b, c € K pétee

1) jokoa<btaib<ataia=»
2) josa<b,nina+c<b+c
3) jos a < bjac>0,niin ca < cb.
Asrellisis kuntia tai kompleksilukujen kuntaa C ei voi jarjesta.

Maiiritelmi 5.16. Oletetaan, ettd B on symmetrinen bilineaarinen muo-
to vektoriavaruudessa, jonka kerroinkunta on tdysin jarjestetty. Muotoa B
sanotaan positiivisesti definiitiksi, jos B(v,v) > 0 aina kun v # 0.

Vastaavasti voidaan médritelld negatiivinen definiittisyys. Positiivisesti
definiittid symmetristd bilineaarista muotoa kutsutaan sisdtuloksi. Seuraa-
vassa luvussa ndhdéédn, ettd definiittisyyden késite voidaan yleistdd myos
kompleksiluvuille, kunhan muodon bilineaarisuus korvataan muilla ehdoilla.

Reaaliavaruudessa positiivisesti (tai yhtd hyvin negatiivisesti) definiitit
muodot ovat siitd mielenkiintoisia, ettd niiden avulla voidaan méaaritelld vek-
torien (aidot) pituudet ja niiden viliset kulmat tutuilla kaavoilla

B(v,w)

lv| = v/B(v,v) ja cos £(v,w) = .
[o]|w]

Positiivinen definiittisyys vaaditaan neliGjuurten ottamista varten. Negatii-
visesti definiitin muodon tapauksessa voidaan mééritelld |v| = /—B(v,v)
jne.
Korollaarin 5.8 mukaan jokainen avaruuden R" surkastumaton muoto
voidaan esittdéd matriisilla
I, 0
B= [0 —1I s] ’

missé r + s = n. Paria (r, s) kutsutaan avaruuden metriseksi merkinndksi.
Seuraavan lauseen mukaan metrinen merkintd on avaruuden invariantti.
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Lause 5.17 (Sylvesterin inertialause). Olkoon B surkastumaton sym-
metrinen bilineaarinen muoto avaruudessa R". Oletetaan, ettd avaruudella
on kannat Vi = (v1,...,v,) ja Vo = (wi,...,wy), joiden suhteen muodon B

matriisit ovat
- [0 a5 (L0
Bl N [0 _In—r:| Ja 32 N |:0 _In—s:| ’

missd 0 < r <s. Tdlloin r = s.

Todistus. Olkoot Wy = (v1,...,v,) ja Wo = (wst1,...,wy). Olkoon z =
S xivg € Wy \ {0}, jolloin B(z,z) = >_i_; 2z > 0. Toisaalta, jos y =
Yicsy1 Yiwi € Wa, niin B(y,y) = — > i, y? < 0. Néin ollen Wy N Wa =
{0}, joten dim W7 +dim Wy < n eli 7+ (n — s) < n, josta s < r. O

Reaaliavaruudessa jokainen positiivisesti definiitti symmetrinen biline-
aarinen muoto on ekvivalentti tavallisen pistetulon kanssa. Jokainen R":n
sisdtulo on siis ekvivalentti pistetulon kanssa. Tdhdn muotoon liittyvad or-
togonaalista ryhméd merkitdan monissa lahteissé yksinkertaisesti O(n). On
helppo tarkistaa, ettd mikali kuvaus sidilyttdd muodon B, se sdilyttad myos
muodon —B, joten negatiivisesti definiitteihin muotoihin liittyy sama orto-
gonaalinen ryhmé. Myos epddefiniiteilld muodoilla on omat sovelluksensa,
kuten seuraavasta esimerkistd ndhd&an.

Esimerkki 5.18. Suppean suhteellisuusteorian aika-avaruus on neliulot-
teinen reaaliavaruus. Sen vektorit ovat siis muotoa (t,z1,z2,%3), missd t-
komponentti kuvaa aikaa ja muut paikkaa. N&itd nelivektoreita kutsutaan
myds tapahtumiksi. Aika-avaruus noudattaa geometriaa, jota kuvaa symmet-
rinen bilineaarinen muoto

10 0 O
0 -1 0 O
M= 0 0 -1 0
0 0 0 -1

Tallaista avaruutta kutsutaan Minkowskin avaruudeksi. Minkowskin avaruu-
den ortogonaalinen ryhmg OELM) (R) on niin sanottu Lorentzin ryhmd. Suh-
teellisuusteorian mukaan Lorentzin ryhmén alkiot kuvaavat muunnoksia sel-
laisten koordinaatistojen vélilla, jotka liikkkuvat tasaisella nopeudella toisten-
sa suhteen. Lorentzin ryhm4 sisdltdé paikka-aliavaruuden ((z1, z2,z3)) kier-
rot ja peilaukset eli tavallisen ortogonaalisen ryhmén O(3) = O3(R) (piste-
tulon suhteen).

Lorentzin muunnokset séilyttavit tapahtuman v nelipituuden M (v,v).
Nelipituuden perusteella tapahtumat voidaan jakaa kolmeen tyyppiin. Jos
arvo on positiivinen, tapahtumaa sanotaan ajanluonteiseksi, jos se on nega-
tiivinen, paikanluonteiseksi, ja jos se on 0, valonluonteiseksi. Ajanluonteiset
vektorit kuvaavat niitd tapahtumia, joista tieto voi paastd origossa olevaan
tapahtumaan valoa hitaammin (tai joihin tieto voi padsti origossa olevasta
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tapahtumasta). Valonluonteisiin tapahtumiin voi origosta péa#sta ainoastaan
valon nopeudella, ja paikanluonteisiin ei ole mahdollista pa#sta lainkaan.

Jos rajoitutaan tarkastelemaan yhtd paikkakoordinaattia, Minkowskin
avaruus kutistuu hyperboliseksi tasoksi. Isotrooppiset aliavaruudet muodos-
tavat niin kutsutun wvalokartion, joka kuvaa valonsidteen mahdollisia reitteja
origosta (tai origoon). Valoa hitaammat kappaleet voivat edeté vain valokar-
tion silla puolella oleviin pisteisiin v, joissa M (v,v) > 0.

5.5 Neliomuodot

Jokaista symmetristd bilineaarista muotoa vastaa tietty neliomuoto, joka on
sukua vektorin pituudelle eli normille.

Maiéritelmi 5.19. Olkoon B symmetrinen bilineaarinen muoto avaruudes-
sa V, jonka kerroinkunta on K. Muotoa B vastaava neliomuoto on kuvaus
Q@ :V — K, jolle pitee Q(v) = B(v,v).

Ortogonaaliset kuvaukset sdilyttdvit neliomuodon. Seuraavat nelimuo-
don ominaisuudet on helppo osoittaa méaritelmésté 1ahtien:

Qv +w) = Qv) +2B(v,w) + Q(w) (Q1)

Q(av) = a*Q(v). (Q2)
Ortogonaaliset ryhmét voidaan méaritelld yhtd hyvin neliomuodon kuin bili-
neaarisen muodon avulla, koska jos nelidmuoto tunnetaan, bilineaarisen muo-
don arvot saadaan kaavasta

Bo,w) = 5 (Qv -+ v) ~ Q) — Q(w)). (5.20)

Jos bilineaarisena muotona on tavallinen euklidisen avaruuden pistetulo, niin
nelibmuoto on @Q(v) = v-v, ja tdmén nelidjuuri on vektorin normi eli pituus.

Huom. Kaavassa (5.20) on olennaista, ettd kerroinkunnan karakteristika
ei ole 2, silld muuten kahdella jakoa ei voida suorittaa. Karakteristikan ollessa
kaksi nelidmuodot ja ortogonaaliset ryhmét maédritelldan kuitenkin hieman
eri tavalla, mihin palataan tdman luvun lopussa.

Esimerkki 5.21. Tasossa R? mahdolliset symmetriset bilineaariset muodot
ovat muotoa

B:[a b], a,b,c e R
b ¢

Tallaista muotoa vastaa neliGmuoto
Q(z) = az? + 2bzixy + cx3.

Yhtalon Q(z) = r ratkaisujoukko on siis jokin toisen asteen kéyri, ja kddn-
tden jokainen toisen asteen kdyrd on jonkin yhtalon Q(z) = r ratkaisujouk-
ko. Lauseesta 5.17 seuraa, ettd kannanvaihdolla jokainen neliémuoto voidaan
palauttaa joko muotoon

:1:% + w% tai x% — :1:%
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Erityisesti téstd seuraa, ettd jokainen toisen asteen kéyrd on joko ellipsi tai
hyperbeli.

5.6 Adrelliset kunnat

Jos vektoriavaruuden kerroinkunta on &&rellinen, siind voidaan maéritelld
korkeintaan kaksi epéekvivalenttia symmetristd bilineaarista muotoa. Seu-
raavissa lauseissa oletetaan, ettd B on symmetrinen bilineaarinen muoto
avaruudessa V, jonka kerroinkunta on &irellinen. (Kunnan karakteristika on
edelleen eri kuin 2.) Molempien lauseiden todistukset sivuutetaan.

Lause 5.22. Jos V:n dimensio on pariton, loytyy ortogonaalinen kanta,
jossa B:n matriisi on diagonaalinen ja diagonaalialkiot ovat jarjestyksessa
(1,-1,1,-1,...,1,—1,—1).

Lause 5.23. Jos V:n dimensio on parillinen, loytyy ortogonaalinen kanta,
jossa B:n matriisi on diagonaalinen ja diagonaalialkiot ovat joko

a) (1,-1,1,—1,...,1,-1) (+-tyyppi) tai
b) (1,-1,1,—1,...,1,—d), missi d ei ole nelié (—-tyyppi).

Adrellisen kerroinkunnan tapauksessa avaruus voidaan siis jakaa suoraksi
summaksi kahdesta aliavaruudesta U ja W (UNW = {0}), joista U koostuu
pelkéstddn hyperbolisista tasoista ja sen dimensio on siis vilttdméatta parilli-
nen. Liséksi voidaan osoittaa, ettd W, jonka dimensio on 0, 1 tai 2, ei sisélla
yhtéin isotrooppista vektoria.

Jos avaruuden dimensio on parillinen, niin +-tyypin muotoa vastaavaa
ortogonaalista ryhm#d merkitédéin O™ (V) ja —-tyypin muotoa vastaavaa ryh-
m#s O~ (V). Parittoman dimension ryhmiii merkitdin O°(V).

Esimerkki 5.24. Tarkastellaan tasoa Fﬁ, jossa muotona kaytetdan pistetu-
loa B(z,y) = 191 + T2y». Tamén muodon matriisi on B = [§ 9], ja koska
—1 ei ole nelié kunnassa F3, niin muoto on edellisen lauseen kohdassa (b)
mainittua tyyppia.

Neliomuodon arvot eli “vektorien pituudet” ovat

Q(0,0)=0, Q(1,0)=Q(0,+1)=1 ja Q(£1,+1)=2.

Oletetaan nyt, ettd g € O5 (3). Koska ortogonaaliset kuvaukset séilyttavit
neliomuodon arvot, on kullakin vektorilla (paitsi nollavektorilla) vain neljd
mahdollista tapaa kuvautua. Esimerkiksi g(1,0) voi olla joko (1,0), (—1,0),
(0,1) tai (0, —1).

Kun yhden kantavektorin v; kuva on valittu, toisen kantavektorin vy
kuvaksi jaa tasan kaksi mahdollisuutta arvojen g(v1) # +g(v2) lineaarisen
riippumattomuuden vuoksi. Kumpikin valinta on mahdollinen. Jos esimer-
kiksi g(1,0) = (0,1), niin g(0,1) voi olla joko (—1,0) tai (1,0); edellisessi
tapauksessa g € SO, (3), jalkimmaisessd det g = —1.
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Nihtiin, ettd ryhméissd O5 (3) on 8 alkiota. Itse asiassa bilineaarisen
muodon arvoja eli “vektorien vélisid kulmia” tarkkailemalla ndhd&dn, ettd
ortogonaalisten kuvausten on siilytettdva kuvassa 5 nikyvén nelion nurkat
nurkkina ja sdrmét sdrmind, mistéd seuraa, ettd O, (3) on isomorfinen nelién
symmetriaryhmén Dg kanssa.

A A
2 1 2 -0 -1 0.
-------------------------- . LR ',0‘
1 0 ~h
é —| * > /“’ 7] 0 >
1 N 1 1 -1\ y 1
2 \ A
@-----ceeeee@emeeeeenaaaas '." . °,
2 1 2 ,"0 -1 0

Kuva 5: Neliomuodon ja bilineaarisen muodon arvoja —- ja 4+-tyypin tasoissa

Jos muotona on B = [(1) 0 ], niin kyseessd on hyperbolinen taso. Tall6in
kummallakin kantavektorilla on vain yksi vaihtoehto mihin kuvautua, koska
neliomuodon arvot ovat

QELO) =1, Q(0,%1)=-1 ja Q(£L%1)=Q(0,0) =0.

Tuloksena saadaan neljan alkion ortogonaalinen ryhmé, jossa kaikkien al-
kioiden kertaluku on kaksi. Onkin niin, ettd Oy (3) on isomorfinen Kleinin
neliryhmén kanssa.

5.7 Karakteristikan ollessa 2

Kun kerroinkunnan karakteristika on kaksi, tapahtuu ortogonaalisten ryh-
mien kannalta kaksi merkittdvad asiaa. Ensinndkin neliomuodosta ei voi joh-
taa bilineaarisen muodon arvoja, koska kaavaa (5.20) ei voida soveltaa. Toi-
saalta jokainen determinantti on 1, joten kaikki ortogonaaliset kuvaukset
ovat aikaisemman maéaéritelman mukaisesti kiertoja.

Karakteristikan ollessa kaksi ldhdet&d4n bilineaarisen muodon sijasti liik-
keelle neliémuodosta, joka méiritelladn nyt hieman aikaisemmasta poikkea-
valla tavalla.

Maéiritelma 5.25. (Kun karakteristika on 2.) K-kertoimisen avaruuden V
neliomuoto on funktio Q) : V — K, jolle péatee kaikilla z,y € V'

Q(az + by) = a®>Q(z) + abB(z,y) + b*Q(y), (5.26)

missd B on jokin (tavanomainen) bilineaarinen muoto avaruudessa V.
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Nyt neliomuotoa vastaava bilineaarinen muoto on yksikisitteinen, mutta
bilineaarisesta muodosta ei voida johtaa neliomuodon arvoja. Ortogonaaliset
kuvaukset méaritellddn niin, ettd ne sdilyttévat jonkin nelibmuodon, eli

g€ 0(V) <= Q(g(v)) = Qv).

Jokaisen kuvauksen determinantti on 1, joten O(V) = SO(V). Peilauksia
ei voida maaritelld, koska —v = v kaikilla vektoreilla v. Peilauksien paikal-
la voidaan kiyttdd niin kutsuttuja transvektioita. Omegaryhmiad vastaava
aliryhmé maaritelladn myos néiden transvektioiden avulla. (Toisinaan talld
tavoin méairiteltyd omegaryhmad kutsutaan myos erityiseksi ortogonaaliseksi
ryhméksi, kun karakteristika on 2.)

Kuten aikaisemmin, jos avaruuden kerroinkunta on &érellinen ja dimensio
pariton, on kannanvaihtoa vaille olemassa vain yksi neliémuoto. Jos dimensio
on parillinen, muotoja on kaksi. Nama muodot poikkeavat kuitenkin monelta
osin niistd muodoista, jotka saadaan parittoman karakteristikan tapauksessa.
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6 Unitaariset ryhmét

Unitaariset ryhmét ovat sukua ortogonaalisille ryhmille, ja monilla téssé lu-
vussa esiteltdvilla asioilla on vastineensa ortogonaalisten ryhmien teorias-
sa. Unitaariset ryhmét méaéritellddn hermiittisten muotojen avulla, jotka
muun muassa hoitavat sisdtulon tehtdvad kompleksikertoimisissa avaruuk-
sissa. Hermiittisten muotojen isometrioina unitaariset kuvaukset sailyttavit
kompleksiavaruudessa vektorien pituudet ja niiden véliset kulmat samoin
kuin ortogonaaliset tekevit euklidisessa avaruudessa.

6.1 Seskvilineaariset’ muodot

Ennen muotojen mérittelyd on rajoitettava tarkasteltavien vektoriavaruuk-
sien joukkoa. Koko tdssd luvussa oletetaan, ettd vektoriavaruuden kerroin-
kunnassa K voidaan méaritelld automorfismi o, jonka kertaluku on 2. Tam4
tarkoittaa sitd, ettd kuntaan K voidaan liittdd kuntaisomorfismi ¢ : K — K,
jolle pétee o o o = id. Automorfismin arvoa luvulla a merkitdan

ola) =a

ja kutsutaan luvun a konjugaattiluvuksi tai konjugaatiksi. Itse automorfismia
kutsutaan konjugoinniksi. Tavallisin esimerkki konjugoinnista on kompleksi-
konjugointi a + bi — a — bi. Kaikissa kunnissa konjugointia ei voida mé&ari-
tella.
Konjugointiin liittyy l&heisesti normikuvaus N, joka masritellddn kaaval-
la
N(a) = aa kaikilla a € K.

Kompleksiluvuilla normi vastaa luvun modulin neliota.

Konjugoinnin avulla voidaan mdédritelld tdssd luvussa kiytettdvit muo-
dot, jotka poikkeavat hieman bilineaarisista muodoista. Oletetaan seuraavas-
sa, ettd V on K-kertoiminen vektoriavaruus ja ettd kunnassa K on mééaritelty
konjugointiautomorfismi.

Miidritelmi 6.1. Kuvausta S : V x V — K kutsutaan seskvilineaariseksi
muodoksi, jos se tdyttad seuraavat ehdot kaikilla z,y,z € V ja A € K:

S(@ + zy) = S(z,y) + 5(2,9) (S1)
S(Az,y) = AS(z,y) (52)
S(x,y +2) = S(z,y) + S(z, 2) (S3)
S(z, xy) = AS(z,y) (S4)
Seskvilineaariset kuvaukset poikkeavat bilineaarisesta vain ehdon (S4)

kohdalla. Jos avaruudelle V' on valittu kanta T" = (v1,...,vy), niin seskvili-
neaarisen muodon S matriisi S = [s;;] méaritelldén tuttuun tapaan kaavalla

'Etuliite sesqui- tarkoittaa latinassa “...ja puoli”, esimerkiksi sesquimensis = “puoli-
toista kuukautta’.
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sij = S(vi,v;). Télloin kaikilla sarakevektoreilla z ja y pitee
S(z,y) =x"87 (huomaa konjugointi).

Isometrialle L saadaan siis ehto LTSL = §.
Téssé luvussa ollaan kiinnostuneita vain tietynlaisista seskvilineaarisista
muodoista.

Miiritelmi 6.2. Jos avaruuden V seskvilineaarinen muoto S toteuttaa
lisaksi ehdon

S(z,y) = S(y,z) kaikilla z,y € V, (H)
muotoa S kutsutaan hermiittiseksi.

Hermiittistd muotoa vastaavalle matriisille patee ST = §. Tallaista mat-
riisia kutsutaan hermaiittiseksi matriisiksi. Voidaan myos osoittaa, ettd jokai-
nen hermiittinen matriisi vastaa jotain hermiittistd muotoa (kannasta riip-
pumatta).

Jokaisella kunnalla K, jolla on konjugointiautomorfismi ¢, on myds ali-
kunta

Ky =Fix(0) = {a € K | o(a) = a}.

Kompleksilukujen tapauksessa Cy = R. Hermiittiselle muodolle S pétee aina
S(z,z) = S(z,z), joten S(z,z) € Ky kaikilla vektoreilla z.

Maiaritelma 6.3. Oletetaan, ettd S on hermiittinen muoto K-kertoimisessa
avaruudessa V. Kuvausta Q : V — K, Q(v) = S(v,v) kutsutaan (hermiitti-
seksi) neliomuodoksi.

Hermiittiselle nelimuodolle péatee
QM) = AQ(v) kaikilla v € V ja X € K.

Lisaksi tietysti Q(v) = S(v,v) € Ky kaikillav € V.

6.2 Kohtisuoruus

Hermiittiselle muodolle S pétee S(z,y) = 0 jos ja vain jos S(y,z) = 0, eli
muoto on refleksiivinen. Samoin kuin refleksiivisten bilineaaristen muotojen
tapauksessa mééritellddn vektorien z ja y kohtisuoruus ehdolla S(z,y) = 0.
My6s kohtisuorat komplementit ja avaruuden radikaali madritellddn kuten
aikaisemmin. Jos rad(V') # {0}, sanotaan ettd V on surkastunut.

Samoin kuin symmetrisen bilineaarisen muodon tapauksessa, voidaan
hermiittinen muoto aina esitté tietyssd perusmuodossa. Olkoon S surkastu-
maton hermiittinen muoto K-kertoimisessa avaruudessa V', ja olkoon @) sitd
vastaava nelidmuoto.

Lemma 6.4. Jollakin v € V pitee Q(v) # 0.
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Todistus. Oletetaan vastoin viitettd, ettd Q(v) = 0 kaikilla v € V. Koska S
ei ole surkastunut, 16ydetdan vektorit v ja w, joille pitee S(v,w) = 1. (Jos
S(v,w) = p # 0, vaihdetaan v — p~'v.) Tillsin kaikilla A € K pitee

0=QW+ \w) = g@%‘(m 2w) + SAw,v) + Q(w) = A+ A
=0 =0

Jos A = 1, niin 1+ 1 = 2 = 0, joten kerroinkunnan karakteristika on 2.
Tillsin kuitenkin A = —\ = X kaikilla X € K, joten konjugointiautomorfismi
on identtinen kuvaus. Tdmé on ristiriita, koska konjugointiautomorfismin
kertaluku on kaksi. O

Lause 6.5. Avaruudella V on kanta (v1,...,vy), jonka suhteen S on diago-
naalimatriisi. Lisdksi Q(v;) = Sy € K kaikilla i € {1,...,n}.

Todistus. Todistus etenee samalla tavalla kuin lauseessa 5.5. O

Samoin kuin symmetrisilla bilineaarisilla muodoilla, myds hermiittisilld
muodoilla voidaan matriisiesityksen diagonaalialkioita skaalata. Nyt kuiten-
kin kantavektorin muunnos vg = ¢;v; aiheuttaa diagonaalialkion muunnoksen
b, = ¢;¢;b;, eli diagonaalialkioita voi skaalata vain sellaisilla luvuilla, jotka
ovat muotoa A\ € K. Esimerkiksi kompleksiluvuilla AX on aina positiivinen,
joten paddytddn samanlaiseen tilanteeseen kuin Sylvesterin inertialauseessa,
jossa muodon maarittdad diagonaalilla olevien lukujen 1 ja —1 méaérat. Toi-
saalta, jos kerroinkunta on &drellinen, muotoja on vain yksi.

Lause 6.6. Jos avaruuden V kerroinkunta K on ddrellinen, niin V :1ld on
kanta (vy,...,vy), jonka suhteen S = I,.

Todistus. Sivuutetaan. O

6.3 Unitaarisen ryhmin mairitelma

Maiidritelmé 6.7. Oletetaan, ettd S on surkastumaton hermiittinen muoto
vektoriavaruudessa V. Jos lineaarikuvaus g sdilyttdd muodon S, niin sano-
taan ettd g on wunitaarinen (muodon S suhteen). Unitaaristen kuvausten
ryhméé kutsutaan uniteariseksi ryhmidksi ja merkitian UGS (V).

Jos S on hermiittinen muoto ja g € U)(V), niin ¢' 85 = §. Laskemalla
determinantit ja jakamalla luvulla det S ndhd&én, ettd

detg-detg = 1.

Toisin kuin ortogonaalisten ryhmien tapauksessa, determinantin arvot eivét
ole yleensd rajoitettuja aarelliseen joukkoon. Kuitenkin N(det g) = 1 kaikilla
g € U(V), missd N on kerroinkunnan normikuvaus.

Maiiaritelma 6.8. Erityinen unitaarinen ryhmd on

SUSI V) ={g e USN(V) | detg =1}.
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Erityinen unitaarinen ryhmé on ryhmén U(V) normaali aliryhmé&. Voi-
daan osoittaa, ettd U(V)/SU(V) = Ker N, missd N on kerroinkunnan nor-
mikuvaus. Todistus on harjoitustehtavana.

Kuten aiemmin, projektiiviset unitaariset ryhmét PU (V) ja projektiivi-
set erityiset unitaariset ryhmat PSU (V') madritelldén ottamalla tekijaryh-
mit ryhmistd U (V) ja SU(V) skalaarimatriisien suhteen.

6.4 Kerroinkuntana C

Kun vektoriavaruus on kompleksikertoinen, automorfismina ¢ toimii kom-
pleksikonjugointi, alikunta Fix(¢) on R, ja luvun A normi N()) on sen mo-
dulin neli |A%.

Koska jokaiselle hermiittiselle neliomuodolle @ pétee Q(v) € R, niin voi-
daan maéritelld positiivinen definiittisyys.

Maiidritelma 6.9. Hermiittinen muoto S on positiivisesti definiitti, jos kai-
killa vektoreilla v # 0 pétee S(v,v) > 0.

Positiivisesti definiittid hermiittistd neliomuotoa kutsutaan sisdtuloksi.
Sen avulla voidaan mé&dritelld vektorien pituudet ja niiden véliset kulmat
aivan samoin kuin bilineaarisen sisdtulon tapauksessa. Tavallisesti avaruuden
C™ pistetulo méaritelladin myds hermiittisen muodon mukaisesti:

vV-w = E V; W -
i

Témé pistetulo on sisétulo, toisin kuin tavallinen pistetulo (kompleksiava-
ruudessa).

Esimerkki 6.10. Tarkastellaan sarakevektoriavaruuksia C", joissa on muo-
tona hermiittinen pistetulo z -y =), z;y;.

Ryhma U(1) = Ui(C) koostuu 1 x 1-matriiseista eli kompleksiluvuista
2z = a + bi, joille pitee 2z = 1 kaikilla z € U(1). Koska zz = a? + b?,
nami kompleksiluvut sijaitsevat kompleksitason yksikkdympyralld. Vastaava
erityinen unitaarinen ryhmé on triviaali, koska kaikilla z € SU(1) téytyy
pited z = det z = 1.

Ryhmé U(2) = U(C) koostuu kaksiulotteisista matriiseista g, joilla
g'g = I. Merkitésin g = [% g], jolloin unitaarisuusehdosta saadaan yhté-

16ryhmé

ag+cé = la?+]c[* =1
bb+dd = |b?+]d?=1
ab+cd = 0

Ensimmaéisistd ehdoista ndhdéén, ettéd pisteet (a,c) ja (b,d), jotka ovat siis
kantavektorien arvot, sijaitsevat avaruudessa C? yksikkopallon pinnalla. Kol-
mas ehto puolestaan voidaan kirjoittaa muodossa d = —ab/¢, miki tarkoittaa
sitd, ettd lukujen a, b ja ¢ arvot maaraavat myos luvun d (kunhan ¢ # 0).
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Erityisessd unitaarisessa ryhméssé SU(2) saadaan vield yksi lisdehto, ni-
mittdin ad — bc = 1. Ratkaisemalla tistd d = (bc + 1)/a ja kiyttamaélla
ylempénd mainittua ehtoa d = —ab/c, saadaan yhtédlét b = —¢ ja d = a.
Siispd jokainen erityisen unitaarisen ryhmén matriisi on itse asiassa muotoa

a —cC -
g= [c . ] , missi  |a|® +|c|* = 1.

Jos nyt merkitddn a = a1 + a9t ja ¢ = ¢1 + cot, voidaan kirjoittaa
a?+as+cd+c3=1.

Samastamalla C2 = R* huomataan, ettd jokainen ryhmin SU(2) alkio vas-
taa itse asiassa jotain 3-ulotteisen pallonkuoren pinnan pistettd avaruudessa
R*. Toisaalta, jos esimerkiksi co € [—1,1] on kiinnitetty, mahdolliset alkiot
vastaavat sellaisen R3:n kaksiulotteisen pallonkuoren pisteits, jonka side on
/1 — 3. Kun luku cy kéiy lipi kaikki luvut —1:std 1:een, pallonkuori kasvaa
origosta 1-siteiseksi ja takaisin, tdyttamalld kahdesti koko suljetun yksikko-
kuulan.

\/

Kuva 6: Ryhmén SU(2) alkiot vastaavat pisteitd pallonkuorilla, joiden side
on r = /1 — 3. Jokaista nollasta poikkeavaa siidettd vastaa kaksi identtistd
pallonkuorta, joista toisella co > 0, toisella ¢y < 0.

Kompleksikertoimisten avaruuksien unitaariset ryhmét ovat erityisen tér-
keitd kvanttimekaniikassa.

Esimerkki 6.11. Kvanttimekaniikassa mitd tahansa hiukkasta, kuten elekt-
ronia, voidaan kuvata aaltofunktiolla 1), joka on ajan ja paikan funktio. Aal-
tofunktion arvot ovat kompleksilukuja, joilla ei sindnsé ole mitaén fysikaalis-
ta merkitystd. Kuitenkin todenndkoisyys, jolla aallon ¥ kuvaama hiukkanen
on tietylld hetkelld ¢ paikassa z, on |¢(t, z)|?.
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Olkoon 1) elektronia kuvaava aaltofunktio. Jos ¢ on nyt jokin kompleksi-

luku, jolle |¢| = 1, niin

(¢, z)| = |ep(t, ).
Todenn#koisyys, ettd hiukkanen 16ytyy tietystd paikasta ei siis muutu, vaik-
ka aaltofunktiota kerrottaisiin vakiolla c. Koska ¢ € U(1), sanotaan, etté
elektronin aaltofunktion symmetriaryhmé on U(1).

Liikkuvan elektronin tapauksessa voidaan ajatella, ettd termi ¢ on itse
asiassa paikan z funktio, eli ettd aaltofunktion arvot ovat muotoa c(z)y(t, ).
Tama4 lisdoletus ei edelleenkdan vaikuta elektronin sijainnin todennékoisyyk-
siin. Johtamalla téstd elektronin liikeyhtalot, ndhdasn, ettd elektroni itse
asiassa vuorovaikuttaa sdhkémagneettista vuorovaikutusta vélittdvien foto-
nien kanssa. Lisdksi voidaan méadrittdd tdmén vuorovaikutuksen voimak-
kuus.

Sama ajattelu voidaan toistaa muidenkin hiukkasten tapauksessa muita
symmetrioita kdyttdmalla. Nykyfysiikan mukaan protonit ja neutronit koos-
tuvat kvarkeista, joilla on ominaisuus, jota kutsutaan wvdriksi. Vareja on kol-
me erilaista, ja erivarisilla kvarkeilla on tdsmilleen samat fysikaaliset ominai-
suudet. Kvarkkien vérin symmetriaryhmé on SU(3), jonka alkiot “vaihtavat
erivarisid kvarkkeja toisikseen”. Edelleen voidaan olettaa, etté kvarkkien vé-
rijakauma on paikasta riippuva funktio, ja liikeyhtdlot johtamalla ndhdéén,
ettd kvarkit vuorovaikuttavat vahvaa vuorovaikutusta vilittdvien gluonien
kanssa.

Erityista ylla mainituissa esimerkeissd on se, ettd tapa, jolla liikeyht&lot
johdetaan, perustuu vain kyseessé olevan symmetriaryhmin ominaisuuksiin
sekd, joihinkin yleisiin fysikaalisiin periaatteisiin. Hiukkasfyysikot pyrkivéit
yhtendistdmé&an kaikki luonnossa havaittavat perusvuorovaikutukset, ja erés
tapa ldhestyd tétd tehtdvdd on tutkia, minkélainen ryhmé voisi sopivalla
tavalla sisdltdd kaikki yksittdisiin vuorovaikutuksiin liittyvit symmetriaryh-
mat.

6.5 Adirelliset kunnat

Ajrellisissi kunnissa tilanne on hyvin rajoitettu. Ensinnikin lauseen 6.6 mu-
kaan on kannanvaihtoa vaille olemassa vain yksi hermiittinen muoto. Toi-
saalta voidaan osoittaa, ettd ldheskddn kaikissa kunnissa ei voida maéaritella
tarvittavaa automorfismia.

Lause 6.12. Adrellisessi kunnassa voidaan madritelli konjugoiva automor-
fismi o jos ja vain jos kunnan kertaluku g on nelié. Mydnteisessd tapauksessa
saatava automorfismi on muotoa o(a) = aV9.

Lauseen todistus ei ole vaikea, mutta se vaatii esitietoja kuntalaajennos-
ten teoriasta. Ideana on, ettd jos kunnassa K on konjugaatioautomorfismi
o, niin K on kaksiulotteinen vektoriavaruus, jonka kertoimet ovat alikun-
nassa Ko = Fix(c). T#lloin nimittiin pitee |[K| = |Ko|?. Yksityiskohdat
sivuutetaan.
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Y1l4 olevasta lauseesta seuraa muun muassa, ettd alkukunnissa I, ei voi-
da méiritelld konjugointia. Tarkastellaan seuraavassa esimerkissé sitd, miten
ylipdénsa voidaan madritelld muita dérellisid kuntia.

Esimerkki 6.13. Tiedetddn, ettd on olemassa yhdeksédnalkioinen kunta Fy,
jonka karakteristika on kolme. Tama kunta voidaan méiaritelld 1ahtemalla
alkukunnasta F3 = {0,1, —1}. Aluksi etsitddn Fs-kertoiminen toisen asteen
polynomi, jolla ei ole juuria kunnassa F3. Téllainen on esimerkiksi

x2+1,

silld (£1)2 4+ 1 = —1 # 0. Lis#itd#in nyt tihiin kuntaan kyseisen polynomin
juuria) polynomirenkaassa F3[z], niin sen virittimi péiideaali (z? + 1) on
maksimaalinen. Tami tarkoittaa sitd, ettd tekijirengas F3[z]/(z% + 1) on
kunta. Kyseisessi tekijirenkaassa on alkioina sivuluokat a + (x? + 1), missi
a on jokin polynomeista

o, 1, -1, =z, z+1, z—1, —z, —z+1 ja —z—1.

Toisaalta 2 +1 € (z?+1), joten polynomin z2+1 sivuluokka on 0+ (2% +1).
Niin ollen x + (22 + 1) on tekijirenkaassa polynomin x? + 1 juuri.

Nimet#in nyt tekijirengas F[z]/(x? + 1) kunnaksi Fy ja merkitdin po-
lynomia z symbolilla ¢. Ndin on saatu kunta

Fo =40, 1, =1, 4, 441, i—1, —i, —i+1, —i —1},

jossa i? = —1. Konjugoivana automorfismina on a = a3, jolla 1 = 3% -4 = —i.

Koska vain niissd kunnissa, joiden kertaluku on neli, on mahdollista
méadritelld konjugaatioautomorfismi, darellisid unitaarisia ryhmié on tapana
merkitd U, (F,2) = Uyn(q) ja vastaavasti SU,(F2) = SUy(q). Kirjallisuudessa
tapaa kuitenkin tastd poikkeavia kiytantdja.
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7 Symplektiset ryhmiit?

Symplektiset ryhmét ovat alternoivien muotojen isometriaryhmié. Alternoi-
van muodon maarittdmé geometria ei ole yhtd intuitiivisesti selked kuin esi-
merkiksi symmetrisen muodon, mutta laskennallisesti se on sitd vastoin hel-
pompi késitelld. My6s isometriaryhmaéssa kuvastuu tdmé laskennallinen vai-
vattomuus.

7.1 Symplektiset kannat

Oletetaan téssd kappaleessa, ettd B on alternoiva bilineaarinen muoto K-
kertoimisessa vektoriavaruudessa V.

Jos u,v € V ja B(u,v) = b # 0, niin u ja v ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Muuten nimittdin B(u,v) = B(u, Au) = AB(u,u) = 0 jollain A € K*.
Valitaan u; = u ja v; = b~ !, jolloin B(uj,v1) = 1. Nyt vektorit u; ja vy
muodostavat kannan jollekin V:n kaksiulotteiselle aliavaruudelle W. Tuossa
aliavaruudessa muoto B on kyseisen kannan suhteen kirjoitettuna

~ 0 1

5=[% o)
Téllaista kaksiulotteista avaruutta kutsutaan hyperboliseksi tasoksi (sym-
plektisessé avaruudessa).

Maiéritelmd 7.1. Jos kaksiulotteisella avaruudella V' on kanta (u,v), jon-
ka vektoreille patee B(u,v) = 1, niin avaruutta V kutsutaan hyperboliseksi
tasoksi. Sen kantavektorit puolestaan muodostavat hyperbolisen parin.

Symplektiset avaruudet koostuvat kokonaan hyperbolisista tasoista.

Lause 7.2. Oletetaan, ettd B on alternoiva bilineaarinen muoto avaruudessa
V. Tdlloin avaruudella V' on kanta (u1,v1,..., U, Op,w1,. .., Wn_2), jonka
suhteen muodon B matriisi on muotoa

M 0
A L 10 1
B = o , missd M—|:_1 O]'
0 On—27‘

Lisdksi jono (w1, ..., wp—_or) on radikaalin rad(V') kanta.

Todistus. Jos B(u,v) = 0 kaikilla u,v € V, niin rad(V) = V, joten asete-
taan r = 0. Muuten voidaan yll& esitetylld tavalla valita hyperbolinen pari

*Nimitys “symplektinen” tulee sanasta symplektikos, joka on suora kisnnds latinasta
kreikkaan sanalle complezus. K&3nnos heijastaa symplektisen geometrian ja kompleksia-
varuuksien vilistd suhdetta, ja sen kehittdjiksi on esitetty Hermann Weylia. Kuitenkin
esim. R.A. Wilson mainitsee Sylvesterin sanan ensimmdiisend kéyttajana.
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(u1,v1). Olkoon Wi tdmén parin virittdma aliavaruus. Wp on surkastuma-
ton, joten lemman 5.4 perusteella V on suora summa aliavaruuksista Wi ja
Wit. Liséiksi radV = V+ = Wit n (WiH)+ = rad Wit. Konstruktiota voi-
daan siis jatkaa aliavaruudessa WIJ‘ Lopulta B(u,v) = 0 kaikilla u,v € WQJ;,
jolloin konstruktio pysihtyy, ja rad(V) = rad(Ws:) = Wi O

Kutsutaan tastd ldhtien ylla olevassa lauseessa esitettyd kantaa symplek-
tiseksi kannaksi. Lauseesta saadaan heti seuraavat korollaarit.

Korollaari 7.3. Jos vektoriavaruudessa on surkastumaton alternoiva muo-
to, niin avaruuden dimensio on parillinen.

Korollaari 7.4. Vektoriavaruuden kaikki surkastumattomat alternoivat bi-
lineaariset muodot ovat ekvivalentteja.

Korollaari 7.5. Alternoivaa muotoa esittdvan matriisin determinantti on
aina nelié kerroinkunnassa.

Todistus. Jos matriisi B on lauseessa mainittua muotoa By, sen determi-
nantti on 1. Muuten 16ytyy jokin kannanvaihtomatriisi L, jolla B = LT ByL,
jolloin det B = (det L)2. O

Mainittakoon téssd yhteydessd, ettd alternoivan muodon matriisilla on
muitakin esitystapoja, joita kdytetddn ahkerasti kirjallisuudessa. Ehki taval-
lisin ylla olevasta poikkeava surkastumattoman muodon esitystapa on

> Or Ir
B= [Jﬁ_[r 4 ]

Tama esitys saadaan ylld olevasta yksinkertaisesti kantavektoreiden jérjes-
tystéd vaihtamalla.

7.2 Symplektisen ryhmin méiiritelmé

Symplektiset ryhmét ovat alternoivan muodon isomorfiaryhmié.

Maiidritelmé 7.6. Oletetaan, ettd B on surkastumaton alternoiva bilineaa-
rinen muoto vektoriavaruudessa V. Jos lineaarikuvaus g sdilyttdd muodon
B, niin sanotaan ettd g on symplektinen. Symplektisten kuvausten ryhméa
kutsutaan symplektiseksi ryhmadksi ja merkitdan Sp(B)(V).

Merkinnéssd Sp(V) muotoa ei yleensé tarvitse merkitd ndkyviin, koska
kaikki avaruuden alternoivat muodot ovat kesken&ddn ekvivalentteja. Mat-
riisiyhtélostd ¢' Bg = B, missi B on alternoiva muoto, nihdéén helposti,
ettd detg = +1 kaikilla g € Sp(V). Mychemmin kuitenkin voidaan tode-
ta, ettd symplektisten kuvausten determinantti on aina 1. Mitdan erityista
symplektistd ryhméé “SSp(V)” ei siis ole tarvetta mééritelld.

Projektiivinen symplektinen ryhmd PSp(V) mééritellddn tuttuun ta-
paan tekijdryhméand skalaarimatriisien suhteen. Symplektisia skalaarimat-
riiseja ovat vain I ja —I. N&mi itse asiassa muodostavat ryhméan Sp(V)
keskuksen, joten PSp(V') = Sp(V)/Z(Sp(V)).
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Esimerkki 7.7. Vektoriavaruuden V pinta-alamuoto on bilineaarinen ku-
vaus A : V x V — K, jolle pitee A(v,w) = 0 aina, kun v ja w ovat li-
neaarisesti riippuvia. Pinta-alamuoto ilmoittaa kahden vektorin virittdman
suunnikkaan suunnatun pinta-alan. Bilineaarisuusehto takaa, etté esimerkik-
si skaalatun suunnikkaan ala skaalautuu myos oikeassa suhteessa. Toisaalta,
jos v ja w sijaitsevat samalla suoralla (eli ovat lineaarisesti riippuvia), niin ne
virittdvat janaksi surkastuneen suunnikkaan, jonka pinta-ala on 0. Suunna-
tulla tarkoitetaan tdssa yhteydessa sité, ettd pinta-alamuoto voi olla positii-
vinen tai negatiivinen, ja jos suunnikas “kdsnnetdén” vaihtamalla sen virit-
tavit vektorit keskendin, pinta-alamuoto vaihtaa merkkid. Esimerkki pinta-
alamuodosta on kaksiulotteisen avaruuden determinanttikuvaus.

Koska pinta-alamuoto on itse asiassa alternoiva bilineaarinen muoto, sen
sailyttavit lineaarikuvaukset ovat symplektisid kuvauksia. Esimerkiksi tasos-
sa R? tillaiset kuvaukset ovat kiertoja, litistyksid, transvektioita tai niiden
yhdistelmié. Kierrot ovat tuttuja erityisen ortogonaalisen ryhmén alkioina.
Litistyksen matriisi on sopivassa kannassa

Transvektiot puolestaan ovat kuvauksia, jotka muuttavat jonkin kiinnitetyn
suoran suuntaiset suorakulmiot suunnikkaiksi niiden korkeutta muuttamat-
ta. Sellaisen matriisi on sopivassa kannassa muotoa

1l «
net

Kaikki ndmé kuvaukset sdilyttdvat kahden vektorin virittdméan suunnikkaan
pinta-alan ja lisdksi kyseisten vektorien jarjestyksen niiden muodostaman
kulman kylkind. Voidaan itse asiassa osoittaa, etté kaikki symplektiset ku-
vaukset voidaan ilmaista transvektioiden avulla.

A A

@

\ 4
\ 4

Kuva 7: Litistys ja transvektio ovat tason symplektisid kuvauksia

Symplektiset kuvaukset esittdvat merkittdvad osaa myos teoreettisessa
fysiikassa.
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Esimerkki 7.8. Klassisessa mekaniikassa on tapana hankkiutua eroon kap-
paleeseen vaikuttavista tuki- ja sidosvoimista korvaamalla tavalliset paikka-
koordinaatit yleistetyilld koordinaateilla q;. Esimerkiksi vaijerin paéssa pyo-
rivd moukari voi liilkkua ainoastaan ympyrén kehilld, jolloin sen liikkeen ku-
vaamiseen riittda tuntea kiertokulma ¢. Kun koordinaatit valitaan sopivasti,
liikeyht&lot tulevat muotoon

d (0L oL 0

dt (3%’) dgi
missé ¢; merkitsee ¢;:n aikaderivaattaa ja L on niin sanottu Lagrangen funk-
tio, joka madritelladn systeemin potentiaali- ja kineettisen energian erotuk-
sena.

Y14 oleva liikeyhtélo sisdltdd toisen asteen derivaattoja. Hamiltonilai-
sessa muotoilussa otetaan kayttoon kutakin yleistettyd koordinaattia vastaa
yleistetty litkemddrd p; = OL/0¢;. Kun lisdksi madritelladn Hamiltonin funk-
tio H = ¢;p; — L, liikeyhtélot tulevat muotoon

,'_QH o _ _._aH
qi = Op; J bi = an"

Téssd muotoilussa yhtélot sisdltdvit vain ensimmaéisen asteen derivaattoja,
mutta toisaalta vapaita muuttujia on kaksinkertainen méara aikaisempaan
verrattuna.

Kirjoitetaan nyt yleistetyt koordinaatit ja liilkem&arat samaan vektoriin
n=1(q1,--,Gn,P1,---,Pp)- Talloin Hamiltonin liitkeyht&l6t tulevat muotoon

e - U
n—Jan, missé J_[—In 0n:|.

Voidaan osoittaa, ettd Hamiltonin funktio siilyy ajasta riippumattomissa
koordinaatistonmuunnoksissa. T&lléin, jos L on muunnoksen n +—  Jacobin
matriisi, niin

L'JL=J.
Antisymmetrisend matriisina J méarittdd jonkin alternoivan muodon, joten
koordinaatistonmuunnoksen Jacobin matriisin on oltava symplektinen.
7.3 Transvektiot eli murroskuvaukset

Olkoon W jokin hypertaso vektoriavaruudessa V. Transvektioksi kutsutaan
lineaarikuvausta 7', jolle patee Tw = w kaikilla w € W ja Tv—v € W
kaikilla v € V.

Miiritelmi 7.9. Olkoon B alternoiva muoto K-kertoimisessa avaruudessa
V. Olkoot lisdksi u € V' \ {0} ja a € K. Lineaarikuvausta

Tu,a(V) = v + aB(u,v)u

kutsutaan symplektiseksi transvektioksi.
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On helppo néhdi, etté 7,4 kiinnittdd hypertason ut ja ettd 7, o (v) —v on
vektorin u suuntainen. Téten 7, o(v) —v € ut, ja kuvaus Tu,a ON transvektio.
Lisdksi kaikilla v, w € V pétee

B(Tu,a(v), Tua(w)) = B(v + aB(u,v)u, w+ aB(u, w)u)
= B(v,w) + aB(u,w)B(v,u) + aB(u,v)B(u, w)
+ o?B(u,v) B(u, w)B(u,u)
= B(v,w).

Siispd kuvaus 7, o on myds symplektinen. Symplektiset transvektiot hoitavat
tietyssd mielessd ortogonaalisten peilausten virkaa symplektisissd ryhmissé.

Lause 7.10. Avaruuden V symplektiset transvektiot virittdvit koko symplek-
tisen ryhmdn Sp(V).

Todistus. Sivuutetaan. O
Korollaari 7.11. Kaikilla g € Sp(V') pdtee detg = 1.

Todistus. Olkoon T = 7, o avaruuden V mielivaltainen symplektinen trans-
vektio. Valitaan avaruudelle ui- jokin kanta (u1,ug,...,un—1) ja tiydenne-
tadn se vektorilla u, avaruuden V kannaksi. Nyt kaikilla ¢ € {1,...,n — 1}
pitee 7(u;) = u;, ja lisdksi 7(up) = up + Aug, missé A = aB(u1,u,). Vali-
tussa kannassa transvektion matriisi on siis

10 0 X

01 00

= s
10

0 01

Nihd&an, ettd mielivaltaisen symplektisen transvektion determinantti on 1.
Jokainen g € Sp(V') on puolestaan transvektioiden tulo, joten detg =1. O

7.4 Yhteys kompleksikertoimisiin avaruuksiin

Tarkastellaan kompleksikertoimista avaruutta C", jossa on mééritelty her-
miittinen pistetulo z -y = >, TxYk. Jos merkitddn zp = ar + byt ja yp =
¢ + dgi, niin

n
zoy=Y [(agcx + brdy) + i(bcy, — ardy)].
k=1

Samastetaan nyt C* = R?>" kuvauksella

['(a'l +b1ia--- y Qn +bni) = (alabla--- aanabn)'
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Té&ll6in hermiittiselle pistetulolle patee

z -y = Bi(e(2),1(y)) +iB2(e(2), 1(y)),

missd By on tavallinen ortogonaalinen pistetulo avaruudessa R?" ja B, on
alternoiva muoto

0 -1 0
1 0
0 -1
0 1 0

Hermiittisen sisdtulon arvot ovat siis kompleksilukuja, joiden imaginaa-
riosa saadaan tietyn reaaliavaruuden alternoivan muodon arvoista. Kuvaus-
ten, jotka sailyttdvat kompleksiavaruudessa esimerkiksi vektorien pituudet,
taytyy siis olla tuossa reaaliavaruudessa symplektisid kuvauksia. T&lla tavoin
symplektisen geometrian tutkiminen liittyy ldheisesti kompleksikertoimisten
vektoriavaruuksien geometriaan.
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8 Adsrelliset yksinkertaiset ryhmiit

Téssd luvussa tarkastellaan darellisid yksinkertaisia ryhmid. Kaikki darelli-
set ryhmét koostuvat niistd, ja dérellisis yksinkertaisia ryhmis kutsutaankin
usein &drellisten ryhmien rakennuspalikoiksi. Ryhméteorian suuri voiman-
ponnistus on ollut luokittelulause, joka listaa kaikki dérelliset yksinkertaiset
ryhmét. Matemaatikoilla on siis kéytossddn tarkka lista darellisen ryhméteo-
rian rakennuspalikoista!

Téaman kurssin kannalta &irelliset yksinkertaiset ryhmat ovat kiinnosta-
via sen vuoksi, ettd valtaosa niistd saadaan klassisista ryhmisté.

Maiidritelma 8.1. Ryhma on G yksinkertainen, jos silld on tédsmaélleen kaksi
normaalia aliryhméa: {1} ja G.

Huomaa, ettd mééritelmén mukaan ryhmé {1} ei ole yksinkertainen.

8.1 Kompositiojonot

Jotta voidaan puhua tarkemmin siitd, mitd dérellisten ryhmien rakennuspa-
likoilla tarkoitetaan, on esiteltdvd kompositiojonon kisite.

Maisritelma 8.2. Olkoon @ #érellinen ryhmé. Sen kompositiojono on &a-
rellinen jono

{1}:G0<]G1<1G2<|"'<1Gn_1<]Gn:G,

jota ei voida pidentdd lisddmallé sithen normaaleja aliryhmié. Tekijaryhmid
G;/G;—1 kutsutaan jonon kompositiotekijoiksi.

Merkintd G;_1 < G; tarkoittaa, ettd G;_1 on ryhmén G; normaali ali-
ryhmé, joka on lisdksi G;:n aito osajoukko.

Adrellisilld ryhmilld on aina olemassa jokin kompositiojono. Voidaan ni-
mittédin aloittaa jonosta {1} <1 G. Sen jilkeen jonoa pidennetédén niin paljon
kuin mahdollista lisddamalla sithen normaaleja aliryhmis. Tatd ei kuiten-
kaan voida jatkaa ddrettomén kauan, silld ryhmé on &drellinen. Siten saatu
jono on kompositiojono.

Ryhmallé saattaa olla useita kompositiojonoja, mutta ne ovat kaikki poh-
jimmiltaan samanlaisia.

Lause 8.3. (Jordan-Hélder) Valitaan kaksi G:n kompositiojonoa, ja olete-
taan, ettd niiden kompositiotekijoiden joukot ovat S ja T. Nyt on on olemassa
bijektio o : S — T, jolla patee x = o(x) kaikilla x € T.

Todistus. Lauseen todistus l0ytyy misté tahansa ryhméteorian perusteokses-
ta. U

Lause 8.4. Jono
{1} =Go<G1 < G241 Gp1 <G =G,

on kompositiojono jos ja vain jos sen tekijit G;/G;_1 ovat yksinkertaisia.
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Todistus. Oletetaan aluksi, ettd kyseessd on kompositiojono. Jos on ole-
massa tekija G;/G;_1, joka ei ole yksinkertainen, niin silloin silld on jokin
epdtriviaali normaali aliryhmé. Témé& aliryhm& on muotoa H;/G;_1, missi
Gi_1 <94 H; < G1. Tama3 tarkoittaa sitd, ettd kompositiojonoon voidaan lisdté
ryhmé H;, mikd on ristiriita. Siten kaikki kompositiotekijét ovat yksinker-
taisia.

Oletetaan sitten, ettd kaikki tekijat G;/G;—1 ovat yksinkertaisia. Jos jo-
noon nyt lisitddn ryhméa H; siten, ettd G;—1 < H; <1 G, niin silloin H;/G;_1
on ryhmén G;/G;_1 epédtriviaali normaali aliryhmaé. Siten on paddytty risti-
riitaan, ja jonon on oltava kompositiojono. O

Nyt siis tieddmme, ettd jokainen dérellinen ryhma voidaan hajottaa kom-
positiojonoksi, jonka tekijat ovat dérellisia yksinkertaisia ryhmis. Namé kom-
positiotekijat ovat tavallaan ryhmien rakennuspalikoita, ja kompositiojonot
kertovat meille paljon ryhméan rakenteesta. Ne eivit kuitenkaan masraa ryh-
mén rakennetta tdysin, ja kahdella ryhmélld saattaakin olla samanlainen
kompositiojono, vaikka ryhmét eivit olisi isomorfisia. Jos ryhmén rakenne
halutaan mé#arittda tarkasti, on rakennuspalikkojen lisdksi tiedettdva, miten
ne kiinnittyvat toisiinsa.

Esimerkki 8.5. Etsitddn symmetrisen ryhmaélle S3 jokin kompositiojono.
Merkitdan A3 = {1, (123), (132)}. Nyt jono

{1} < A3 < S3
on kompositiojono, ja sen tekijat ovat
Sg/Ag = 02 ja Ag/{l} = A3 = 03,

missd Cy ja C3 ovat syklisid ryhmia.
Tarkastellaan sitten syklistd ryhméa Cg. Sille 16ydetdsn kompositiojono

{1} <« C3 <1 Cs,
jonka kompositiotekijat ovat
Cs/C3 2 Cy ja C3/{1} = (s,
Néiden kahden ryhmé&n kompositiojonot ovat siis samat, mutta ryhmaét
eivit kuitenkaan ole isomorfiset.

8.2 Adsrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelu

Erds ryhmaéteorian huomattavimmista tuloksista on darellisten yksinkertais-
ten ryhmien luokittelu. Luokittelulauseen nojalla tiedimme tarkalleen, mil-
laisia &érellisten ryhmien rakennuspalikat ovat.

Lause 8.6. Seuraavat ddrelliset ryhmdt ovat yksinkertaisia eikd muita ad-
rellisid yksinkertaisia ryhmid ole:
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(1) sykliset ryhmat C,, missi p on alkuluku

(2) alternoivat ryhmat Ay, missan > 5

(3) klassiset ryhmat (namd on lueteltu tarkemmin alla)
(4) poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmdt

(5) sporadiset ryhmit.

8.2.1 Sykliset ryhmiit

Syklistd ryhméa, jonka virittdjan kertaluku on n, merkitddn C,. Koska sykli-
set ryhmét ovat vaihdannaisia, ovat niiden kaikki aliryhmét normaaleja. Si-
ten syklinen ryhmé on yksinkertainen jos ja vain jos silld ei ole epétriviaaleja
aliryhmii. Koska sykliselld ryhmallé C), on aina yksi aliryhmé kutakin luvun
n jakajaa kohden, niin ryhma on yksinkertainen jos ja vain jos n on alkuluku.

8.2.2 Alternoivat ryhmit

Alternoivat ryhmét ovat symmetristen ryhmien aliryhmii. Symmetrinen ryh-
mé S, koostuu kaikista joukon {1,...,n} permutaatioista. Jokainen Sy:n al-
kio voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona. Ne permutaatiot, joiden ilmaisemi-
seen tarvitaan parillinen méaréd vaihtoja, muodostavat aliryhmén A,,.

8.2.3 Klassiset ryhmit

Yksinkertaiset klassiset ryhmét saadaan projektiivisista ryhmistd. Ryhmat
PSL,(q), PSU,(q) ja PSp,(q) ovat muutamaa poikeusta luukun ottamat-
ta yksinkertaisia. Ortogonaalisissa ryhmissid tdmé ei toimi, silld PSO,(q)
ei yleenséd ole yksinkertainen. Télloin onkin tarkasteltava aliryhmén €2,(q)
tekijaryhméa P, (q), joka pienimpid dimensioita lukuun ottamatta on yk-
sinkertainen.

Lause 8.7. Seuraavat klassiset ryhmdt ovat yksinkertaisia:
(1) PSLy(q), jos n > 2, poikkeuksina PSL2(2) ja PSLy(3)
(2) PSU,(q), jos n > 3, poikkeuksena PSU;3(2)

(8) PSpy(q), jos n > 2, poikkeuksena PSps(2)

(40) PQopi(

(48) PO§,(0), jos n > 4
(48) PQ,(a), josn > 4.

q), jos m > 3 ja q on pariton
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Todistus. Ryhmien yksinkertaisuus todistetaan niin kutsutun Iwasawan lem-
man avulla. Talléin on tutkittava ryhmien toimintaa jossakin joukossa eli
tulkittava ne tdmén joukon kuvauksiksi. Esimerkiksi ryhmén PSL,(q) ta-
pauksessa voidaan joukoksi valita projektiivinen avaruus.

Todistukset 16ytyvéat esimerkiksi kirjasta L. C. Grove: Classical Groups
and Geometric Algebra. O

Omegaryhmi Tarkastellaan seuraavaksi hieman tarkemmin omegaryh-
mié, joiden méaéritelmé on hyvin erilainen parillisen ja parittoman karak-
teristikan tapauksessa.

Oletetaan ensin, ettd kerroinkunnan karakteristika on pariton. T&lléin
omegaryhmé €,(q) voidaan mééritelld ortogonaalisen ryhmén peilauksien
avulla. (Katso madritelma 5.15.) Ryhma P, (q) saadaan tuttuun tapaan
muodostamalla tekijaryhmaé skalaarien suhteen eli

PQn(q) = n(a)/(Qn(q) N {In, —In})-

Parillisessa karakteristikassa ei voida kiyttdsd samaa madritelmas kuin
parittomassa, silld peilauksia ei ole. Jos karakteristika on parillinen ja avaruu-
den dimensio pariton, niin médritellaan Q,(q) = O, (q) ja PQy(q) = PO,(q).
Téma tapaus ei kuitenkaan ole mielenkiintoinen, silld ryhmé O, (q) on iso-
morfinen symplektisen ryhmén Sp,_1(q) kanssa. Siksi ryhmaé ei myoskdan
tarvitse mainita ddrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelulauseessa.

Jos seké karakteristika ettd avaruuden dimensio ovat parillisia, niin ome-
garyhmé méaritellddn seuraavasti: Olkoon g € O,(q) ja olkoon k g:n kiin-
nittdman aliavaruuden dimensio eli

k = dimFix(g) = dim{v € K" | gv = v}.

Nyt g € 2,(q) jos ja vain jos k on parillinen. Projektiivinen ryhma P$,(q)
on parillisen karakteristikan tapauksessa isomorfinen ryhméan €, (q) kanssa.

On hyvi tiedostaa, ettd kirjallisuudessa esiintyy rutkasti erilaisia omega-
ryhmén méadritelmis.

8.2.4 Poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmaét

Klassiset ryhmét ovat osa suurempaa kokonaisuutta, jota kutsutaan Lie-
tyypin ryhmiksi. Muita Lie-tyypin ryhmié kutsutaan poikkeuksellisiksi Lie-
tyypin ryhmiksi. Muutamia poikkeuksia lukuun ottamatta ne ovat yksinker-
taisia.

8.2.5 Sporadiset ryhmit

Sporadiset ryhmét muodostuvat niisté darellisistd ryhmisté, jotka eivit mah-
du mihink&an ylldolevista luokista. Niitd on yhteenséd 26 kappaletta.
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8.3 Klassisten ryhmien kompositiojonot

Tarkastellaan seuraavaksi klassisten ryhmien kompositiojonoja. Namé jonot
eivit ole erityisen monimutkaisia, silld ne koostuvat yksinkertaisesta klassi-
sesta ryhmaésté sekd syklisistd ryhmisté.

Yleisen lineaarisen ryhméan kompositiojono on

- < GLn(Q)'

{1} < < Z(SLn(q)) él) SLn(q) < o

Jonon kompositiotekijat ovat seuraavat:

(1) Jos ryhmé Z(SL,(q)) on yksinkertainen, on tdssi vilissd vain yksi
kompositiotekija. Muussa tapauksessa kompositiotekijat ovat ryhméan
Z(SLy(q)) aliryhmien tekijiryhmis. Kompositiotekijat ovat syklisid,
silld ryhmé I on syklinen.

(2) Kompositiotekija on SLy(q)/Z(SLn(q)) = PSLy(q), kunhan PSL,(q)

on yksinkertainen.

(3) Jos ryhmé GLn(q)/SLn(q) = F, on yksinkertainen, on téssé vilissi
vain yksi kompositiotekija ;. Muussa tapauksessa kompositiotekijét

ovat ryhmén Fy aliryhmien tekijaryhmia ja siten syklisia.
Unitaarisen ryhmén kompositiojono on

1} < --- < {SU,(q):n skalaarit} < SU,(q) < --- <1 U,(q).
{1} 0 {SUn(q) } 3 (9) 5 (9)

Jonon kompositiotekijat ovat seuraavat:

(1) Josryhma {SUy(gq):n skalaarit} on yksinkertainen, on téssé vélissd vain
yksi kompositiotekijd. Muussa tapauksessa kompositiotekijat ovat ta-
man ryhmén aliryhmié. Ne ovat syklisi.

(2) Kompositiotekija on SU,(q)/{skalaarit} = PSU,(q), kunhan PSU,(q)
on yksinkertainen.

(3) Jos ryhmé U, (q)/SUp(q) = Ker(N) on yksinkertainen, on téssé vélissé
vain yksi kompositiotekija F,. Muussa tapauksessa kompositiotekijét
ovat ryhmén Ker(N) aliryhmien tekijaryhmid. Ne ovat syklisii.

Jos PSpy(q) on yksinkertainen, niin symplektisen ryhmén kompositiojo-
noksi saadaan

1} < {1,-1 < Spylq),
{1} Cz{ }Pspn(q) P (q)

missd kompositiotekijat on merkitty kolmioiden alle.
Jos ¢ on pariton, niin ortogonaalisen ryhmin kompositiojono on

1 1,-11nNQ, < Q, < SO, < Oy(q),
{ }mfi'@{ ,—1} (9) o (a) | < o (9) 3 (9)
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kunhan vain PQ,(q) on yksinkertainen.
Jos g ja n ovat parillisia, niin ortogonaalisen ryhmén kompositiojono on

{1} Q:(]q) Qn(q) §2 On(q),

kunhan vain Q,(¢g) on yksinkertainen.

8.4 Adsrellisten yksinkertaisten ryhmien historia

Adrellisten yksinkertaisten ryhmien historia ulottuu ainakin 1830-luvulle as-
ti. Niihin aikoihin ranskalainen matemaatikko Evariste Galois selvitti ryh-
mien merkityksen polynomiyhtdléiden ratkaisemisessa ja loi pohjan ryhmé-
teorialle. Galois ymmérsi, ettd yksinkertaiset ryhmét ovat térkeitd, ja tiesi
alternoivan ryhmén A, olevan yksinkertainen, kun n > 5. Lisdksi Galois
konstruoi ainakin ryhmét PSLo(p), missi p on alkuluku.

Muutamia kymmenid vuosia myShemmin 1870-luvulla Galoisin maan-
mies Camille Jordan 16ysi loputkin lineaarisista yksinkertaisista ryhmisté
PSL,(q). Hin my6s kehitti menetelmié, joita voitiin mythemmin kiytt&s
adrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelussa. Samohin aikoihin Emile
Mathieu konstruoi viisi sporadista ryhmaéé, joita kutsutaan Mathieun ryh-
miksi. (Mathieukin oli ranskalainen.)

1900-luvulla klassisten ryhmien teoria péési toden teolla vauhtiin. Sak-
salainen matemaatikko Wilhelm Killing oli luokitellut yksinkertaiset Lien
algebrat, ja kéivi ilmi, ettd niihin liittyvat niin kutsutut Lie-tyypin ryhmét
ovat yksinkertaisia. (Klassiset ryhmét kuuluvat néihin.) Téssé tyossd merkit-
tévé osuus oli ranskalaisella Claude Chevalleylla, joka kehitti systemaattisen
menetelmén Lie-tyypin ryhmien konstruoimiseksi.

1960-luvulla kaikki Lie-tyypin ryhmat oli 16ydetty ja matemaatikot alkoi-
vat olla sitd mieltd, ettd dérellisid yksinkertaisia ryhmié ei enéé olisi enem-
péaa. Luokittelulauseelle ryhdyttiin toiveikkaina kokoamaan todistusta, mut-
ta pian huomattiin, ettei se ollutkaan aivan helppoa. Vuonna 1964 ryhméteo-
reetikkoja jarkytti kroatialaisen Zvonimir Jankon 16ydos: uusi yksinkertai-
nen sporadinen ryhmé. Tutkijoille alkoi valjeta, ettéd tehtdvé saattaisi hyvin
vaikea. Ehkdpa ddrellisid yksinkertaisia ryhmia olikin j&jelld vield sadoittain?

Seuraavalla vuosikymmenelld 16ytyivat loputkin 20 sporadista ryhmaé,
mutta sen jalkeen alkoi ndyttdd siltéd, ettd adrellisid yksinkertaisia ryhmis
ei endd l0ytyisi enempdd. 1980-luvulla alettiin uskoa, ettd luokittelulause
todistuksineen olisi viimeinkin valmis.

Adrellisid yksinkertaisia ryhmié ei tdhén péiviin mennessd ole 16ytynyt
lisdé. Luokittelulauseen todistus koostuu useiden eri ihmisten kokoamista pa-
lasista, ja sitd on jouduttu moneen otteeseen korjaamaan ja paikkailemaan.
Tuhansia sivuja pitké todistus koostuu sadoista artikkeleista, ja tuskinpa ku-
kaan pystyy sitd kokonaisuudessaan ymmartdmaan. Tama onkin herdttanyt
kritiikkid, eivitka kaikki ole aina olleet sitd mieltd, etté tulosta ylipddnsé voi
kutsua lauseeksi ja sen todistusta todistukseksi. Todistuksen eri osaset on
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kuitenkin tarkastettu moneen otteeseen ja eri ihmiset ovat saaneet eri me-
netelmilld samoja tuloksia, joten vain harva endd nykyddn epdilee lauseen
todistuksessa olevan vakavia virheita.

Luokittelulause on erds ryhméteorian huikeimmista saavutuksista. Jo pi-
tuudeltaankin sen todistus on omaa luokkaansa. Gorenstein, Lyons ja Solo-
mon aloittivat kokoamaan todistusta yksiin kansiin, ja siitd on muodostu-
massa yksitoistaosainen kirjasarja, josta tdhén mennessé on ilmestynyt kuusi
osaa. Luokittelulauseen todistusta pyritdan edelleen kehittdméaén ja yksin-
kertaistamaan, ja téllakin hetkelld monet ryhméteoreetikot tyoskentelevit
sen parissa.

Lahde: R. A. Wilson: Finite Simple Groups

56



9 Lien teoria

9.1 Tausta

Norjalaisella matemaatikolla Sophus Marius Lielld (1842-1899) oli unelma.
Han oli kuullut Evariste Galois’n teoriasta, jossa tdma liitti kuhunkin po-
lynomiyht&loén tietyn symmetriaryhmén, joka permutoi yhtdlon ratkaisuja
pitden kerroinkunnan paikallaan. Galois oli onnistunut tdmé#n symmetria-
ryhmén avulla méérittdmadn tarkat ehdot sille, milloin polynomiyhtilé voi-
daan ratkaista analyyttisesti, ja tatd keksint6d pidetdan ryhmaéteorian ja mo-
dernin algebran alkuna. Ottaen mallia Galois'n teoriasta, Lie halusi 16ytéa
differentiaaliyhtéloihin liittyvét symmetriaryhmaét, jotka auttaisivat yhtalon
ratkaisujen 16ytédmisessé.

Lien oivallus, jonka hin mainitsi 1871 viitoskirjassaan “Uber eine Classe
geometrischer Transformationen”, perustui hénen aikaisempiin differentiaa-
ligeometrian tutkimuksiinsa. Hin huomasi, ettd reaaliluvuilla parametrisoi-
tu muunnosryhmi séilyttdéd differentiaaliyhtdlon muodon vain jos ryhmén
tangenttiavaruudella on tietty rakenne. Lien pyrkimys oli luokitella kaikki
tdllaiset tangenttiavaruudet, ja kayttda sitten tatd luokittelua differentiaa-
liyhtaloiden ratkaisemiseksi.

Vaikka Lien tavoite ei koskaan tdysin toteutunut, Lie tuli kehittaneeksi
“jatkuviksi” kutsumiensa ryhmien teorian, joka on vieldkin pafasiallinen tyo-
kalu ndiden ryhmien tutkimisessa. Hinen mukaansa néité ryhmia kutsutaan
nykyisin Lien ryhmiksi.

9.2 Differentiaaligeometriaa

Lien ryhmien mééarittelemiseksi tarvitsemme derivoituvia monistoja. Em-
me madrittele tdssd téllaisia monistoja tasmaéllisesti; riittda ajatella, ettd
n-ulotteinen monisto on topologinen avaruus®, jonka jokaisella pisteelld on
avaruutta R" muistuttava ympéristé (homeomorfinen sen kanssa). Téllaista
ympéaristod kutsutaan kartaksi, ja sille saadaan koordinaatisto avaruudesta
R™. Koko monisto voidaan peittdd kartoilla, jotka menevit osaksi limittéin.
Derivoituvuus tarkoittaa téssé yhteydessd sitéd, ettd koordinaatistonmuun-
nos kahden limittdin meneviin kartanosan vilills on derivoituva*. Jos M on
derivoituva monisto, niin kuvausten f: M - R, g: M - M jav:R—> M
derivaatat pisteessd x voidaan médritella jokin sopivan z:n sisdltdvén kartan
koordinaatiston avulla.

Maiéritelma 9.1. Lien ryhmd on derivoituva monisto M, joka on samalla
ryhmé jonkin laskutoimituksen suhteen, ja jonka kuvaukset p : (z,y) — zy
ja ¢ :x — 7! ovat derivoituvia.

30ikeastaan Hausdorff-avaruus, jolla on numeroituva kanta.
“Lien ryhmien yhteydessi derivoituvalla kuvauksella tarkoitetaan reaalianalyyttists ku-
vausta eli kuvausta, jolla on kaikkien kertalukujen derivaatat.
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Kuva 8: Kaksiulotteinen monisto, jolla kaksi karttaa

Esimerkki 9.2. Tarkastellaan tason yksikkdympyrdd S. Jokaisella yksik-
kéympyran pisteelld on ympéristd, joka on homeomorfinen lukusuoran R
kanssa. Ympyrad voidaan peittdd kahdella kartalla esimerkiksi seuraavasti:
Kuvaus hy : (0,27) — S, hi(t) = (cost,sint) peittdd koko ympyréan pis-
tettd (1,0) lukuunottamatta. Vastaavasti kuvaus hg : (0,27) — S, ho(t) =
(cos(t — m),sin(t — 7)) peittdd ympyran pistettd (—1,0) lukuunottamatta.
Alueella, jossa kartat menevit limittdin, koordinaatistonmuunnos kahden
kartan valilld tapahtuu kuvauksella ¢t +— ¢t — &, joka on selvisti derivoitu-
va.?

Tason kierrot voidaan parametrisoida reaaliparametrilla ¢, joka kertoo
kiertokulman origon ympéri. Jokaista kulmaa vélilld [0, 27) vastaa oma kier-
tonsa. Kiertoryhméd SO(2) voidaan samastaa yksikkdympyran kanssa siten,
ettd jokainen ympyrén piste vastaa kiertoa sen kulman ympéri, jonka piste
muodostaa positiivisen x-akselin kanssa. Téllaisen kierron matriisi on

R — |cos¢ —singp
¥ lsinp cosyp |’

Télla tavoin ryhmaélle SO(2) saadaan yksikkGympyraltd topologia ja derivoi-
tuvan moniston rakenne.

Tarkistetaan, ettd alkion kddntdminen on monistolla derivoituva kuvaus.
Olkoon R, jokin kierto, jolla ¢ # 0. Tété kiertoa vastaa ympyrilld piste
(cos p,sing), joka on kuvauksen h; méarittdmalld kartalla. T&lla kartalla
kierron koordinaatti on ¢. Kierron kdénteisalkio R, on samalla kartalla kuin
kierto itse, ja sen koordinaatti on —¢. Siispd koordinaatistossa (avoimella
valilla (0,27)) alkion R, ké&ntdvd kuvaus on ¢ — —¢, joka on selvisti
derivoituva.

Jos taas ¢ # m, niin kiertoa vastaava piste on kuvauksen ho mééritta-
maélld kartalla, ja sen koordinaatti on ¢ + m. Kierron kiénteisalkio on jalleen
samalla kartalla, koordinaattinaan —p + 7. Alkion kddntdminen on siis myos
tassa koordinaatistossa derivoituva kuvaus ¢ — —. Vastaavasti voidaan

"Tissi kiiytettiin karttoina avoimen vilin kuvia koko lukusuoran R sijasta. Tilli ei ole
kuitenkaan merkitysté, koska koko lukusuora voidaan kuvata avoimelle vélille sopivalla
derivoituvalla bijektiolla.
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Kuva 9: YksikkGympyra voidaan peittdéd kahdella avoimella vililla. Kierrot
vastaavat ympyran pisteité.

tarkistaa, ettd alkioiden tulo on derivoituva kuvaus, joten SO(2) on Lien
ryhma.

Lien aliryhmda H on Lien ryhmén G aliryhm4, joka on samalla moniston
G alimonisto. Niin kutsutun Cartanin lauseen mukaan jokainen G:n (topo-
logisesti) suljettu aliryhmé on Lien ryhma.

Kompleksiset monistot méaaritellisan tdsméalleen samalla tavalla kuin re-
aaliset: jokaisella pisteelld téytyy olla ymparistd, joka on homeomorfinen
avaruuden C" kanssa. Derivoituvuus tarkoittaa téallin kompleksista derivoi-
tuvuutta. My6s Lien ryhmét voivat olla kompleksisia monistoja, mutta ellei
toisin sanota, pitdydymme jatkossa reaalisissa monistoissa.

9.3 Tangenttivektorit ja kommutaattorit

Olkoon z jokin piste m-ulotteisella derivoituvalla monistolla M. Pisteen z
kautta kulkevalla derivoituvalla kayrdlla tarkoitetaan derivoituvaa kuvausta
v : R — M, jolla pitee v(0) = z. Kéyran ~ derivaatta pisteessi = kertoo
polun suunnan pisteessd x ja sitd kutsutaan tangenttivektoriksi pisteessd x.
Jos tarkastellaan kaikkia pisteen z kautta kulkevia kéyrid ja samastetaan
samansuuntaiset keskendén, muodostuu tangenttivektoreista vektoriavaruus,
jota kutsutaan tangenttiavaruudeksi pisteessd x.

Olkoon M Lien ryhmé, ja olkoon < neutraalialkion 1 kautta kulkeva
kéyrd. Differentiaalilaskennasta tiedetddn, ettd kun h € R on riittdvan pieni,
voidaan arvioida

v(h) = 7(0) ++'(0)h = 1 +~'(0)h.

Termié +'(0)h voidaan pitdd ryhmén M infinitesimaalisena alkiona.
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Kuva 10: Polun v tangenttivektori pisteessd x sekéd tangenttitaso pisteessa
Y.

Jos M on Lien ryhm4, pisteessé g € M voidaan maééritelld tangenttita-
so kahdella tavalla: joko méaaritellaan tangenttitaso suoraan pisteen g kaut-
ta kulkevien kdyrien avulla, tai sitten siirretddn kuvauksen h — gh avulla
neutraalialkio 1 pisteeseen g, ja kiytetddn neutraalialkion kohdalla méaéritel-
tyd tangenttitasoa. Osoittautuu, ettd nimé tuottavat saman tuloksen. Sa-
notaan, ettd moniston M tangenttivektorien muodostama vektorikentt#8 on
invariantti vasemmalta kertomisen suhteen.

Térked tangenttivektorien vélinen operaatio on kommutaattori [z, y], jota
kutsutaan my6s Lien derivaataksi. Sen tdsméillinen médritelma sivuutetaan,
mutta se kuvaa tangenttivektorin y hetkellistd muutosnopeutta, kun sité siir-
retddn tangenttivektorin  suunnassa. Kommutaattorilla on ldheinen yhteys
ryhmén M konjugointiin. Liséksi vektorien [z,y] muodostama vektorikentta
on invariantti vasemmalta kertomisen suhteen, aivan kuten tangenttivekto-
rien muodostamat kentét, joten kommutaattorivektoreita voidaan siirrelld
vapaasti pitkin monistoa ryhmén alkioilla kertomalla.

9.4 Lien matriisiryhmét

Monet Lien ryhmisté ovat itse asiassa lineaarikuvausten ryhmié, joten niiden
alkioita voidaan ajatella matriiseina. Tarkastellaan helpoimpana esimerkkin,
kaikkien kddntyvien matriisien ryhméé G Ly (R). Matriisia X = [z;;] voidaan
ajatella avaruuden R* vektorina (211,212, - -+, Tpp). Kééntyvit eli ehdon
det(X) # 0 toteuttavat matriisit muodostavat télléin koko avaruuden avoi-
men osajoukon, joka on n2-ulotteinen derivoituva monisto (kartat saadaan
suoraan ympéroivastd avaruudesta R"z). Yksikkomatriisin kautta kulkeva
kdyrd on muotoa I'(t) = [y;(t)], ja tangenttivektori pisteessd I, on vas-
taavasti I (0) = [v;;(0)]. Osoittautuu, ettd koska G'L,(R) on avaruuden R
avoin osajoukko, voidaan missé tahansa pisteessé méaritelld kaikensuuntaisia
kéiyrid, joten luvuilla v/;(0) ei ole mitdén ulkoisia rajoitteita. Néin ollen pis-
teeseen x liitettdva tangenttiavaruus on itse asiassa kaikkien n X n-matriisien
muodostama avaruus L, (R).

5Vektorikenttd on kuvaus, joka liitt#s moniston jokaiseen pisteeseen tietyn vektorin.
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Cartanin lauseen avulla voidaan osoittaa, ettd kaikki klassiset ryhmit
ovat Lien ryhmii. Tarkastellaan esimerkiksi R":n tavallisten kiertojen muo-
dostamaa erityistd ortogonaalista ryhm&d SO(n) = SO,(R). Tangentti-
vektorit voidaan laskea seuraavasti: Olkoon I'(t) = [vj;(t)] jokin yksik-
komatriisi kautta kulkeva kdyrd. Ortogonaalisuuden méiritelmén mukaan
T(t)"T(t) = I, eli

(F( t)TI(t) ) Z’Ykz Yij(t) = 84,

missd 0;; = 1 jos 4 = j, muuten §;; = 0. Derivoimalla yht&lé puolittain
pisteessd ¢ = 0 saadaan

n

> (72i(0)7£5(0) + i (0)7k;(0)) = ¥j3(0) + 7;(0) = 0, (9-3)
k=1

silla y(0) = I, (joten y,%(0) = 0 jos j # k) ja D(I,) = 0 (vakion derivaatta).
Yhtalostd (9.3) ndhdédén, ettd ortogonaalisen ryhmén tangenttitaso pisteessi
I, koostuu antisymmetrisistd matriiseista.

Y114 olevassa esimerkissé ei itse asiassa kiytetty determinanttiehtoa lain-
kaan. Voidaankin osoittaa, ettd ryhmilla O, (R) ja SO,(R) on samat tan-
genttiavaruudet. Erona néiden Lien ryhmien vililld on se, ettd SO, (R) on
monistona yhtendinen, kun taas O, (R) koostuu kahdesta erillisestd kompo-
nentista, joista toisella det g = 1, toisella det g = —1.

Kommutaattoreille saadaan matriisiryhmien tapauksessa yksinkertainen
yhtéls: jos X,Y € L, (R) ovat tangenttivektoreita, niin

[X,Y]=XY - YX.

Téamaéan yhtalon avulla on helppo johtaa kommutaattoreiden ominaisuuksia,
kuten [X, X] =0 ja [X,Y] = —[Y, X].

9.5 Eksponenttikuvaus ja yksiparametriset aliryhmit

Matriiseilla voidaan maaritelld eksponenttikuvaus sarjakehitelmén avulla:

2 3
expA=¢ed =1, +A+A—+%+

Voidaan osoittaa, ettd tdméin sarjan osasummilla on raja-arvo, joten eks-
ponenttikuvaus on hyvin méiritelty. Ei vaadi paljon vaivaa tarkistaa, ettd
exp(0) = I, ja (exp A) ! = exp(—A). Kuitenkin exp(A+ B) = exp A-exp B
pétee vain, jos AB = BA.

Eksponenttikuvauksen avulla voidaan maéaritelld halutunsuuntaisia kéy-
rid, jotka ovat samalla Lien ryhmén aliryhmi&. Téllaista kdyrdd sanotaan
yksiparametriseksi aliryhméksi. Jos G on Lien matriisiryhmé ja A on jokin
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tangenttivektori pisteessi I, niin kiyralle y(t) = exp(tA) pitee v(0) = I,,,
ja joukko {v(¢)} on G aliryhm4. Lisdksi

7'(0) = Aexp(0- A) = 4,

joten A on kiyrén y(t) tangenttivektori. Voidaan myds osoittaa, ettd muita
yksiparametrisid aliryhmié, joilla olisi sama ominaisuus, ei ole.

Yksiparametrisia aliryhmié voidaan kiyttda muodostamaan Lien ryhmén
alkioita annetuista tangenttivektoreista. Jos Lien ryhm& G on yhtendinen,
niin jokainen sen alkio on muotoa exp(zy) - - - exp(x,), missi z1,...,x, ovat
tangenttiavaruuden vektoreita neutraalialkion kohdalla.

9.6 Lien algebrat

Lien ryhmien ominaisuuksia voidaan hyvin pitkélle selvittda neutraalialkion
kohdalla maariteltyjen tangenttivektorien avulla. Nam& muodostavat struk-
tuurin, jota kutsutaan Lien algebraksi. Saksalainen matemaatikko Wilhelm
Killing (1847-1923) oli Liesté riippumatta keksinyt Lien algebran kisitteen,
ja onnistui myohemmin luokittelemaan kaikki niin sanotut yksinkertaiset
Lien algebrat. Killingin sekavan esityksen siisti vditoskirjassaan ranskalai-
nen Elie Cartan (1869-1951), joka oli itse Lien oppilas.

Maisdritelma 9.4. Olkoon g vektoriavaruus, jossa on méadritelty laskutoi-
mitus (z,y) + [z,y], nimeltddn Lien tulo. Oletetaan lisdksi, ettd kaikilla
vektoreilla x,y, z ja skalaareilla A patevit seuraavat ehdot:

T+ 2,y = [z,y] +[z,9] ja [Az,y] = Az, y] (L1)
T,y + 2] = [z,y] +[z,2] ja [z, y] = A[z,y] (L2)
z,2] =0 (L3)
z, [y, 2]] + [y, [2, 2] + [, [z,9]] = 0. (L4)

[
[
[
[

Talloin avaruutta g kutsutaan Lien algebraksi.

Ehdot (L1) ja (L2) méaérittelevét bilineaarisuuden ja ehto (L3) alternoi-
vuuden. Ehtoa (L4) kutsutaan Jacobin identiteetiksi. Esimerkki reaaliker-
toimisesta Lien algebrasta on Rs, jossa laskutoimituksena on ristitulo eli
[z,y] =z x y.

Lien algebraa sanotaan yksinkertaiseksi, jos silld ei ole tiettyjé epétrivi-
aaleja alistruktuureja, joita kutsutaan ideaaleiksi (sama kuin renkaan ide-
aali). Killing ja Cartan selvittivit, ettd yksinkertaiset kompleksikertoimiset
Lien algebrat koostuvat alialgebrasta b, jota kutsutaan Cartanin alialgebrak-
si, sekd joukosta yksiulotteisia alialgebroja, joita kutsutaan juurialgebroiksi.
Kun juurialgebrojen alkioita kerrotaan Cartanin alialgebran alkioilla, ne py-
syvat edelleen samassa juurialgebrassa. Télla tavoin voidaan jokaiselle juu-
rialgebralle [; méaritelld kuvaus r; : h — C, jolle pétee

[h,z] = ri(h)z, kun z € ;.
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Y114 méaariteltyja kuvauksia r; sanotaan juuriksi, ja ne muodostavat niin
kutsutun juurijdrjestelmdn. Juurten viliset kulmat voidaan m#arittda ne-
gatiivisesti definiitin Killingin muodon avulla. Yksinkertaisen Lien algebran
juuret voivat olla neljassa eri kulmassa toisiinsa ndhden, ja kaikki mahdolliset
juurijarjestelmét voidaan listata seuraavien Dynkinin diagrammien muodos-
sa.

A o0—O0—0—0— - —0—oO
B, o0—0—0—0——0=>=0
C. 0—0—0—0—:—0=X=0
D, o—o0—o0—o0— - —o<z
E, 0—o0 i 0—oO0

E, o—o i 0—0—o0
E, o—o i 0—O0—0—o0

M
o)
o)

E

Kuva 11: Dynkinin diagrammit

Diagrammeja tulkitaan siten, ettd jokainen piste vastaa tiettyd perus-
juurta, joiden avulla kaikki muut juuret voidaan muodostaa. Jos kahden pe-
rusjuuren véalinen kulma on 90°, niin niiden vélille ei piirretd viivaa. Yksi
viiva juurten vililla tarkoittaa 120 asteen kulmaa, kaksi viivaa 135:t4 astetta
ja kolme viivaa 150:t& astetta. Nuolen suunta osoittaa pidemméstd juuresta
lyhyempaéén, jos pituuksissa on eroa.

Juurijéarjestelmid A,, B,, C, ja D, vastaavia Lien algebroja kutsutaan
klassisiksi, muita poikkeuksellisiksi. Klassiset jarjestelmét vastaavat klassis-
ten Lien ryhmien tangenttiavaruuksia seuraavasti:

Diagrammi | Lien ryhmét
A, SL,+1(C) ja SUp1(0)
B, O2r41(C) ja SO241(C)
Cr Spar(C)
Dr 027“ ((C) ja 5021" ((C)

Kaikki ryhmét on méaritelty kompleksikertoimisissa avaruuksissa. Reaa-
likertoimisten ryhmien tangenttiavaruudet ovat reaalikertoimisia Lien alge-
broja, joiden kerroinkunta voidaan laajentaa kompleksifioimalla, minka jal-
keen ne voidaan sovittaa samoihin diagrammeihin. Erityiset unitaariset ryh-
mét ovat Lien ryhmind reaalimonistoja(!), ja niiden Lien algebrat vastaavat

tyyppid A,.
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9.7 Adrelliset kerroinkunnat

Ranskalainen matemaatikko Claude Chevalley (1909-1984) 16ysi tavan yleis-
t&4 Lien algebrat darellisiin kerroinkuntiin niin, ettd Cartanin alialgebrat ja
juurijarjestelmét sailyvat. Chevalley pystyi systemaattisesti konstruoimaan
niin sanotut Lie-tyypin ryhmdat, jotka koostuvat darellisten Lien algebrojen
automorfismeista. Lie-tyypin ryhmét jakautuvat klassisiin ja poikkeukselli-
siin vastaavan Lien algebran juurijarjestelmidn mukaan, ja ne muodostavat
suuren osan ddrellisistd yksinkertaisista ryhmista.

My6hemmin on yksinkertaisia Lie-tyypin ryhmié 16ydetty lisdd, kun huo-
mattiin, ettd Dynkinin diagrammien automorfismeista saadaan aliryhmié jo
tunnetuille Lie-tyypin ryhmille.

9.8 Loppusanat

Sophus Lie ei saanut kehitettyd Galois’n teorian veroista tyokalua differenti-
aaliyhtéldiden tutkimiseen, mutta hinen panoksensa ryhméteoriassa hakee
silti vertaistaan. Myohemmin Lien ryhmét ovat tulleet korvaamattomiksi
esimerkiksi kvanttimekaniikan kuvailussa, ja Lien keksimét menetelmét ovat
néiden ryhmien analysoimisessa vélttdmattomia.

Lien terveys alkoi heiketd vuoden 1889 tienoilla. Haneltd diagnosoitiin
pernisitosi anemia, jossa elimisto ei kykene absorboimaan B12-vitamiinia.
Lien viimeiset elinvuodet olivat taudin vuoksi vaikeita, silld hoitokeinoa ei
ollut vield 16ydetty. Edes lukuisat palkinnot ja huomionosoitukset eivit pys-
tyneet ilahduttamaan hanté. Lie kuoli tautiin 56-vuotiaana, jattden jalkeenss
paljon julkaisematonta materiaalia.
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