1 Johdanto

Klassisiksi ryhmiksi nimitetdén erditd matriisiryhmié, joihin torma& monissa
eri tilanteissa matematiikassa ja fysiikassa. Koska klassiset ryhmét koostu-
vat lineaarikuvauksista, aloitetaan kurssi lineaarialgebran kertauksella. Sen
jalkeen esitellddn yleinen lineaarinen ryhmaé, jonka alkioina ovat vektoriava-
ruuden kddntyvat lineaarikuvaukset.

Kaikki muut klassiset ryhmaét ovat yleisen lineaarisen ryhmén aliryhmié,
jotka sdilyttdvat jonkin halutun geometrisen rakenteen eli muodon: esimer-
kiksi ortogonaaliset muunnokset sdilyttdvit vektoreiden viliset kulmat ja
niiden pituudet. Lineaarisen ryhmin jilkeen kisitellddn siis erilaisia muoto-
ja ja tdman jilkeen médritellddn loput klassiset ryhmiét eli ortogonaaliset,
unitaariset ja symplektiset ryhmaét.

Jokaiselle klassiselle ryhmaélle voidaan méaéritelld tietyn kaavan mukaan
aliryhmié ja tekijaryhmid. My6s ndiden ryhmien nimet méirdytyvat aina
samalla tavalla. Esimerkiksi yleisen lineaarisella ryhmélla on aliryhméné eri-
tyinen lineaarinen ryhmi ja tekijiryhméné projektiivinen lineaarinen ryhmaé.
Erityisella lineaarisella ryhmélla on edelleen tekijaryhméani erityinen projek-
tiivinen ryhmaé.

Allaolevassa taulukossa on lueteltu klassisten ryhmien tyypit mainittuine
ali- ja tekijaryhmineen. Ryhmien nimissé symboli V viittaa vektoriavaruu-
teen, jonka muunnoksista on kyse. Jokaista tyyppié kohti on olemassa déaret-
tomén monta ryhmaéé, silld joitakin isomorfismeja lukuunottamatta jokaista
vektoriavaruutta vastaa eri ryhma.

Ryhmé | Muoto Erityinen | Projektiivinen | Erityinen
projektiivinen
GL(V) | (triviaali) SL(V) PGL(V) PSL(V)
o) symmetrinen | SO(V) PO(V) PSO(V)
U(V) | hermiittinen | SU(V) PU(V) PSU(V)
Sp(V) | alternoiva Sp(V) PSp(V) PSp(V)

Kurssin lopuksi késitellddn hieman Lien teoriaa sekéd ddrellisid yksinker-
taisia ryhmi&. Ndmé kaksi aihetta liittyvét ldheisesti klassisiin ryhmiin ja
toivon mukaan antavat viitteitd siitd, miksi klassiset ryhmait ovat tarkeita.

2 Kertausta: Kuntia, lineaarialgebraa ja ryhmaéateo-
riaa
2.1 Kunnat

Téssd luvussa kerrataan kuntien teoriaa ja esitellddn joitakin mahdollisesti
uusid kasitteita.

Miéritelma 2.1. Kunnaksi kutsutaan kolmikkoa (K, +,-), missi K on
joukko ja + ja - sen laskutoimituksia, jotka toteuttavat seuraavat ehdot:



(K1) (K,+) ja (K \ {0},:) ovat vaihdannaisia ryhmii
(K2) (a+b)-c=a-c+b-ckaikilla a,b,c € K (osittelulaki).

Ryhmén (K, +) neutraalialkiota merkitddn 0 ja ryhméan (K \ {0},-) neut-
raalialkiota 1. Oletamme aina, ettd 0 # 1.

Usein kuntaan (K, +,-) viitatessa mainitaan vain joukko K. Joukkoa
K \ {0} merkitaan tdssa tekstissd K*.

Maiidritelmi 2.2. Kunnan karakteristika on pienin luonnonllinen luku n,
jolle patee 1 4+ --- 4+ 1 = 0. Jos téllaista lukua ei ole olemassa, niin sanotaan,
—_——

n
ettd karakteristika on nolla.

Voidaan osoittaa, ettd kunnan karakteristika on aina joko nolla tai alku-
luku.

Kuntaa kutsutaan darelliseksi, jos joukossa K on direllisen monta alkiota,
muussa tapauksessa ddrettomaksi. Kunnat, joiden karakteristika on 0, ovat
adrettOmia.

Lause 2.3. Jos kunta K on ddrellinen, niin ryhmda K* on syklinen.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O

Seuraava lause osoittaa, etté direlliset kunnat tunnetaan hyvin.

Lause 2.4. Jos ddrellisen kunnan K karakteristika on alkuluku p, niin K:n
kertaluku on p™ jollakin n € N. Jokaista alkulukupotenssia p™ kohti on ole-
massa kunta, jonka kertaluku on p™. Samaa kertalukua olevat ddrelliset kun-
nat ovat isomorfisia.

Todistus. Todistus sivuutetaan. O

Télla kurssilla dérellistd kuntaa, jonka kertaluku on ¢, merkitdan [F,.

Masdritelma 2.5. Kunta K on algebrallisesti suljettu, jos jokaisella K-ker-
toimisella yhden muuttujan polynomilla on nollakohta K:ssa.

Esimerkki 2.6.

1. Kunnat QQ ja R ovat ddrettomis ja niiden karakteristika on nolla. Ne
eiviit ole algebrallisesti suljettuja, koska esim. polynomilla 2% + 1 ei ole
nollakohtia kummassakaan. Kunnissa QQ ja R voidaan toisaalta m#&ri-
telld jarjestysrelaatio <.

2. Kunta C on #éret6n ja sen karakteristika on nolla. Siiné ei voida m&a-
ritelld luonnollista jérjestysrelaatiota (so. laskutoimitusten kanssa yh-
teensopivaa taytta jirjestysta).

3. Jos p on alkuluku, niin Z, = Z/pZ on &irellinen kunta. Sen karakte-
ristika on p. Se ei ole algebrallisesti suljettu eiké jarjestetty.



2.2 Vektoriavaruudet

Seuraavissa luvuissa kerrataan kurssin kannalta oleelliset lineaarialgebran
késitteet. Niiden pitéisi olla tuttuja kursseilta Lineaarialgebra ja matriisi-
laskenta I ja II. Ainona erona on, etté téssd luentomateriaalissa vektoriava-
ruudet madritellddin mielivaltaisen kunnan eikd vain reaalilukujen yli. Suurin
osa tuloksista ja todistuksista pysyy kuitenkin samoina.

Maiidritelma 2.7. Olkoon K kunta. Joukko V' on K-kertoiminen vektoria-
varuus, jos kaikkiin u,v € V ja a € K on liitetty yksikésitteinen summa
u+ v € V ja skalaarikertolasku av € V siten, ettd seuraavat ominaisuudet
ovat voimassa:

V1) (V,+) on vaihdannainen ryhmé

V2) a(u+v) =au+ av kaikilla o € K jau,v €V

V4) (af)v = a(fv) kaikilla o, € K jav eV

V5

(V1)
(V2)
(V3) (a+ B)v = av + Bv kaikilla o, € K jav eV
(V4)
(V5) 1v = v kaikillav € V.

Vektoriavaruuden alkioita kutsutaan vektoreiksi ja kunnan K alkioita
skalaareiksi. Téssd luentomateriaalissa skalaareita merkitd&n usein kreikka-
laisilla kirjaimilla.

Seuraavissa madritelmissd V on jokin K-kertoiminen vektoriavaruus.

Miiritelmi 2.8. Joukko U C V on V:n aliavaruus, jos (U,+) on (V,+)mn
aliryhma ja U on suljettu skalaarikertolaskun suhteen.

Maiidritelma 2.9. Vektoreiden vy, v, --- € V virittdmd aliavaruus on joukko

(vi,v9...) ={a1v1 +-- + oy | o € K,t € N}

Sen alkioita kutsutaan vektoreiden wvq,...,vs lineaarikombinaatioiksi. Ky-
seessd on pienin aliavaruus, joka sisaltdd vektorit vy, ..., vg.

Madritelma 2.10. Vektorit vy, vo, ... ovat lineaarisest: ritppumattomia, jos
yht&lo

T1V1,...cpvy =0, missd z; € K jat € Z,
toteutuu vain, kun z; = -+ =z, = 0.

Vektorijonoa (vi,ve,...) kutsutaan avaruuden V kannaksi, jos se on li-
neaarisesti riippumaton ja virittdd V:n. Luku n on avaruuden V dimensio.
Kaytannossé tdmaé tarkoittaa sitd, ettéd jokainen avaruuden V vektori voidaan
kirjoittaa kantavektorien lineaarikombinaationa tédsmélleen yhdelld tavalla.

Talld kurssilla késitellddn vain dérellisulotteisia vektoriavaruuksia eli ava-
ruuksia, joiden dimensio on &érellinen.



Olkoon (v1,...,v,) K-kertoimisen vektoriavaruuden V kanta. Nyt jokai-
nen V:m vektori v voidaan kirjoittaa muodossa Y ., a;v;, missi a; € K.
Vektorin v ilmaisemiseen riitt&a siis tietdd kertoimien a; arvo, ja siten kaikki
oleellinen tieto v:std voidaan tiivistdéd sarakevektoriin
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Vektoriavaruus V voidaan nyt samastaa sarakeavaruuden K™ kanssa, jo-
ka koostuu kaikista n-ulotteisista K-kertoimisista sarakevektoreista. Jos x
on avaruuden K" vektori, sen i:nnelle komponentille kiytetddn standardi-
merkintdd x;. Tilan sddstdmiseksi sarakevektorit kirjoitetaan téssé luento-
materiaalissa useimmiten muodossa (z1,...,Zy).

Huomaa, ettd sarakevektorimerkintdd kiyttdessa on aina tiedettdvé, mi-
ké kanta on kyseessd. Jos asiasta voi syntyd epéselvyyttd, voidaan kanta
merkitd nékyviin. Jos vektori z halutaan kirjoittaa esimerkiksi kannassa
S = (vi,...,vp) jax =), x;v;, kiiytetddin merkintédd Zg = (21, 22,...,2n)-

Sarakevektoriesityksid voidaan vaihtaa kannasta toiseen kannanvaihto-
matriiseilla. Olkoot S = (v1,...,v,) ja T = (u1,...,u,) kaksi V:n kantaa.
Kannanvaihtomatriisi P kannasta S kantaan 7" on matriisi, jonka sarakkeina
ovat kannan S vektorit ilmaistuina sarakevektoreina kannassa T eli

P =[tnr ... Op7).
Nyt kannasta S kantaan T vaihetaan matriisilla P, eli
o = Pi}Sa

missd Or ja Ug ovat vektoria v vastaavat sarakevektorit kannoissa S ja 7.
Kannasta T kantaan S vaihdetaan puolestaan P:n kddnteismatriisilla.

Kannanvaihto saattaa kuulostaa hieman sotkuiselta, mutta tarkeintd on
muistaa, ettd se tehdddn kertomalla sarakevektoreita kannanvaihtomatriisil-
la. Kéytédnndssa voi yleensé helposti jarkeilld, millainen kannanvaihtomatrii-
sin on oltava.

Sarakevektoreiden sijasta voitaisiin yhtd hyvin kiyttda rivivektoreita.
Silloin matriisit olisi korvattava transpooseillaan. Téassé luentomateriaalis-
sa kaikki vektorit ovat kuitenkin sarakevektoreita.

2.3 Lineaarikuvaukset

Olkoot V ja U K-kertoimisia vektoriavaruuksia.
Maiidritelma 2.11. Kuvaus L : V — U on lineaarikuvaus, jos sille patee
L(v+u) = L(v) + L(u) (L1)
ja  L(av) = aL(v) (L2)
kaikilla u,v € V ja a € K.



Bijektiivisté lineaarikuvausta kutsutaan lineaariseksi isomorfismiksi. Jos
lisdksi kuvauksen 13ht6- ja kuvajoukko ovat samat, kutsutaan sitéd lineaari-
seksi automorfismiksi.

Jokaiseen lineaarikuvaukseen L vektoriavaruudelta V itselleen voidaan
liitt#s matriisi L, jonka sarakkeet ovat avaruuden kantavektorien arvot ku-
vauksessa L (kirjoitettuina sarakevektoreina samassa kannassa). Toisin sa-
noen, jos (v1,vs,...,v,) on avaruuden V kanta, niin

L~ [ T -+ ).

Nyt vektorin v E V arvo kuvauksessa L voidaan méarittdd matriisiker-
tolaskun avulla: L(v) = L#. Kuvausten yhdistéiminen vastaa matriisien ker-
tomista toisillaan, ja kéanteiskuvaukset kddnteismatriiseja. Vastaavasti jo-
kainen matriisi voidaan tulkita lineaarikuvaukseksi. Tarpeen vaatiessa kay-
tetty kanta voidaan jélleen merkitd ndkyviin matriisin alaindeksind samaan
tapaan kuin vektoreilla.

My®és lineaarikuvauksien tapauksessa kannanvaihto tehd&in kannanvaih-
tomatriiseilla. Olkoon L avaruuden V lineaarikuvaus ja S ja T kaksi V:n
kantaa. Olkoon P kannanvaihtomatriisi kannasta S kantaan 7. Nyt

ET = PIA/5P71,

missid Lr ja Lg ovat Lm matriisit kannoissa T ja S.

Jokainen n-ulotteinen vektoriavaruus V, jonka kerroinkunta on K, voi-
daan siis samastaa sarakeavaruuden K" kanssa, ja sen lineaarikuvaukset
n X n-matriisien kanssa. Téssd luentomateriaalissa lilkumme sulavasti ndiden
kasitteiden vililla puhuen toisinaan lineaarikuvauksista ja toisinaan matrii-
seista. Siksi merkinnén o sijasta kiiytetdan yleensé yksinkertaisuuden vuoksi
merkintdd v ja merkinnan L sijasta merkint&4 L. On kuitenkin tirkeds muis-
taa, ettd kannalla on vaikutusta siihen, mité vektoreita ja lineaarikuvauksia
tietyt sarakevektorit ja matriisit vastaavat.

2.4 DMatriisit ja determinantit

Matriisia A voidaan merkitd A = (a;;), missd a;; on rivin ¢ sarakkeessa j
oleva alkio. Yksikkomatriisiksi kutsutaan matriisia

10 ... 0
01 ... 0
In = 1. . .
0 0 ... 1
ja skalaarimatriisiksi matriisia
a 0 0
0 ... 0
aIn — . . . )
0 0 a



missd n on kunnan K dimensio, ja a € K.

Maiéritelma 2.12. Determinanttifunktio on kuvaus D : (K™)" — K, jolle

pétevat seuraavat ehdot kaikilla a1, as,...,a, € K™:
(D1) jokaisella i € {1,...n} ja kiinteilld a1,...,a;—1,@i+1,--.,0y kuvaus
a; — D(a1,...,a;,...,a,) on lineaarinen

(D2) jos a; = a;41 jollakin ¢ € {1,2,...,n — 1}, niin D(a,...,a,) =0

(D3) D(e1,...,en) = 1, missd ¢; = (0,...,1,...,0) (ykkonen ¢mnelld pai-
kalla).

Lause 2.13. Jokaisella n > 1 on olemassa tdsmdalleen yksi determinattifunk-
tioD: (K™)" — K.

Miésritelmé 2.14. Neliomatriisin A determinantti det(A) on D(ay,...,ay),
missé ay, . . ., a, ovat A:n sarakkeet ja D : (K™)" — K determinanttifunktio.

Olkoon A nxmn-matriisi. Sen determinatti det(A) toteuttaa muun muassa
seuraavat ehdot:

(i) det(A) = det(AT)
(ii) det(AB) = det(A) det(B)
(iii) det(A~!) = det(A)~?

Ehdoista ii) ja iii) seuraa, ettd matriisin A determinantin arvo on sa-
ma kuin sen konjugaatin P~!AP (P on miki tahansa kiifintyvi matriisi).
Determinantin arvo ei siis muutu kannanvaihdossa.

Ehdosta ii) seuraa, ettd determinanttikuvaus on ryhm#homomorfismi
kddntyvien matriisien ryhmaéltd ryhmaélle K*. Kéintyvien mariisien muo-
dostamaa ryhmaééa kisitellddn seuraavassa luvussa.

Matriisin A determinantin laskemisessa voi kdyttda seuraavaa kehitys-
kaavaa.

Lause 2.15. Olkoon j € {1,...,n}. Tdlldin

n

det(4) = " (—1)"ay; det(Ajj),
i=1
missd A;; on matriisi, joka on saatu A:sta poistamalla i:s rivi ja j:s sarake.

Kyseessd on kehitys sarakkeen j suhteen. Vastaavasti voidaan determinantti
kehittad minkd tahansa rivin i suhteen.

Apuna determinantin laskemisessa kannattaa kiyttdd apuna myos alla-
olevia determinantin ominaisuuksia.

(i) Jos matriisin A tiettyyn sarakkeeseen (tai riviin) lisdtédén jokin toinen
sarake (tai rivi) vakiolla kerrottuna, niin sen determinantti ei muutu.



(i) Jos matriisissa on kaksi samaa saraketta tai rivid tai jokin rivistd on
nolla, on matriisin determinantti nolla.

(iii) Matriisin sarakkeen tai rivin kertominen vakiolla vastaa determinantin
kertomista samalla vakiolla.

(iv) Matriisin kahden sarakkeen (tai rivin) vaihtaminen keskendin vastaa
determinantin kertomista luvulla —1.

(v) Kolmiomatriisin determinatti on sen diagonaalialkioiden tulo.

2.5 Hitunen ryhméteoriaa

Téassd luvussa esitellddn muutamia talld kurssilla tarvittavia ryhméteorian
tuloksia ja késitteitd. Lauseiden todistuksia ei esitetd, ja ne ovatkin hyvii
harjoitustehtévia. Todistukset 10ytyvit myos kaikista algebran perusoppikir-
joista.

Ryhmaén keskukseksi kutsutaan niiden alkioiden joukkoa, jotka kommu-
toivat kaikkien ryhmaén alkioiden kanssa.

Maisritelma 2.16. Ryhmin G keskus on joukko
Z(G)={z€ G| gz = zg}.
Lause 2.17. Ryhmdn G keskus Z(G) on G:n normaali aliryhmd.

Ryhmahomomorfismin ydin koostuu niistd alkioista, jotka kuvautuvat
neutraalialkiolle.

Maisritelma 2.18. Olkoon f ryhm&dhomomorfismi ryhmaéltsd G ryhmalle H.
Kuvauksen f ydin on

Ker(f)={g € G| f(g9) = 1}.

Ryhmien homomorfialause on hyodyllinen viline todistettaessa ryhmien
vilisid isomorfismeja.

Lause 2.19. Olkoon f ryhmdhomomorfismi ryhmdltdé G ryhmdlle H. Talloin
ryhmdt G/ Ker(f) ja Im(f) ovat isomorfisia.

Koska dérellisen kunnan kdantyvat alkiot muodostavat syklisen ryhmén,
tulee seuraava lause tarpeeseen.

Lause 2.20. Olkoon G syklinen ryhmd, jonka kertaluku on k. Olkoon H =
{g€G|g" =1}, missil € N. Tdllgin H on G:n aliryhmd, jonka kertaluku
on syt(k,1).



