3 Lineaariset ryhmat

3.1 Yleinen ja erityinen lineaarinen ryhmi

Seuraavaksi tutustumme klassista ryhmistd ensimmaéiseen, yleiseen lineaari-
seen ryhmédn. Téatd ryhmés Hermann Weyl on kutsunut nimelld “Her All-
embracing Majesty”.

Olkoon V' K-kertoiminen n-ulotteinen vektoriavaruus.

Miiritelma 3.1. Yleinen lineaarinen ryhmd G L(V') muodostuu avaruuden
V lineaarisista automorfismeista. Ryhmén laskutoimituksena on kuvausten
yhdistdminen, neutraalialkiona identtinen kuvaus ja ki#nteisalkioina kdan-
teiskuvaukset.

Kuten edellisesséd luvussa todettiin, lineaarikuvaukset voidaan samastaa
matriisien kanssa. Yhtd hyvin voidaan siis sanoa, ettd yleinen lineaarinen
ryhma koostuu kaéntyvisté n x n-matriiseista, joiden alkiot ovat kunnassa K.
Laskutoimituksena on matriisikertolasku. Tatd ryhm#s merkitdén G L, (K).
Jos kunta K on &érellinen, voidaan kirjoittaa GLy(g), missd ¢ on K:mn ker-
taluku.

Lineaarikuvausten ja matriisien valilld ei tehd4 talla kurssilla suurtakaan
eroa ja eri merkintojen valilld saatetaan siirtya siis melko huolettomasti.

Ne yleisen lineaarisen ryhmén alkiot, joiden determinantti on yksi, muo-
dostavat aliryhmaén, jota kutsutaan erityiseksi lineaariseksi ryhméksi.

Maiidritelma 3.2. Erityinen lineaarinen ryhmd on
SL(V)={g € G| det(g) = 1}.
Samaan tapaan kuin edelld, my6s erityiselle lineaariselle ryhmalle voidaan
kiyttad merkintoja SL,(K) tai SLy(q).
Lause 3.3. Ryhmd SL,(K) on GL,(K):n normaali aliryhma.

Todistus. Luvussa 2.4 todettiin, ettd determinanttikuvaus on homomorfismi
ryhméltd GL,(K) ryhmélle K*. Sen ydin on ryhmé SL,(K). Koska ydin on
aina normaali aliryhmé, on lause todistettu. O

Lause 3.4. Ryhmd GL,(K)/SL,(K) on isomorfinen ryhmdn K* kanssa.

Todistus. Todistuksessa kiytetddn ryhmien homomorfialausetta. Kuten edel-
14 todettiin, on determinanttikuvaus homomorfismi ryhméltd GL,,(K) ryh-
mélle K*. Se on surjektio, silld jos a € K*, niin esimerkiksi matriiisin

a 0 ... 0
01 ... 0
00 ... 1

determinantti on a.
Koska kuvauksen ydin on ryhm# SL,(K), niin ryhmien homomorfia-
lauseen perustella ryhmét GL,(K)/SLy,(K) ja K* ovat isomorfisia. O



3.2 Projektiiviset lineaariset ryhmét

Yleisesta lineaarisesta ryhmaésté 16ytyy muitakin kiinnostavia normaaleja ali-
ryhmié. Sen keskus Z(GL,(K)) muodostuu skalaarimatriiseista ja on siten
isomorfinen syklisen ryhmin K* kanssa.

Lause 3.5. Yieisen lineaarisen ryhmdn keskus on
Z(GLy(K)) ={al, |a € K}.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd kaikki skalaarimatriisit kuuluvat ryhmén
GLy(K) keskukseen. Olkoon al, skalaarimatriisi ja J € GLp(K). Huoma-
taan, ettd J(al,) = aJ = (al,)J, joten al, € Z(GL,(K)).

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jokainen keskuksen alkio on skalaarimatrii-
si. Jos n = 1, niin véite on selvéstikin totta, silld kaikki matriisit ovat silloin
skalaarimatriiseja. Voimme siis olettaa, ettd vektoriavaruuden V = K" di-
mensio on suurempi kuin yksi.

Olkoon L € Z(GL,(K)) jokin matriisi kannan S = (vy,...,v,) suhteen
kirjoitettuna. Osoitetaan aluksi, ettd L on diagonaalimatriisi, eli ettd jokai-
sella v; € S on olemassa sellainen o; € K*, ettd Lv; = a;v;. Tdmé tehdéén
vastaoletuksen avulla. Oletetaan siis, ettd v; € S on sellainen, ettd Lv; ¢ (v;).
Merkitédén Lv; = w. Valitaan kuvaus M € GL,(K) niin, ettd Mv; = v; ja
Mu = v; + u. Taméa voidaan tehdé, koska vektorit u ja v; ovat lineaarisesti
riippumattomia, kuten myos vektorit v; ja v; + u. Nyt LMv; = Lv; = u ja
M Lv; = Mu = v; + u. Siten M Lv; # LMwv;, misté seuraa, ettd ML # LM.
Téama on ristiriita, silld L € Z(GL,(K)). Siispd L on diagonaalimatriisi.

Seuraavaksi osoitamme, ettd L on skalaarimatriisi. Olkoot v;,v; € S.
Oletetaan, ettd o;,a; € K* ovat sellaisia, ettd Lv; = o4v; ja Lvj = a;v;.
Valitaan kuvaus N € GL(V) niin, ettd Nv; = vj, Nv; = —v; ja Nvg = vy
kaikilla k # 4,j. Nyt LNv; = Lv; = a;v; ja NLv; = a;Nv; = o;vj. Koska
L € Z(GL,(K)), niin LN = NL jasiten o; = o. Téstd seuraa, ettd L on
skalaarimatriisi. ]

Vastaavasti erityisen lineaarisen ryhmaén keskuksen muodostavat skalaa-
rimatriisit, joiden determinantti on yksi.

Lause 3.6. Erityisen lineaarisen ryhmadn keskus on
Z(SLy(K)) ={al, |a € K,a" =1},
missa I, on yksikkomatriisi

Todistus. Lause todistetaan samalla tavalla kuin ryhmén GL,(K) tapauk-
sessa. On vain pidettévd huolta siitéd, ettd kuvaukset M ja N voidaan valita
ryhméstd SL,(K). Kuvauksen N determinantti on itse asiassa jo valmiiksi



1. Jos esimerkiksi v; = v1 ja v; = vg, niin N:n matriisi on

0 -1 0 0
1 0 0 -~ 0
N=[0 0 1 0
0 0 0 - 1

Téaméan matriisin determinantti on 1.

Tutkitaan seuraavaksi kuvausta M. Oletetaan, ettd det(M) = a. Valitaan
uusi kuvaus M’ siten, etté se on muuten samanlainen kuin kuvaus M, mutta
M'v; = o lv;. Tamé el muuta lauseen todistusta mitenkisin. Koska kuvaus
M’ on saatu kuvauksesta M kertomalla sarake i vakiolla a =1, niin det(M') =
a~!det(M) = 1. Siten voimme kiiytt#i ryhméin SL(V) tapauksessa kuvausta
M. O

Koska ryhmaén keskus on normaali aliryhmé, voidaan sen suhteen muo-
dostaa tekijaryhmé. Lineaaristen ryhmien tapauksessa tatd tekijaryhméi
kutsutaan projektiiviseksi yleiseksi lineaariseksi ryhméksi.

Masaritelma 3.7. Projektiivinen yleinen lineaarinen ryhmd on tekijaryhma
PGLy(K) = GLy(K)/Z(GLo(K)).

Merkitédén Zg = Z(GL,(K)). Ryhmé PGL,(K) = GL,(K)/Zg koostuu
sivuluokista gZq, missd g € GL,(K). Tieddmme, ettd ryhmén GL,(K)
alkiot g1 ja go ovat samassa sivuluokassa jos ja vain jos g1 € gaZ¢ eli jos ja
vain jos g1 = go(Al,) = Age jollakin A € K*.

Tamé tarkoittaa sité, ettd tekijiryhméd PG L, (K) voidaan ajatella ryh-
ménd GL,(K), missd alkiot g ja Ag on samastettu kaikilla A € K*. (Kéy-
tdnnossd se on siis kddntyvien n x n-matriisien joukko, jossa on samastettu
ne matriisit, jotka saadaan toisistaan jollakin skalaarilla kertomalla.)

Masaritelma 3.8. Projektiivinen erityinen lineaarinen ryhmd on tekijaryh-
mi

PSLn(K) = SLn(K)/Z(SLn(K))

Huomaa, ettd PSL,(K) ei ole ryhmén PGL,(K) aliryhméi. Ryhmélta
PSL,(K) voidaan kuitenkin mé#éritelld injektiivinen homomorfistmi ryhmél-
le PGL,(K), joten kiytannossa ryhmééd PSL, (K) voidaan kisitelld ryhmén
PGL,(K) aliryhméné.

Esimerkki 3.9. Ryhmén GL,(R) keskus Zg = Z(GL,(R)) koostuu mat-
riiseista alj,, missd o € R. Ryhmén SL,(R) keskuksessa Zg = Z(SLy(R))
ovat puolestaan ylldolevista matriiseista ne, joille pitee o™ = 1. Jos n on
parillinen, niin téllaisia reaalilukuja on tadsmalleen kaksi: 1 ja —1. Siten ryh-
mén SL,(R) keskus on {I,,—I,}. Jos taas n on pariton, niin ainoa ehdon
toteuttava reaaliluku on —1, ja keskus on {I,, }.
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Tutkitaan ensin miltd projektiivinen erityinen lineaarinen ryhmé nayt-
tdd, jos n on parillinen. Ryhma PSL,(R) = SL,(R)/Zs koostuu sivuluo-
kista gZg, missd g € SL,(K). Tieddmme, ettd ryhmén SL,(K) alkiot g
ja g9 ovat samassa sivuluokassa jos ja vain jos g1 € goZg eli jos ja vain jos
g1 = goI, = g2 tail g1 = g2(—1I,) = —go. Tama tarkoittaa sitd, ettd tekijé-
ryhm#d PSL,(R) voidaan ajatella ryhménd SL,(R), missi alkiot g ja —g
on samastettu.

Jos n on pariton, on SL,(R) keskus triviaali kuten yll& todettiin. Tésta
seuraa, ettd ryhméd PSL,(R) on isomorfinen ryhmén SL,(R) kanssa.

Jos kerroinkunnaksi vaihdetaan C, tulee erityisen lineaarisen ryhmén kes-
kukseen lisdd alkioita. Kompleksilukujen kunnassa ykkOsen n:nnet juuret
muodostavat nimittdin n-alkioisen syklisen ryhmén. Ryhméa Z(SL,(C)) on
sen kanssa isomorfinen.

Esimerkki 3.10. Ryhma GL3(7) muodostuu 3 x 3-matriiseista, joiden al-
kiot ovat kunnassa F; = {0,1,2,3,4,5,6}. Sen keskus Zg = Z(GL3(7)) on
kuusialkioinen ryhmé {al, | @ € F;}.

Tekijaryhmé PG L3(7) muodostuu sivuluokista gZq, misséd g € GL3(7).
Esimerkiksi matriisit

1 2 3 3 6 2
a=10 1 4 ja b=1|0 3 5
0 01 0 0 3

kuuluvat samaan sivuluokkaan, silld a - (3I3) = b. Siten sivuluokat aZg ja
bZq ovat samat, ja ne ovat siis sama PGL3(7):n alkio.

Ryhmén SL3(7) keskukseen kuuluvat ryhmén Zg alkioista als ne, joille
pitee o = 1, eli alkiot I3, 213 ja 4I5.

3.3 Projektiiviset avaruudet

Yleinen lineaarinen ryhmé séilyttda origon kautta kulkevat suorat. Toisin
sanoen, jos kaksi vektoria on samalla origon kautta kulkevalla suoralla, niin
my0s niiden kuvat ovat samalla origon kautta kulkevalla suoralla. N&ité suo-
ria kutsutaan projektiivisiksi pisteiksi ja niiden joukkoa projektiiviseksi ava-
ruudeksi.

Maisritelma 3.11. Vektoriavaruudesta V' johdettu projektiivinen avaruus
on joukko P(V) = {(v) | v € V'\ {0}}, missé (v) = {aw | a € K}.

Ryhmén GL(V) alkiot voidaan nyt tulkita projektiivisen avaruuden ku-
vauksiksi seuraavalla tavalla: jos g € GL(V) ja (v) € P(V), niin

Eri alkiot saattavat kuvata projektiivisen avaruuden alkioita samalla ta-
valla. Esimerkiksi skalaarimatriisit pitdvét projektiivisen avaruuden pisteet
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paikoillaan eli kdyttaytyvat tdsmailleen samalla tavalla kuin neutraalialkio
I..

Tésta seuraa, ettd myos ryhmén PGL(V):m alkiot voidaan tulkita projek-
tiivisen avaruuden kuvauksiksi. Se tehdddn seuraavasti: Olkoot (v) € P(V)
jag € PGL(V), jolloin g = gZ(GL(V)) jollakin g € GL(V'). Méaéritelldén

9((v)) = {g(v)).

Ryhmén PGL(V) alkio kuvaa siis projektiivisen avaruuden alkioita samalla
tavalla kuin kyseisen alkion edustaja ryhméssd GL(V). (Lukijan tehtavik-
si jd4 osoittaa, ettd tdmé kuvaus on hyvin madritelty. Se seuraa siité, et-
ta skalaarimatriisit, jotka on ryhméssd PGL(V') samastettu neutraalialkion
kanssa, kuvaavat projektiivisen avaruuden pisteitd kuten neutraalialkio.)
Seuraava lause osoittaa, ettd skalaarimatriisit ovat itse asiassa ainoita
alkioita, jotka pitavit kaikki projektiivisen avaruuden alkiot paikoillaan.

Lause 3.12. Olkoon g € GL(V) = GL,(K), ja oletetaan, ettd g((v)) = (v)
kaikilla v € V. Tdlloin g = M, jollakin A\ € K*.

Todistus. Olkoon v € V. Jos V on yksiulotteinen, on viite selvistikin totta.
Voidaan siis olettaa, ettd on olemassa w € V, joka on lineaarisesti riippuma-
ton vektorista v. Koska g((v)) = (v) ja g({w)) = (w), on olemassa sellaiset
skalaarit a ja 3, ettd g(v) = aw ja g(w) = pw. Liséksi g((v + w)) = (v + w),
joten g(v + w) = y(v + w) = yv + yw jollakin v € K. Toisaalta g:n line-
aarisuuden nojalla g(v + w) = g(v) + g(w) = av + Pw. Vektorien v ja w
lineaarisesta riippumattomuudesta seuraa, ettd o = v = (. Siten g(v) = yv
kaikilla v € V, eli g on skalaarimatriisi. O

Ryhmén GL(V) keskus muodostuu siis tésmailleen niista alkioista, jot-
ka pitévat projektiivisen avaruuden pisteet paikoillaan. Nyt voimmekin tar-
kastella projektiivista lineaarista ryhmaéé, jossa kaikki keskuksen alkiot on
samastettu. Samastuksesta seuraa, ettd ryhméssd PGL(V) jokainen alkio
on erilainen projektiivisen avaruuden kuvaus. (Tamaé jatetdédn jélleen lukijan
osoitettavaksi.)

Siirtymaélld tarkastelemaan ryhm#d PGL(V) olemme siis padsseet eroon
siitd ongelmasta, ettd ryhmén GL(V) eri alkiot saattavat kuvata projektii-
visen avaruuden pisteitd samalla tavalla. Samalla tavoin voidaan ryhmésta
SL(V) siirtyé erityiseen projektiiviseen ryhméén PSL(V).

3.3.1 Projektiivinen suora

Aloitetaan projektiivisten avaruuksien tarkastelu kaksiulotteisista avaruuk-
sista johdetuista projektiivisista avaruuksista P(K?). Niitd kutsutaan pro-
jektiivisiksi suoriksi. Projektiivisen suoran alkiot ovat muotoa ((z,y)). Jos
y # 0, niin projektiivinen piste ((z,y)) on sama piste kuin ((z/y,1)). Siten
projektiivinen suora P(K?) voidaan samastaa joukon K U{oo} kanssa, missi
piste ((z,1)) vastaa kunnan alkiota z ja piste ((1,0)) déretonté.
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Kuva 1: Projektiivinen suora koostuu projektiivisista pisteistd ((z/y, 1))

Kuten edelld todettiin, ryhmé PGLy(K) voidaan tulkita projektiivisen
suoran P(K?) kuvauksiksi. Matriisin

a b
c d
sivuluokka vastaa t&lldin projektiivisen suoran kuvausta
((z,y)) = ((az + by, cz + dy)).

Joukossa K U {oo} tdmé kuvaus taas on muotoa

az+b
—
cz+d

ja sitd kutsutaan mobiuskuvaukseksi. Jos K = C, ovat ndmé kuvaukset
tuttuja funktioteoriasta.

Miiritelma 3.13. Mébiuskuvaus on rationaalifunktio f : K U {o0} —
K U {0}, joka on muotoa

ar+b

flz) = ma

missd a,b,c,d € R ja ad — bc # 0. Funktion f arvot pisteissd oo ja —%
mééritelldsn seuraavasti: f(oo) = ¢ ja f(—%) = oo,

Mobiuskuvausten joukko muodostaa ryhmén, joka on isomorfinen ryh-
mén PGLy(K) kanssa. Mobiuskuvaukset, joilla ad — be on nelio, muodos-
tavat ryhmén, joka on isomorfinen PSLo(K)m kanssa. Niiden viitteiden
todistaminen jatetdan harjoitustehtavaksi.
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3.3.2 Projektiivinen taso

Projektiivisia avaruuksia, jotka on johdettu kolmiulotteisesta vektoriavaruu-
desta, kutsutaan projektiivisiksi tasoiksi.

Tutkitaan seuraavaksi projektiivista tasoa P(IF3 ), missé Fo on kaksialkioi-
nen kunta {0,1}. Avaruudessa F3 on 23 = 8 vektoria, jotka ovat

(0,0,0), (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1), (0,1,1), (1,0,1), (1,1,0), (1,1, 1).
Projektiivisen taso koostuu siis seitsemésta alkioista:

P(F3) ={((1,0,0)), {(0,1,0)), {(0,0,1)),
((0,1,1)), ((1,0,1)), ((1,1,0)), ((1,1,1))}.

Kahden vektorin virittdmas aliavaruutta kutsutaan projektiivisen tason
suoraksi. Projektiivisen tason pisteen (v) sanotaan olevan projektiivisella
suoralla (w,wu), jos suora (v) on tasossa (w,u). Projektiivisen tason P(F3)
tapauksessa suoria on seitsemén, ja ne on piirretty allaolevaan kuvaan. Muo-
dostuva diagrammi on kuuluisa Fanon taso.

<(1,0,1)>

<(0,1,1)>

<(1,0,0)> <(0,1,0)> <(1,1,0)>

Kuva 2: Fanon taso eli projektiivinen taso P(F3)

3.4 Ryhmien kertalukuja

Adrellisten lineaaristen ryhmien kertalukujen laskeminen on melko yksinker-
taista.

Lause 3.14. Ryhmdin GLy(q) kertaluku on

IGLn(9)| = (¢" - 1)(¢" —)(¢" — ) -+ (¢" — ¢" 7).

Todistus. Ryhmén GLy(q) alkiot vastaavat vektoriavaruuden Fy kannan-
vaihtoja. Ryhmén kertaluvun selvittdmiseen riittaé siis kaikkien mahdollis-
ten kannanvaihtojen lukumé&arian laskeminen.
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Olkoon (v1,...,v,) jokin avaruuden F kanta. Vektori v; voidaan kan-
nanvaihdossa kuvata mille tahansa nollasta poikkeavalle vektorille, joten eri
vaihtoehtoja on ¢" — 1. (Vektoriavaruudessa [y on ¢" vektoria.)

Vektori vy taas voidaan kuvata mille tahansa vektorille, joka ei ole vek-
torin vy virittdmassé aliavaruudessa. Vaihtoehtoja on siis ¢" — ¢g. Vektori v
puolestaan voidaan kuvata mille tahansa vektorille, joka ei ole vektorien v
ja vy virittdméssi aliavaruudessa. Vaihtoehtoja on siis ¢® — ¢?. Niin jat-
kaen voidaan todeta, ettd erilaisia kannanvaihtoja on (¢" — 1)(¢" — q)(¢" —
¢) - (¢" — ¢"') kappaletta. O

Muiden ryhmien kertalukujen lasku on nyt vaivatonta.
Lause 3.15. Ryhmdn SLy(q) kertaluku on |GLy(q)|/(q —1).

Todistus. Lauseen 3.4 nojalla

_ |GLn(q)| _ |GLn(Q)|.
| K| q-—1

|SLy(q)]

Lause 3.16. Ryhmdn PGLy(q) kertaluku on |GLy(q)|/(qg —1).

Todistus. Koska PGLy,(q) on tekijiryhma G L, (q)/Z(GLy(q)), niin sen ker-
taluku on |GL,(q)|/|Z(GLy(q))|. Aikaisemmin on osoitettu, ettd Z(G Ly (q))
on isomorfinen ryhmén Fy kanssa. Koska I :n kertaluku on ¢ — 1, on viite
todistettu. O

Lause 3.17. Ryhmdin PSLy(q) kertaluku on |SLy(q)|/syt(g —1,n).

Todistus. Viitteen todistamiseksi riittda laskea ryhmén Z(SLy(q)) kerta-
luku. Tdmén laskemiseksi taas riittdd laskea keskuksen kanssa isomorfisen
ryhmén H = {a € F, | " = 1} alkioiden lukumé#rd. Lauseen 2.3 perus-
teella Fy on syklinen ryhmd, jonka kertaluku on g — 1. Siten lauseesta 2.3
seuraa, ettd aliryhmén H kertaluku on syt(q — 1,n). O
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