4 Bilineaariset muodot

4.1 Johdanto: sisidtulo euklidisessa avaruudessa

Vektoriavaruuden rakenne mahdollistaa monien tavallisten geometristen ké-
sitteiden méarittelemisen. Pisteet, suorat, tasot ym. voidaan maéaritelld luon-
nollisesti aliavaruuksien avulla. Kuitenkin esimerkiksi kulman késitteen maa-
rittelemiseksi tarvitaan jotain lisda.

Tavallisessa euklidisessa avaruudessa R™ vektorien véliset kulmat voidaan
madritelld tutun pistetulon avulla:

(@1,eees2n) - (Y1s--,Un) = 1YL + - + TpYn-

Usein ollaan erityisesti kiinnostuneita siitd, mitké vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan. Tdma tapahtuu euklidisessa avaruudessa tdsmélleen silloin,
kun pistetulon arvo on 0. Pistetulon méiritelméa ei voi kuitenkaan kayttaa
sellaisenaan esimerkiksi ddretonulotteisissa avaruuksissa. Talléin turvaudu-
taan yleisempéain sisatulon kasitteeseen. Reaalikertoimisen vektoriavaruuden
sisdtulo on kahden vektorin pareilta kerroinkunnalle (tdssd R) méériteltéava
kuvaus, joka toteuttaa seuraavat ehdot kaikilla vektoreilla z,y,v ja skalaa-
reilla A:

(
(
(
,2) >0, ja (z,2) =0 < z=0. (
Ehtoja (ST1) ja (ST2) kutsutaan lineaarisuusehdoiksi, ehtoa (ST3) symmet-
risyydeksi ja ehtoa (ST4) positiiviseksi definiittisyydeksi. Tavallinen pistetu-

lo tayttdd kaikki ndmé ehdot. Jos sisdtulo on olemassa, voidaan méaéritelld
my06s vektorin pituus ja vektorien vélinen kulma:

ol = Vo), cos L(v,w) = %)

ol lw|”

Yleisessa tapauksessa vektoriavaruuteen ei voida méaéritelld minkéinlais-
ta sisdtuloa, koska esimerkiksi ehdon (ST4) tarkistamiseksi kerroinkunnassa
on oltava jirjestysrelaatio > (tai vihintdén on kyettavd sanomaan mitka sisa-
tulon arvot ovat positiivisia). Sisdtulon késitettd voidaan kuitenkin edelleen
yleistaé.

4.2 Mairitelmd ja matriisiesitys
Oletetaan jatkossa, ettd kiytetyt vektoriavaruudet ovat dérellisulotteisia.

Maiidritelma 4.1. Olkoon V vektoriavaruus, kerroinkuntana K. Kuvausta
B :V xV — K kutsutaan bilineaariseksi muodoksi, jos se tdyttaa seuraavat
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ehdot kaikilla vektoreilla z,y, z ja skalaareilla A:

vs)
—

B(z +y,z) = B(z,2) + B(y, 2)
B(A\z,y) = AB(z,y)
(
(

o8]
<o

B(z,y + z) = B(z,y) + B(z, 2)
B(z,\y) = AB(z,y).

~—~ o~~~
vy oy,
=~ [\]
—_— — ~— ~—

Jos avaruudelle kiinnitetddn jokin kanta (v1, ..., v,), bilineaarinen muoto
B voidaan ilmaista matriisina B = [b;;], missd bj; = B(v;,v;) kaikilla 4, j.
Talloin kaikilla vektoreilla z,y patee

B(z,y) =z By.
Jos valitusta kannasta ei ole epaselvyyttd, voidaan muoto B ja sitd vastaava
matriisi B yleensé samastaa.
4.3 Ekvivalenssi

Maiidritelma 4.2. Bilineaaristen muotojen B; ja By sanotaan olevan ekvi-

valentteja, jos on olemassa jokin vektoriavaruuden lineaarinen automorfismi
L, jolle patee Bi(z,y) = Ba(Lz, Ly).

Esimerkki 4.3. Tarkastellaan R? bilineaarista muotoa

B(z,y) = z1y1 + 221Yy2 + 2x9y1 + T2Y2,

missd £ = (x1,22) ja £ = (y1,y2). Suorittamalla vektoriavaruudelle line-
aarinen muunnos a:’l = 1 + o, w'2 = x1 — X2, muoto voidaan Kkirjoittaa
yksinkertaisemmin:

B(#',y') = (z1 + 32)(y1 + y2) + 2(z1 + z2) (1 — ¥2)
+2(z1 — z2)(y1 +y2) + (71 — 72)(y1 — ¥2)
= 6.’E1'y1 — 2.’L‘2y2.

Muunnettu muoto B'(z,y) = 6x1y1 — 222y2 on ekvivalentti alkuperdisen
kanssa.

Muunnetun muodon matriisiesitys saadaan seuraavasti:
z'B'y = B'(z,y) = B(Lz,Ly) = (L) B(Ly) = " (L BL)y.

Koska yllédolevan taytyy pated kaikilla kantavektoreilla, ndhdaan, ettd muun-
nettua muotoa vastaa matriisi B = L' BL. Téllaista matriisia sanotaan
matriisin B kongruentiks.

Matriisien tapauksessa ekvivalenssi vastaa kannanvaihtoa.

Lause 4.4. Bilineaariset muodot B1 ja By avaruudessa V' ovat ekvivalentit,
jos ja vain jos on olemassa kannat S = (vy,...,v,) ja T = (wy,...,wy),
joiden suhteen matriisiesitykset B1 ja Bo ovat samat.
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Todistus. Oletetaan ensin, ettd L on ekvivalenssi muotojen By ja Bs vilil-
4. Valitaan kanta S mielivaltaisesti ja asetetaan w; = Lv; kaikilla 7. Nyt
(w1, ...,wy) on kanta (koska L on kddntyvd), ja kaikilla 7, j pitee

~ A

B1(Z,]) = Bl(viavj) = BQ(LUi,LUj) = BQ(wi’wj) = BQ(Z,J)

Téaten Bl = BQ.

Oletetaan sitten, ettd matriisiesitykset B ja B, kantojen S ja T suhteen
ovat samat. Madritelldin lineaarinen isomorfismi L kaavalla Lv; = w;. Olkoot
T =) ;aiv; jay =), bjv; kaksi mielivaltaista vektoria. T&ll6in

B1 (w,y) = Bl Z Qa;V;, Z bj’l)j = Z G,Z'bjBl(’Ui, ’Uj) = Z G,ibjél(i,j)
i J i,j 2%

= ZaibjBQ(i,j) = Zaibng(wi,wj) = Zaibng(LUi,ij)
i,j (M) 0,J

= B2 Z aiva-, Z bjL’Uj == B2 (L.’E, Ly).
i J

4.4 Kohtisuoruus

Bilineaarista muotoa B voidaan kiyttda kohtisuoruuden eli ortogonaalisuu-
den méaarittelemiseen samalla tavoin kuin sisdtuloakin, kunhan B on reflek-
sivinen. Tamé tarkoittaa sité, ettd

B(v,w) =0 <= B(w,v) =0. (R1)
Talloin voidaan maéritelld kohtisuoruus.

Masaritelma 4.5. Oletetaan, ettd B on refleksiivinen bilineaarinen muo-
to. Vektorien v ja w sanotaan olevan kohtisuorassa toisiaan vastaan, jos
B(v,w) = 0. Talléin merkitdén v L w.

Maiidritelmi 4.6. Olkoon W vektoriavaruuden V' aliavaruus. Aliavaruuden
W kohtisuora komplementti refleksiivisen muodon B suhteen on

Whe = {ve V| B(v,w) =0 kaikilla w € W}.

Kohtisuora komplementti on myos avaruuden W aliavaruus. Jos kiytettava
muoto on asiayhteydestd selvi, kohtisuoraa komplementtia merkitdan W

Ne vektorit, jotka ovat kohtisuorassa kaikkia vektoreita vastaan, muodos-
tavat oman aliavaruutensa.
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Miidritelmi 4.7. Vektoriavaruuden V radikaali refleksiivisen muodon B
suhteen on joukko

radg(V) = {v € V| B(v,w) = 0 kaikilla w € V'}.

Jos asiayhteydestd on selvd, mihin muotoon viitataan, voidaan radikaalia
merkitd my6s rad(V).

Miiritelmi 4.8. Jos vektoriavaruuden V radikaali muodon B suhteen on
epatriviaali (# {0}), niin sanotaan ettd muoto on surkastunut.

Minks tahansa aliavaruuden kohtisuora komplementti sisdltdsd koko ava-
ruuden radikaalin. Toisaalta, jos radikaali on triviaali, niin vastaava muoto
ei ole surkastunut.

4.5 Symmetriset ja alternoivat muodot

Méaritellddn ensin muutamia bilineaarisen muodon tyyppejé.
Maiéritelms 4.9. Bilineaarista muotoa B kutsutaan
(1) symmetriseksi, jos B(v,w) = B(w,v) kaikilla vektoreilla v, w
(2a) alternoivaksi, jos B(v,v) = 0 kaikilla vektoreilla v
(2b) antisymmetriseksi, jos B(v,w) = —B(w,v) kaikilla vektoreilla v, w.

Alternoiva muoto on aina myds antisymmetrinen, mutta antisymmetri-
syydesté seuraa alternoivuus vain, jos kerroinkunnan karakteristika ei ole 2.
Symmetrinen muoto voi olla alternoiva vain, jos B(v,w) = 0 kaikilla vek-
toreilla v, w. Sekd symmetriset ettd alternoivat muodot ovat refleksiivisia.
Lisdksi osoittautuu, ettd muunlaisia refleksiivisid muotoja ei ole olemassa.

Lause 4.10. Jokainen refleksiivinen bilineaarinen muoto on joko symmet-
rinen tai alternoiva.

Lauseen todistus ei ole vaikea mutta siséltdd paljon ndpertelyd lausek-
keiden kanssa. Halukkaat voivat tarkistaa todistuksen esimerkiksi Larry C.
Groven kirjasta Classical Groups and Geometric Algebra (propositio 2.7).

Symmetriset bilineaariset muodot eivit poikkea kovin paljon sisdtuloista.
Ainoastaan ehto (S4) eli positiivinen definiittisyys jdd mahdollisesti toteu-
tumatta. Tama estdd vektorien pituuden sekd mielivaltaisten kulmien maa-
rittelemisen tavalliseen tapaan neliGjuuren avulla. Kuitenkin symmetrisilla
muodoilla kohtisuoruus kiyttaytyy yleensd odotetulla tavalla. Alternoivilla
muodoilla sen sijaan kohtisuoruus on jonkin verran eksoottisempi ominai-
suus: madritelmadn mukaan jokainen vektori on kohtisuorassa itseddn vas-
taan.
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4.6 Isometrioista

Olkoon B jokin bilineaarinen muoto vektoriavaruudessa V. Sellaisia kdan-
tyvid lineaarikuvauksia L : V — V', jotka sdilyttdvat muodon B eli joille
patee

B(Lz,Ly) = B(z,y) kaikilla z,y € V,

kutsutaan B-isometrioiksi. Nimi tulee siité, ettd kuvaus ei muuta sitéd geo-
metriaa, jonka B mairittda avaruuteen V. Tamé geometria saattaa esimer-
kiksi médritelld vektorien pituudet, tai mitkd vektorit ovat kohtisuorassa
toisiaan vastaan.

Jonkin muodon suhteen médritellyt isometriat muodostavat aina ryh-
mén GL(V) aliryhmén. Helposti nimittdin ndhdaan, ettd isometrioiden tu-
lot ja kddnteiskuvaukset (isometriat ovat méadritelmén mukaan kddntyvid)
ovat edelleen isometrioita:

B(Ly(L1z), La(L1y)) = B(Liz, L1y) = B(z,y) ja
B(L™'z,L™'y) = B(L(L™'z), L(L'y)) = B(z,y).

Seuraavissa luvuissa kisiteltdvat klassiset ryhmét ovat johonkin muotoon
liittyvien isometrioiden ryhmié.

Oletetaan, ettd B on muodon B matriisiesitys ja ettd L on kuvausta L
vastaava matriisi. Nyt L on isometria jos ja vain jos

v Bw = (Iv) " B(Lw) = v (LT BL)w kaikilla v, w.

Niin saadaan helposti tarkistettava ehto isometrialle: B=LTBL.

Isometrioita tarkasteltaessa ekvivalentit muodot pyritdan yleensi samas-
tamaan. On nimittédin niin, ettd ekvivalentteja muotoja vastaavat isometria-
ryhmit ovat isomorfisia. Tarkemmin sanottuna, jos B'(v,w) = B(Tv,Tw)
jollakin lineaarikuvauksella 7" ja L on jokin B-isometria, niin

B'(T'LTv, T 'LTw) = B(LTv, LTw) = B(Tv, Tw) = B'(v,w).

Jokaista B-isometriaa L vastaa siis B’-isometria T~ 'LT. Isometriaryhmien
villinen kuvaus L — T LT, eli konjugointi alkiolla T € GL(V), on isomor-
fismi.

Lause 4.11. FEkvivalentteja muotoja vastaavat isometriaryhmdat ovat tois-
tensa konjugaatteja kdadntyvien lineaarikuvausten ryhmdssi GL(V).
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