5 Ortogonaaliset ryhmat

Téssé luvussa tarkastellaan symmetristen bilineaaristen muotojen isometria-
ryhmia. Yksinkertaistuksen vuoksi tapaus, jossa kerroinkunnan karakteristi-
ka on 2, kdsitellddn lopuksi erillisessd kappaleessa, ja sithen asti oletetaan,
ettd kyseinen karakteristika ei ole 2.

5.1 Maiiritelmi ja perusominaisuudet

Maiiritelmi 5.1. Oletetaan, ettd B on surkastumaton symmetrinen biline-
aarinen muoto vektoriavaruudessa V. Jos lineaarikuvaus ¢ séilyttda muodon
B, niin sanotaan ettd g on ortogonaalinen (muodon B suhteen). Ortogonaa-

listen kuvausten ryhmé&é kutsutaan ortogonaaliseksi ryhmdksi ja merkitddn
OB\(V).

Ortogonaalisen ryhmén rakenne riippuu muodosta B, mutta jos muoto
on asiayhteydestéd selvd, voidaan ryhmédd merkitd O(V'). Toisaalta darellis-
ulotteisen vektoriavaruuden maarittavit isomorfiaa vaille sen kerroinkunta K
ja dimensio n, joten ortogonaalista ryhméaa voidaan merkitd myos OSLB) (K)
tai Op (K). Liséksi erilaisissa erikoistapauksissa tavataan vield lukuisia muita
merkintdtapoja.

Ortogonaaliset kuvaukset jakautuvat kahteen tyyppiin determinantin pe-
rusteella. Nimittéin, jos g € O®)(V), niin B = ¢ By, ja

det(B) = det(g' Bg) = det(g ') det(B) det(g) = det(g)? det(B),

silld det(AT) = det(A) kaikilla matriiseilla A. Jakamalla ylli olevan yhté-
16n molemmat puolet luvulla det(B) saadaan det(g)? = 1, josta puolestaan
det(g) = £1. Ortogonaalisia kuvauksia, joiden determinantti on 1, kutsu-
taan kierroiksi. Ne muodostavat ortogonaalisen ryhmén normaalin aliryh-
mén, mikd ndhdaédn esimerkiksi siité, ettd determinanttikuvaus on homomor-
fismi kerroinkunnan multiplikatiiviselle ryhmalle (tai sitten suoraan tarkis-
tamalla normaalin aliryhmén ehdot). T#ta aliryhm&8 nimitetdén erityiseksi
ortogonaaliseksi ryhmdksi ja merkitain SO(B) (V). Erityisen ortogonaalisen
ryhmén indeksi [O(V) : SO(V)] on korkeintaan 2, mistd saadaan seuraava
lause.

Lause 5.2. Oletetaan, ettdi O(V) # SO(V), ja kiinnitetddn jokin p €
O(V) \ SO(V). Joukko SO(V) U {p} wirittié ryhman O(V), ja jokainen
g € O(V) on joko muotoa r tair - p, missi v € SO(V).

Todistus. Jos g € SO(V), niin tulos on selvd. Voidaan siis olettaa, ettéd
g € O(V)\ SO(V). Koska aliryhmilld SO(V) on vain kaksi sivuluokkaa:
SO(V) ja SO(V)-p, niin g kuuluu sivuluokkaan SO(V')-p. Néin ollen g = r-p
jollain kierrolla 7. O

Itse asiassa myShemmin néhdéén, ettd O(V) # SO(V). Siis aliryhmén
SO(V) indeksi ryhméssd O(V') on aina 2, ja edellisen lauseen oletus oli tar-
peeton.

21



Esimerkki 5.3. Tarkastellaan avaruutta R ja siind muotona tavallista pis-
tetuloa z - y. Lineaarialgebrasta tiedetddn, ettd kunkin vektorin euklidinen
pituus saadaan kaavasta \/z -z ja kahden vektorin vilinen kulma kaavasta
(z-y)/(|z||y|). Koska ortogonaaliset kuvaukset sdilyttavit pistetulon, ne siis
sailyttavit vektorien pituudet ja niiden véliset kulmat. Geometrisessd mie-
lessa téllaiset kuvaukset ovat kiertoja tai peilauksia tai niiden yhdistelmia.
Tasossa R? kiertoa kulman ¢ verran origon ympéri vastaa matriisi

R — |08 —singp
¥ lsinp cosyp |°

Tillaisen matriisin determinantti on cos? ¢ + sin? ¢ = 1, joten kierrot kuu-
luvat ryhméén SO2(R). Tasossa tdmé kiertoryhmé on vaihdannainen, koska
Ry Ry = Ryty.

A A

¥, POOTRAR() ».

xe’

Px)|= Rze.Po(X)

Kuva 3: Peilauksen kaavan johtaminen kahdella eri tavalla

Tarkastellaan peilauksia origon kautta kulkevan suoran yli. Peilaus x-
akselin yli hoituu matriisilla Py = [(1) 91]- Olkoon 6 jonkin mielivaltaisen
suoran ja positiivisen x-akselin vilinen kulma. Peilaus tdmén suoran yli saa-

daan peilauksesta Py konjugoimalla sité sopivalla kierrolla:

cos26 —sin?f  2sinfcosf

pu— _1 p— =
Py =RoP Ry = RyPoR—g = 2sinfcosf  sin?60 — cos?8|

Téstd ndhdadn jo, ettd kaikkien suoran yli tapahtuvien peilausten determi-
nantti on —1, koska konjugointi ei vaikuta determinanttiin ja det Py = —1.
Kuitenkin edelld esitetyn lauseen nojalla tiedetdén, ettd Py voidaan lausua
myos tulona peilauksesta Py ja jostain kierrosta R,. Tamé kierto saadaan
selville, kun huomataan, ettd Py(1,0) = (R,-P)(1,0) = R,(1,0) ja toisaalta
Py(1,0) = Rop(1,0) (ks. kuva 3). Néin ollen

Py = RopPy = [cos 20 sin260 ] '

sin20 — cos 26

Tuloksista voidaan lukea trigonometristen funktioiden kaksinkertaisen kul-
man kaavat.
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Kuten yleisen lineaarisen ryhmin tapauksessa, voidaan myds ortogonaa-
lisessa ryhmésséd samastaa kuvaukset, jotka eroavat toisistaan vain skalaari-
kertoimella. Niin saadaan projektiivinen ortogonaalinen ryhmd PO(B)(V),
jonka alkiot toimivat projektiivisessa avaruudessa. Vastaavasti, jos 1dhtokoh-
tana ovat vain kierrot eli ryhmin SO®B) (V) alkiot, saadaan erityinen pro-
jektiivinen ortogonaalinen ryhma PSOB) (V).

5.2 Ortogonaaliset kannat

Téassé kappaleessa kuvaillaan, miten symmetrinen muoto voidaan aina ilmais-
ta tietyssd normaalimuodossa. Todetaan ensin erds ortogonaalisia komple-
mentteja koskeva hyddyllinen tulos.

Lemma 5.4. Oletetaan, etta B on refleksiivinen bilineaarinen muoto ava-
ruudessa V', ja etti aliavaruudelle W pétee rad(W) = {0}. Talloin jokaisel-
la v € V on yksikdsitteinen esitys muodossa v = w + u, misséd w € W ja
u € W+ (eli V on aliavaruuksien W ja W= suora summa).

Todistus. Olkoon (vi,...,v,) aliavaruuden W kanta. Jatketaan sitd vekto-
reilla vp41,...,v, niin, ettd siitd tulee kanta koko avaruudelle V. Olkoon
B = [b;;] muodon V matriisi téssd kannassa, ja olkoon z = Y, zv; € V
mielivaltainen. Nyt = € W+ jos ja vain jos kaikilla i pitee B(v;,z) = 0 eli

Z bijCCj =0.
j=1

Siispd z on yhtéloryhmén B'X = 0 ratkaisu, missi B’ on r x n-matriisi, jonka
rivit ovat samat kuin B:n r ensimmaista rivid. Lineaarialgebrasta tiedetaén,
ettd tilloin dim W+ = dim Null(B') = n —rank(B’) > n—r. Niin ollen V C
W +W =, joten jokainen V' vektori voidaan kirjoittaa summana avaruuksien
W ja W vektoreista.

Toisaalta, jos v = w + u = w' + u', missid w,w' € W ja u,u’ € W=, niin
w—w =u—u €W NWH=. Oletuksen mukaan rad(W) = W N W+ = {0},
joten w = w' jau =u'. O

Lause 5.5. Olkoon B symmetrinen bilineaarinen muoto vektoriavaruudessa

V. Tdlloin on olemassa kanta (v1,-..,vy,), jonka suhteen B:n matriisiesitys
on muotoa _ _
by 0 .. 0
0
. by
B = ,
0
0 .. 0]
missd b; # 0 kaikilla i € {1,...,r}. Lisdksi jono (vy41,-..,v,) on avaruuden

rad(V) kanta.
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Todistus. (Hahmotelma.) Jos B(v,w) = 0 kaikilla v,w € V, niin voidaan
asettaa r = 0. Muussa tapauksessa 16ytyy jokin v; € V, jolle B(vi,v1) # 0
(osoitettu harjoitustehtévissd). Nyt avaruus W = (v1) ei ole surkastunut,
joten WNWL = {0}. Jos n > 1, niin dim W+ > 0 edellisen lemman nojalla.
Talloin konstruktiota voidaan jatkaa valitsemalla vo € W, jolloin v ja o
ovat lineaarisesti riippumattomat. Kuten aiemmin, jos B(v,w) # 0 joillakin
v,w € W, niin voidaan olettaa, ettd B (v, vs) # 0.

Kun konstruktiota on jatkettu r askelta, niin on saatu jono (v,...,v,),
joka virittaa jonkin surkastumattoman aliavaruuden U. Liséksi B(v;, v;) # 0
kaikilla ¢ < r, ja B(v;,v;) = 0 kun ¢ # j. Jos r < n, niin konstruk-
tio on pysdhtynyt ennen aikojaan, mikd tapahtuu vain, jos B(v,w) = 0
kaikilla v,w € U*L. Talléin jono (vi,...,v,) voidaan tiydentis avaruuden
V kannaksi lisdamalld mitkd tahansa lineaarisesti riippumattomat vekto-
rit vp41,...,v, € UL. Koska U N U+ = {0}, avaruuden U+ dimensio on
n—r, joten jono (vy4+1,...,v,) on sen kanta. Edelleen on helppo néhda, ettéd
Ut =rad(V). O

Huomautus 5.6. Edellisen lauseen todistuksen konstruktiota voi sellaisenaan
kdyttdd ortogonaalisen kannan 16ytdmiseksi. Oletetaan, ettd avaruudella on
kanta (v1,...,v,). Valitaan ensin u; = v;. Jos on voitu valita kantavektorit
Ul,...,u siten, ettd B(u;,u;) # 0 kaikilla 4 < k, seuraava kantavektori
saadaan kaavasta

k
B(ui, Uk—l—l)

Uk4+1 = Vk4+1 — Blus, w:) Uj.
7y 1

i=1
Talloin nimittdin ugy; L w; kaikilla ¢ < k. Tétd rekursiivista menetel-
méd kutsutaan Gram-Schmidtin ortogonalisointimenetelmdksi. On kuiten-
kin mahdollista, ettd jossain vaiheessa B(ugt1,ux+1) = 0 (voi olla jopa
B(v1,v1) = 0). Tallgin ylld olevaa kaavaa ei voi soveltaa, vaan tdytyy esi-
merkiksi pyrkid vaihtamaan vektorien jarjestysta alkuperdisessd kannassa.

Edellisessa lauseessa valitut kantavektorit voidaan tarpeen vaatiessa nor-
malisoida valitsemalla v} = c;v; jollain skalaarilla ¢;, jolloin matriisimuodon
diagonaalilla oleva alkio b; muuttuu alkioksi c?b;. Niin saadaan seuraavat
térkedt korollaarit.

Korollaari 5.7. Olkoon B symmetrinen bilineaarinen muoto vektoriavaruu-
dessa K™. Jos kerroinkunnan K kaikilla alkioilla on neliGjuuri (esim. jos
kunta on algebrallisesti suljettu kuten C), niin on olemassa sellainen kanta,
jossa B:n matriisiesitys on

. (L] o
B_[O O]
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Korollaari 5.8. Fuklidisessa avaruudessa R jokaiselle symmetriselle bili-
neaariselle muodolle loytyy kanta, jossa sen matriisimuoto on

I.| 0 0
B=1| 0]|-I 0
0 0 On—r—l—s

5.3 Peilauksista

Téassé luvussa tarkastellaan ldhemmin peilauksia jonkin hypertason suhteen.
Hypertasoksi kutsutaan n-ulotteisen avaruuden n—1-ulotteista aliavaruutta.
Peilauksia varten tarvitaan vektoreita, joilla B(v,v) # 0.

Maéiritelma 5.9. Vektoria u # 0 kutsutaan isotrooppiseksi, jos B(u,u) = 0.

L

Jos u € V el ole isotrooppinen, niin %4~ on perusesimerkki hypertasosta.

Maiiritelma 5.10. Olkoon u € V jokin epéisotrooppinen vektori. Kuvausta
p, jolle pitee p(u) = —u ja p(w) = w kaikilla u 1 w, kutsutaan (ortogonaa-
liseksi) peilaukseksi vektorin w suuntaan tai, toisin sanoin, hypertason u'
yli.

Peilaus vektorin w suuntaan on yksikédsitteinen, koska voidaan valita or-
togonaalinen kanta niin, ettd u on yksi kantavektoreista, jolloin peilaus maa-
riaytyy kantavektorien arvoista. Peilaukselle voidaan johtaa seuraava kaava:

B(v,u) "
B(u,u)

pu(v) =v—2

Kaavasta voidaan tarkistaa, ettd peilaukset ovat ortogonaalisia kuvauksia:

B(pu(v), pu(w)) = B (v—2ggz’§gu, w_2% )
B(v,u)B(w,u B(v,u)B(w, u)B(u,u
= Blo) —4= B<)u,z(o e )B((u,u))2 e
= B(v,w).

Esimerkki 5.11. Tarkastellaan tasoa R?, jossa bilineaarisena muotona on

1 0
B = .
b 4
Téllaista avaruutta kutsutaan hyperboliseksi tasoksi. Vektorin x = (x1,x2)
“pituus” on téssd avaruudessa

B(z,2) = [11 2] [(1) _01] [2] _ 224l

Jos 1 = £x9, niin B(z,z) = 0, ja = on isotrooppinen. Téllaisen vektorin
suhteen ei peilauksia voi tehdd. Sen sijaan esimerkiksi vektori u = (1,2)
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ei ole isotrooppinen: B(u,u) = —3. Ratkaistaan u:ta vastaan kohtisuoran
hypertason u' yht#lo:

Blu,z) =0 < [1 2] [(1) _01] [zj = 1y — 215 = 0.

Hypertaso on siis suora, jonka yhtilo on zo = %azl (ks. kuva 4). Vektorin u
suhteen tehtdvan peilauksen kaava saadaan ylli esitetystd lausekkeesta:

B(x,u T — 2z
pu(w)=$—2%u=$—2-l_732u

1
= §(5$1 - 4£E2, 411,‘1 — 5.T2).
Peilauksen matriisi on

[ o)

u=(12)

7 p(1.0)
., (O1)

hypertaso u*

\/

4 (1?0)

isotrooppiset aliavaruudet

Kuva 4: Peilaus hyperbolisessa tasossa

Peilauksen p,, determinantti on aina —1. Téma ndhd&in esimerkiksi va-
litsemalla ortogonaalinen kanta (u,vs,...,v,). Nyt py(u) = —u ja p(v;) =1
kaikilla ¢ € {2,...,n}, joten peilauksen matriisi néyttda seuraavalta:

-1 0
pu - O In_l .
Tamén matriisin determinantti on selvisti —1. Nyt voidaan vihdoin todistaa,

ettd O(V) \ SO(V') on epétyhja.

Lause 5.12. Olkoon B surkastumaton symmetrinen bilineaarinen muoto
avaruudessa V. Tdlloin loytyy jokin g € OB(V) \ SOBN(V), misti seu-
raa [OB)(V) : SOB) (V)] = 2.
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Todistus. Koska symmetrinen muoto B ei ole surkastunut, on olemassa jokin
epaisotrooppinen vektori u € V. Olkoon p,, vastaava ortogonaalinen peilaus.
Koska kaikkien peilausten determinantti on —1, niin u ¢ SOB) (V). O

Peilausten merkitys korostuu siiné, ettd ne virittdvat ortogonaalisen ryh-
mén. Tamé tdrked seikka mainitaan seuraavassa lauseessa, jonka monivai-
heinen todistus joudutaan sivuuttamaan.

Lause 5.13. (Cartan-Dieudonné) Olkoon B surkastumaton bilineaarinen
muoto n-ulotteisessa avaruudessa V. Jos g € OB)(V), niin g on tulo kor-
keintaan n kappaleesta peilauksia.

Y114 olevasta lauseesta saadaan helppona seurauksena muun muassa tut-
tu kolmiulotteisia kiertoja koskeva lause, joka euklidisen avaruuden tapauk-
sessa tunnetaan nimelld FEulerin lause. Merkitédan téssé yhteydessa kuvauk-
sen g kiintopistealiavaruutta Fix(g) = {v € V | g(v) = v}.

Korollaari 5.14. Jos dimV = 3 ja r € SO(V), r # id, niin kiintopis-
teavaruuden dimensio on dimFix(r) = 1. Toisin sanoen, g:td vastaa jokin
yksiulotteinen “kiertoakseli”.

Todistus. Kuvaus on r on tulo korkeintaan kolmesta peilauksesta. Koska

peilausten determinantti on —1 ja r € SO(V), niin peilauksia on tédsmaélleen

kaksi. Voidaan siis merkitd » = pipo, missid p; ja pe ovat peilauksia, jotka

kiinnittavit 2-ulotteiset hypertasot Wy ja Wa. Nyt Wi N Wy C Fix(r).
Koska W1 + Wy C V ja

dim(W1 + Wz) = dim W; 4+ dim Wy — dim(W1 N WQ),

ndhdéén, ettd dim(W; NWs) > 1. Siispd myos dim Fix(r) > 1. Toisaalta, jos
avaruuden Fix(r) dimensio olisi 2 tai 3, niin r kiinnittéisi jonkin hypertason
H, ja jokaisella v € H* pitisi r(v) € H (koska r on ortogonaalinen) eli
r(v) = Av jollain skalaarilla A. Sopivassa kannassa olisi siis

A 00
r=10 1 0|, A#0.

0 0 1
Téma on mahdotonta, koska det(r) = 1 ja r # I. Siispd taytyy péted
dim Fix(r) = dim(W, N W5) = 1. O

Peilausten avulla voidaan méaritelld myds erds kiinnostava erityisen orto-
gonaalisen ryhmén aliryhmi. Seuraavassa mééritelméassid SO(V') on erityinen
ortogonaalinen ryhmé avaruudessa, jonka kerroinkunta on K.

Misritelmi 5.15. Jokainen g € SOP) (V) voidaan kirjoittaa tulona g =
p1-- - pr, missé kukin p; on peilaus vektorin v; suuntaan. Nyt sanotaan, etté
kuvaus g kuuluu omegaryhmdadn QB)(V), jos ja vain jos tulo IL; B(vi,v;) on
nelié kunnassa K.
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Omegaryhmin méaéritelmé ndyttaisi riippuvan siitd, minkilaisena tulona
alkio g kirjoitetaan. Voidaan kuitenkin osoittaa, ettéd tulo [ [, B(v;,v;) joko on
aina nelio tai sitten ei, riippumatta siitd, miten peilaukset valitaan. Liséksi on
melko helppo todistaa, ettd omegaryhmé tosiaan on ryhma, vieldpd ryhmén
SO(V) normaali aliryhmé.

5.4 Muodot R":ssi, definiittisyys ja Sylvesterin lause

Téssd kappaleessa tarkastellaan avaruutta R”, mutta tarkastelu voidaan mo-
nilta osin yleistdd sellaisiin avaruuksiin, joiden kerroinkunta on tdysin jdr-
jestettavissa. Tama tarkoittaa sitéd, ettd kerroinkunnassa K on olemassa sel-
lainen jérjestysrelaatio <, ettd kaikilla alkioilla a, b, c € K pétee

1) jokoa<btaib<ataia=»
2) josa<b,nina+c<b+c
3) jos a < bjac> 0, niin ca < cb.
Asrellisis kuntia tai kompleksilukujen kuntaa C ei voi jarjesti.

Maiiritelmi 5.16. Oletetaan, ettd B on symmetrinen bilineaarinen muo-
to vektoriavaruudessa, jonka kerroinkunta on tdysin jarjestetty. Muotoa B
sanotaan positiivisesti definiitiksi, jos B(v,v) > 0 aina kun v # 0.

Vastaavasti voidaan médritelld negatiivinen definiittisyys. Positiivisesti
definiittid symmetristd bilineaarista muotoa kutsutaan sisdtuloksi. Seuraa-
vassa luvussa ndhdéédn, ettd definiittisyyden késite voidaan yleistdd myos
kompleksiluvuille, kunhan muodon bilineaarisuus korvataan muilla ehdoilla.

Reaaliavaruudessa positiivisesti (tai yhtd hyvin negatiivisesti) definiitit
muodot ovat siitd mielenkiintoisia, ettd niiden avulla voidaan méaaritelld vek-
torien (aidot) pituudet ja niiden viliset kulmat tutuilla kaavoilla

B(v,w)

|v| = v/B(v,v) ja cos £(v,w) = .
[o]|w]

Positiivinen definiittisyys vaaditaan neliGjuurten ottamista varten. Negatii-
visesti definiitin muodon tapauksessa voidaan mééritelld |v| = /—B(v,v)
jne.
Korollaarin 5.8 mukaan jokainen avaruuden R" surkastumaton muoto
voidaan esittdéd matriisilla
I, 0
B= [0 —1I s] ’

missé r + s = n. Paria (r, s) kutsutaan avaruuden metriseksi merkinndksi.
Seuraavan lauseen mukaan metrinen merkintd on avaruuden invariantti.
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Lause 5.17 (Sylvesterin inertialause). Olkoon B surkastumaton sym-
metrinen bilineaarinen muoto avaruudessa R". Oletetaan, ettd avaruudella
on kannat Vi = (v1,...,v,) ja Vo = (wi,...,wy), joiden suhteen muodon B

matriisit ovat
- [0 s (L0
Bl N [0 _In—r:| Ja 32 N |:0 _In—s:| ’

missa 0 < r <s. Tdalloin r = s.

Todistus. Olkoot Wy = (v1,...,v,) ja Wo = (wsg1,...,wy,). Olkoon z =
S ziv; € Wy \ {0}, jolloin B(z,z) = >.i_; 2 > 0. Toisaalta, jos y =
Y icsy1 Yiwi € Wa, niin B(y,y) = — > i, y? < 0. Néin ollen Wy N Wo =
{0}, joten dim W7 +dim Wy < mneli 7+ (n —s) < n, josta s < 7. O

Reaaliavaruudessa jokainen positiivisesti definiitti symmetrinen biline-
aarinen muoto on ekvivalentti tavallisen pistetulon kanssa. Jokainen R":n
sisdtulo on siis ekvivalentti pistetulon kanssa. Tdhdn muotoon liittyvad or-
togonaalista ryhméd merkitddn monissa lahteissé yksinkertaisesti O(n). On
helppo tarkistaa, ettd mikali kuvaus sidilyttdd muodon B, se sdilyttad myos
muodon —B, joten negatiivisesti definiitteihin muotoihin liittyy sama orto-
gonaalinen ryhmd. Myds epddefiniiteilld muodoilla on omat sovelluksensa,
kuten seuraavasta esimerkistd ndhd&an.

Esimerkki 5.18. Suppean suhteellisuusteorian aika-avaruus on neliulot-
teinen reaaliavaruus. Sen vektorit ovat siis muotoa (t,z1,z2,%3), missd t-
komponentti kuvaa aikaa ja muut paikkaa. N&itd nelivektoreita kutsutaan
my0s tapahtumiksi. Aika-avaruus noudattaa geometriaa, jota kuvaa symmet-
rinen bilineaarinen muoto

10 0 O
0 -1 0 O
M= 0 0 -1 0
0 0 0 -1

Tallaista avaruutta kutsutaan Minkowskin avaruudeksi. Minkowskin avaruu-
den ortogonaalinen ryhmi OELM) (R) on niin sanottu Lorentzin ryhmd. Suh-
teellisuusteorian mukaan Lorentzin ryhmén alkiot kuvaavat muunnoksia sel-
laisten koordinaatistojen vélilla, jotka liikkuvat tasaisella nopeudella toisten-
sa suhteen. Lorentzin ryhm4 sisdltdé paikka-aliavaruuden ((z1, z2,z3)) kier-
rot ja peilaukset eli tavallisen ortogonaalisen ryhmén O(3) = O3(R) (piste-
tulon suhteen).

Lorentzin muunnokset siilyttavit tapahtuman v nelipituuden M (v,v).
Nelipituuden perusteella tapahtumat voidaan jakaa kolmeen tyyppiin. Jos
arvo on positiivinen, tapahtumaa sanotaan ajanluonteiseksi, jos se on nega-
tiivinen, paikanluonteiseksi, ja jos se on 0, valonluonteiseksi. Ajanluonteiset
vektorit kuvaavat niitd tapahtumia, joista tieto voi pa#stéd origossa olevaan
tapahtumaan valoa hitaammin (tai joihin tieto voi padsti origossa olevasta
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tapahtumasta). Valonluonteisiin tapahtumiin voi origosta péa#sta ainoastaan
valon nopeudella, ja paikanluonteisiin ei ole mahdollista pa#sta lainkaan.

Jos rajoitutaan tarkastelemaan yhtd paikkakoordinaattia, Minkowskin
avaruus kutistuu hyperboliseksi tasoksi. Isotrooppiset aliavaruudet muodos-
tavat niin kutsutun wvalokartion, joka kuvaa valonsidteen mahdollisia reitteja
origosta (tai origoon). Valoa hitaammat kappaleet voivat edeté vain valokar-
tion silla puolella oleviin pisteisiin v, joissa M (v,v) > 0.

5.5 Neliomuodot

Jokaista symmetristd bilineaarista muotoa vastaa tietty neliomuoto, joka on
sukua vektorin pituudelle eli normille.

Maiiritelmi 5.19. Olkoon B symmetrinen bilineaarinen muoto avaruudes-
sa V', jonka kerroinkunta on K. Muotoa B vastaava neliomuoto on kuvaus
Q@ :V — K, jolle pitee Q(v) = B(v,v).

Ortogonaaliset kuvaukset sdilyttdvit neliomuodon. Seuraavat neliomuo-
don ominaisuudet on helppo osoittaa méaritelmésté 1ahtien:

Qv +w) = Qv) +2B(v,w) + Q(w) (Q1)

Q(av) = *Q(v). (Q2)
Ortogonaaliset ryhmét voidaan méaritelld yhtd hyvin neliomuodon kuin bili-
neaarisen muodon avulla, koska jos nelidmuoto tunnetaan, bilineaarisen muo-
don arvot saadaan kaavasta

Bo,w) = 5 (Q(v -+ w) — Q) — Q(w)). (5.20)

Jos bilineaarisena muotona on tavallinen euklidisen avaruuden pistetulo, niin
nelibmuoto on @Q(v) = v-v, ja tdmén nelijuuri on vektorin normi eli pituus.

Huom. Kaavassa (5.20) on olennaista, etté kerroinkunnan karakteristika
ei ole 2, silld muuten kahdella jakoa ei voida suorittaa. Karakteristikan ollessa
kaksi nelidmuodot ja ortogonaaliset ryhmét maédritelldan kuitenkin hieman
eri tavalla, mihin palataan tdman luvun lopussa.

Esimerkki 5.21. Tasossa R? mahdolliset symmetriset bilineaariset muodot
ovat muotoa

B:[a b], a,b,c e R
b ¢

Tallaista muotoa vastaa neliGmuoto
Q(z) = az? + 2bzixy + cx3.

Yhtalon Q(z) = r ratkaisujoukko on siis jokin toisen asteen kéyrd, ja kddn-
tden jokainen toisen asteen kdyrd on jonkin yhtalon Q(z) = r ratkaisujouk-
ko. Lauseesta 5.17 seuraa, ettd kannanvaihdolla jokainen neliémuoto voidaan
palauttaa joko muotoon

:1:% + w% tai x% — :1:%
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Erityisesti téstd seuraa, ettd jokainen toisen asteen kéyrd on joko ellipsi tai
hyperbeli.

5.6 Adrelliset kunnat

Jos vektoriavaruuden kerroinkunta on &érellinen, siind voidaan maéritelld
korkeintaan kaksi epédekvivalenttia symmetristd bilineaarista muotoa. Seu-
raavissa lauseissa oletetaan, ettd B on symmetrinen bilineaarinen muoto
avaruudessa V, jonka kerroinkunta on #érellinen. (Kunnan karakteristika on
edelleen eri kuin 2.) Molempien lauseiden todistukset sivuutetaan.

Lause 5.22. Jos V:n dimensio on pariton, loytyy ortogonaalinen kanta,
jossa B:n matriisi on diagonaalinen ja diagonaalialkiot ovat jarjestyksessa
(1,-1,1,-1,...,1,—1,—1).

Lause 5.23. Jos V:n dimensio on parillinen, loytyy ortogonaalinen kanta,
jossa B:n matriisi on diagonaalinen ja diagonaalialkiot ovat joko

a) (1,-1,1,—1,...,1,-1) (+-tyyppi) tai
b) (1,-1,1,—1,...,1,—d), missi d ei ole nelié (—-tyyppi).

Adrellisen kerroinkunnan tapauksessa avaruus voidaan siis jakaa suoraksi
summaksi kahdesta aliavaruudesta U ja W (UNW = {0}), joista U koostuu
pelkdstdan hyperbolisista tasoista ja sen dimensio on siis vilttdméatta parilli-
nen. Liséksi voidaan osoittaa, ettd W, jonka dimensio on 0, 1 tai 2, ei sisélla
yhtéin isotrooppista vektoria.

Jos avaruuden dimensio on parillinen, niin +-tyypin muotoa vastaavaa
ortogonaalista ryhm#d merkitédin O™ (V) ja —tyypin muotoa vastaavaa ryh-
m#s O~ (V). Parittoman dimension ryhmiid merkitiin O°(V).

Esimerkki 5.24. Tarkastellaan tasoa Fﬁ, jossa muotona kaytetdan pistetu-
loa B(z,y) = z1y1 + T2y». Témén muodon matriisi on B = [§ 9], ja koska
—1 ei ole nelié kunnassa F3, niin muoto on edellisen lauseen kohdassa (b)
mainittua tyyppia.

Neliomuodon arvot eli “vektorien pituudet” ovat

Q(0,0)=0, Q(1,0)=Q(0,+1)=1 ja Q(£l,+1)=2

Oletetaan nyt, ettd g € O (3). Koska ortogonaaliset kuvaukset séilyttavit
neliomuodon arvot, on kullakin vektorilla (paitsi nollavektorilla) vain neljd
mahdollista tapaa kuvautua. Esimerkiksi g(1,0) voi olla joko (1,0), (—1,0),
(0,1) tai (0, —1).

Kun yhden kantavektorin v; kuva on valittu, toisen kantavektorin vy
kuvaksi jaa tasan kaksi mahdollisuutta arvojen g(v1) # +g(v2) lineaarisen
riippumattomuuden vuoksi. Kumpikin valinta on mahdollinen. Jos esimer-
kiksi g(1,0) = (0,1), niin g(0,1) voi olla joko (—1,0) tai (1,0); edellisessd
tapauksessa g € SO, (3), jalkimmaisessa det g = —1.
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Nihtiin, ettd ryhméissd O5 (3) on 8 alkiota. Itse asiassa bilineaarisen
muodon arvoja eli “vektorien vélisid kulmia” tarkkailemalla ndhd&dn, ettd
ortogonaalisten kuvausten on siilytettdva kuvassa 5 nikyvéin nelion nurkat
nurkkina ja sdrmét sdrmind, mistéd seuraa, ettd O, (3) on isomorfinen nelién
symmetriaryhmén Dg kanssa.

A A
2 1 2 -0 -1 0.
-------------------------- . LR ',0‘
1 0 ~h
é —| * > /“’ 7] 0 >
1 N 1 1 -1\ y 1
2 \ A
@-----ceeeee@emeeeeenaaaas '." . °,
2 1 2 ,"0 -1 0

Kuva 5: Neliomuodon ja bilineaarisen muodon arvoja —- ja +-tyypin tasoissa

Jos muotona on B = [(1) 0 ], niin kyseessd on hyperbolinen taso. Tall6in
kummallakin kantavektorilla on vain yksi vaihtoehto mihin kuvautua, koska
neliomuodon arvot ovat

QELO) =1, Q(0,%1)=-1 ja Q(£L%1)=Q(0,0) =0.

Tuloksena saadaan neljan alkion ortogonaalinen ryhmé, jossa kaikkien al-
kioiden kertaluku on kaksi. Onkin niin, ettd Oy (3) on isomorfinen Kleinin
neliryhmén kanssa.

5.7 Karakteristikan ollessa 2

Kun kerroinkunnan karakteristika on kaksi, tapahtuu ortogonaalisten ryh-
mien kannalta kaksi merkittdvad asiaa. Ensinndkin neliomuodosta ei voi joh-
taa bilineaarisen muodon arvoja, koska kaavaa (5.20) ei voida soveltaa. Toi-
saalta jokainen determinantti on 1, joten kaikki ortogonaaliset kuvaukset
ovat aikaisemman maéaéritelman mukaisesti kiertoja.

Karakteristikan ollessa kaksi ldhdetéd4n bilineaarisen muodon sijasti liik-
keelle neliémuodosta, joka méiritelladn nyt hieman aikaisemmasta poikkea-
valla tavalla.

Méiritelma 5.25. (Kun karakteristika on 2.) K-kertoimisen avaruuden V
neliomuoto on funktio Q) : V — K, jolle péatee kaikilla z,y € V

Q(az + by) = a®>Q(z) + abB(z,y) + b*Q(y), (5.26)

missd B on jokin (tavanomainen) bilineaarinen muoto avaruudessa V.
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Nyt neliomuotoa vastaava bilineaarinen muoto on yksikisitteinen, mutta
bilineaarisesta muodosta ei voida johtaa neliomuodon arvoja. Ortogonaaliset
kuvaukset méaritellddn niin, ettd ne sdilyttévat jonkin nelibmuodon, eli

g€ 0(V) <= Q(g(v)) = Qv).

Jokaisen kuvauksen determinantti on 1, joten O(V) = SO(V). Peilauksia
ei voida maaritelld, koska —v = v kaikilla vektoreilla v. Peilauksien paikal-
la voidaan kiyttdd niin kutsuttuja transvektioita. Omegaryhmiad vastaava
aliryhmé madritelladn myos néiden transvektioiden avulla. (Toisinaan talld
tavoin méadriteltyd omegaryhmaé kutsutaan myos erityiseksi ortogonaaliseksi
ryhméksi, kun karakteristika on 2.)

Kuten aikaisemmin, jos avaruuden kerroinkunta on &érellinen ja dimensio
pariton, on kannanvaihtoa vaille olemassa vain yksi neliémuoto. Jos dimensio
on parillinen, muotoja on kaksi. Nama muodot poikkeavat kuitenkin monelta
osin niistd muodoista, jotka saadaan parittoman karakteristikan tapauksessa.
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