6 Unitaariset ryhmét

Unitaariset ryhmét ovat sukua ortogonaalisille ryhmille, ja monilla téssé lu-
vussa esiteltdvilla asioilla on vastineensa ortogonaalisten ryhmien teorias-
sa. Unitaariset ryhmét méaéritellddn hermiittisten muotojen avulla, jotka
muun muassa hoitavat sisdtulon tehtdvdd kompleksikertoimisissa avaruuk-
sissa. Hermiittisten muotojen isometrioina unitaariset kuvaukset sailyttavit
kompleksiavaruudessa vektorien pituudet ja niiden véliset kulmat samoin
kuin ortogonaaliset tekevit euklidisessa avaruudessa.

6.1 Seskvilineaariset’ muodot

Ennen muotojen méirittelyd on rajoitettava tarkasteltavien vektoriavaruuk-
sien joukkoa. Koko tdssd luvussa oletetaan, ettd vektoriavaruuden kerroin-
kunnassa K voidaan méaritelld automorfismi o, jonka kertaluku on 2. Tam4
tarkoittaa sitd, ettd kuntaan K voidaan liittdd kuntaisomorfismi ¢ : K — K,
jolle pétee o o o = id. Automorfismin arvoa luvulla a merkitdan

ola) =a

ja kutsutaan luvun a konjugaattiluvuksi tai konjugaatiksi. Itse automorfismia
kutsutaan konjugoinniksi. Tavallisin esimerkki konjugoinnista on kompleksi-
konjugointi a + bi — a — bi. Kaikissa kunnissa konjugointia ei voida mé&ari-
tella.
Konjugointiin liittyy l&heisesti normikuvaus N, joka méasritellddn kaaval-
la
N(a) = aa kaikilla a € K.

Kompleksiluvuilla normi vastaa luvun modulin neliota.

Konjugoinnin avulla voidaan médritelld tdssd luvussa kiytettdvit muo-
dot, jotka poikkeavat hieman bilineaarisista muodoista. Oletetaan seuraavas-
sa, ettd V on K-kertoiminen vektoriavaruus ja ettd kunnassa K on méaritelty
konjugointiautomorfismi.

Miidritelmi 6.1. Kuvausta S : V x V — K kutsutaan seskvilineaariseksi
muodoksi, jos se tdyttad seuraavat ehdot kaikilla z,y,z € V ja A € K:

S(@ + zy) = S(z,y) + 5(2,y) (S1)
S(Az,y) = AS(z,y) (52)
S(x,y +2) = S(z,y) + S(z, 2) (S3)
S(z, xy) = AS(z,y) (S4)
Seskvilineaariset kuvaukset poikkeavat bilineaarisesta vain ehdon (S4)

kohdalla. Jos avaruudelle V' on valittu kanta 7" = (v1,...,vy), niin seskvili-
neaarisen muodon S matriisi S = [s;;] méaaritelldén tuttuun tapaan kaavalla

'Etuliite sesqui- tarkoittaa latinassa “...ja puoli”, esimerkiksi sesquimensis = “puoli-
toista kuukautta’.
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sij = S(vi,v;). Télloin kaikilla sarakevektoreilla z ja y pitee
S(z,y) =x"87 (huomaa konjugointi).

Isometrialle L saadaan siis ehto LTSL = §.
Téssé luvussa ollaan kiinnostuneita vain tietynlaisista seskvilineaarisista
muodoista.

Maiidritelmi 6.2. Jos avaruuden V seskvilineaarinen muoto S toteuttaa
lisdksi ehdon

S(z,y) = S(y,z) kaikilla z,y € V, (H)
muotoa S kutsutaan hermiittiseksi.

Hermiittistd muotoa vastaavalle matriisille patee ST = §. Tallaista mat-
riisia kutsutaan hermaiittiseksi matriisiksi. Voidaan mydés osoittaa, ettéd jokai-
nen hermiittinen matriisi vastaa jotain hermiittistd muotoa (kannasta riip-
pumatta).

Jokaisella kunnalla K, jolla on konjugointiautomorfismi o, on myds ali-
kunta

Ky =Fix(0) = {a € K | o(a) = a}.

Kompleksilukujen tapauksessa Cy = R. Hermiittiselle muodolle S péatee aina
S(z,z) = S(z,z), joten S(z,z) € Ky kaikilla vektoreilla z.

Maiaritelma 6.3. Oletetaan, ettd S on hermiittinen muoto K-kertoimisessa
avaruudessa V. Kuvausta @ : V — K, Q(v) = S(v,v) kutsutaan (hermiitti-
seksi) neliomuodoksi.

Hermiittiselle nelimuodolle pétee
Q) = AQ(v) kaikilla v € V ja X € K.

Lisaksi tietysti Q(v) = S(v,v) € Ky kaikillav € V.

6.2 Kohtisuoruus

Hermiittiselle muodolle S pétee S(z,y) = 0 jos ja vain jos S(y,z) = 0, eli
muoto on refleksiivinen. Samoin kuin refleksiivisten bilineaaristen muotojen
tapauksessa mééritellddn vektorien z ja y kohtisuoruus ehdolla S(z,y) = 0.
Myos kohtisuorat komplementit ja avaruuden radikaali maaritelldan kuten
aikaisemmin. Jos rad(V') # {0}, sanotaan ettd V on surkastunut.

Samoin kuin symmetrisen bilineaarisen muodon tapauksessa, voidaan
hermiittinen muoto aina esittaé tietyssd perusmuodossa. Olkoon S surkastu-
maton hermiittinen muoto K-kertoimisessa avaruudessa V, ja olkoon () sité
vastaava nelidmuoto.

Lemma 6.4. Jollakin v € V pdtee Q(v) # 0.
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Todistus. Oletetaan vastoin viitettd, ettd Q(v) = 0 kaikilla v € V. Koska S
ei ole surkastunut, 16ydetdan vektorit v ja w, joille pitee S(v,w) = 1. (Jos
S(v,w) = p # 0, vaihdetaan v — p~'v.) Tillsin kaikilla A € K pitee

0=Q(v+ \w) = g@%‘(m Aw) + SOw,v) + Q(w) = A+ A
=0 =0

Jos A = 1, niin 1 +1 = 2 = 0, joten kerroinkunnan karakteristika on 2.
Tillsin kuitenkin A = —\ = X kaikilla X € K, joten konjugointiautomorfismi
on identtinen kuvaus. Tdmé on ristiriita, koska konjugointiautomorfismin
kertaluku on kaksi. U

Lause 6.5. Avaruudella V on kanta (v1,...,vy), jonka suhteen S on diago-
naalimatriisi. Lisdksi Q(v;) = Sy € K kaikilla i € {1,...,n}.

Todistus. Todistus etenee samalla tavalla kuin lauseessa 5.5. O

Samoin kuin symmetrisilla bilineaarisilla muodoilla, myds hermiittisilld
muodoilla voidaan matriisiesityksen diagonaalialkioita skaalata. Nyt kuiten-
kin kantavektorin muunnos vg = ¢;v; aiheuttaa diagonaalialkion muunnoksen
b, = ¢;¢;b;, eli diagonaalialkioita voi skaalata vain sellaisilla luvuilla, jotka
ovat muotoa AX € K. Esimerkiksi kompleksiluvuilla AX on aina positiivinen,
joten paddytddn samanlaiseen tilanteeseen kuin Sylvesterin inertialauseessa,
jossa muodon maarittda diagonaalilla olevien lukujen 1 ja —1 méaérat. Toi-
saalta, jos kerroinkunta on &drellinen, muotoja on vain yksi.

Lause 6.6. Jos avaruuden V kerroinkunta K on ddarellinen, niin V :1la on
kanta (vy,...,vy), jonka suhteen S = I,.

Todistus. Sivuutetaan. O

6.3 Unitaarisen ryhmin mairitelma

Maiidritelmé 6.7. Oletetaan, ettd S on surkastumaton hermiittinen muoto
vektoriavaruudessa V. Jos lineaarikuvaus g sdilyttdd muodon S, niin sano-
taan ettd g on wunitaarinen (muodon S suhteen). Unitaaristen kuvausten
ryhméé kutsutaan uniteariseksi ryhmiksi ja merkitain UG (V).

Jos S on hermiittinen muoto ja g € U(S)(V), niin ¢' 5§ = §. Laskemalla
determinantit ja jakamalla luvulla det S ndhd&én, ettd

detg-detg = 1.

Toisin kuin ortogonaalisten ryhmien tapauksessa, determinantin arvot eivét
ole yleensd rajoitettuja aarelliseen joukkoon. Kuitenkin N(det g) = 1 kaikilla
g € U(V), missd N on kerroinkunnan normikuvaus.

Maiiritelma 6.8. Erityinen unitaarinen ryhmd on

SUS V) ={g e USV) | detg =1}.
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Erityinen unitaarinen ryhmé on ryhmén U(V) normaali aliryhmé&. Voi-
daan osoittaa, ettd U(V)/SU(V) = Ker N, missd N on kerroinkunnan nor-
mikuvaus. Todistus on harjoitustehtavina.

Kuten aiemmin, projektiiviset unitaariset ryhmét PU (V) ja projektiivi-
set erityiset unitaariset ryhmat PSU (V') madritelldén ottamalla tekijaryh-
mit ryhmistd U (V) ja SU(V) skalaarimatriisien suhteen.

6.4 Kerroinkuntana C

Kun vektoriavaruus on kompleksikertoinen, automorfismina ¢ toimii kom-
pleksikonjugointi, alikunta Fix(¢) on R, ja luvun A normi N () on sen mo-
dulin neli |A%.

Koska jokaiselle hermiittiselle neliomuodolle @ pétee Q(v) € R, niin voi-
daan maéritelld positiivinen definiittisyys.

Maisdritelma 6.9. Hermiittinen muoto S on positiivisest: definiitti, jos kai-
killa vektoreilla v # 0 pétee S(v,v) > 0.

Positiivisesti definiittid hermiittistd neliomuotoa kutsutaan sisdtuloksi.
Sen avulla voidaan mé&iritelld vektorien pituudet ja niiden véliset kulmat
aivan samoin kuin bilineaarisen sisétulon tapauksessa. Tavallisesti avaruuden
C™ pistetulo méaritelldaéin myds hermiittisen muodon mukaisesti:

vV-w = E V; W -
i

Téma pistetulo on sisétulo, toisin kuin tavallinen pistetulo (kompleksiava-
ruudessa).

Esimerkki 6.10. Tarkastellaan sarakevektoriavaruuksia C", joissa on muo-
tona hermiittinen pistetulo z -y =), z;y;.

Ryhma U(1) = Ui(C) koostuu 1 x 1-matriiseista eli kompleksiluvuista
2z = a + bi, joille pitee 2z = 1 kaikilla z € U(1). Koska zz = a? + b?,
nédmi kompleksiluvut sijaitsevat kompleksitason yksikkdympyralld. Vastaava
erityinen unitaarinen ryhmé on triviaali, koska kaikilla z € SU(1) téytyy
pited z = det z = 1.

Ryhmé U(2) = U(C) koostuu kaksiulotteisista matriiseista g, joilla
g'g = I. Merkitisin g = [% g], jolloin unitaarisuusehdosta saadaan yhté-

16ryhmé

ag+cé = la?+]c[* =1
bb+dd = |b2+]d?=1
ab+cd = 0

Ensimmaéisistd ehdoista ndhdéén, ettéd pisteet (a,c) ja (b,d), jotka ovat siis
kantavektorien arvot, sijaitsevat avaruudessa C? yksikkopallon pinnalla. Kol-
mas ehto puolestaan voidaan kirjoittaa muodossa d = —ab/¢, miki tarkoittaa
sitd, ettd lukujen a, b ja ¢ arvot maaraavat myos luvun d (kunhan ¢ # 0).
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Erityisessd unitaarisessa ryhméssé SU(2) saadaan vield yksi lisdehto, ni-
mittdin ad — bc = 1. Ratkaisemalla tistd d = (bc + 1)/a ja kiyttamaélla
ylempénd mainittua ehtoa d = —ab/¢, saadaan yhtédlét b = —¢ ja d = a.
Siispd jokainen erityisen unitaarisen ryhmén matriisi on itse asiassa muotoa

a —cC -
g= [c . ] , missi  |a|® +|c|* = 1.

Jos nyt merkitddn a = a1 + a9t ja ¢ = ¢1 + cot, voidaan kirjoittaa
a?+as+cd+ci=1.

Samastamalla C2 = R* huomataan, etts jokainen ryhmin SU(2) alkio vas-
taa itse asiassa jotain 3-ulotteisen pallonkuoren pinnan pistettd avaruudessa
R*. Toisaalta, jos esimerkiksi cy € [—1,1] on kiinnitetty, mahdolliset alkiot
vastaavat sellaisen R3:n kaksiulotteisen pallonkuoren pisteits, jonka side on
/1 — 3. Kun luku cy kéiy lipi kaikki luvut —1:std 1:een, pallonkuori kasvaa
origosta 1-siteiseksi ja takaisin, tdyttamalla kahdesti koko suljetun yksikko-
kuulan.

\/

Kuva 6: Ryhmén SU(2) alkiot vastaavat pisteitd pallonkuorilla, joiden side
on r = /1 — 3. Jokaista nollasta poikkeavaa siidettd vastaa kaksi identtistd
pallonkuorta, joista toisella co > 0, toisella ¢y < 0.

Kompleksikertoimisten avaruuksien unitaariset ryhmét ovat erityisen tér-
keitd kvanttimekaniikassa.

Esimerkki 6.11. Kvanttimekaniikassa mitd tahansa hiukkasta, kuten elekt-
ronia, voidaan kuvata aaltofunktiolla 1), joka on ajan ja paikan funktio. Aal-
tofunktion arvot ovat kompleksilukuja, joilla ei sindnsé ole mitaén fysikaalis-
ta merkitystd. Kuitenkin todenndkoisyys, jolla aallon ¥ kuvaama hiukkanen
on tietylld hetkell ¢ paikassa z, on |¢(t, z)|?.
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Olkoon 1) elektronia kuvaava aaltofunktio. Jos ¢ on nyt jokin kompleksi-

luku, jolle |¢| = 1, niin

(¢, 2)| = lep(t, ).
Todenn#koisyys, ettd hiukkanen 16ytyy tietystd paikasta ei siis muutu, vaik-
ka aaltofunktiota kerrottaisiin vakiolla c. Koska ¢ € U(1), sanotaan, etté
elektronin aaltofunktion symmetriaryhmé on U(1).

Liikkuvan elektronin tapauksessa voidaan ajatella, ettd termi ¢ on itse
asiassa paikan z funktio, eli ettd aaltofunktion arvot ovat muotoa c(z)y(t, ).
Tama4 lisdoletus ei edelleenkdan vaikuta elektronin sijainnin todennékoisyyk-
siin. Johtamalla téstd elektronin liikeyhtalot, ndhdasn, ettd elektroni itse
asiassa vuorovaikuttaa sdhkOmagneettista vuorovaikutusta vélittdvien foto-
nien kanssa. Lisdksi voidaan méadrittdd tdmén vuorovaikutuksen voimak-
kuus.

Sama ajattelu voidaan toistaa muidenkin hiukkasten tapauksessa muita
symmetrioita kiyttdmalla. Nykyfysiikan mukaan protonit ja neutronit koos-
tuvat kvarkeista, joilla on ominaisuus, jota kutsutaan wvdriksi. Vareja on kol-
me erilaista, ja erivarisilla kvarkeilla on tdsmilleen samat fysikaaliset ominai-
suudet. Kvarkkien vérin symmetriaryhmé on SU(3), jonka alkiot “vaihtavat
erivarisid kvarkkeja toisikseen”. Edelleen voidaan olettaa, etté kvarkkien vé-
rijakauma on paikasta riippuva funktio, ja liikeyhtdlot johtamalla ndhdéén,
ettd kvarkit vuorovaikuttavat vahvaa vuorovaikutusta vilittdvien gluonien
kanssa.

Erityistd ylla mainituissa esimerkeissd on se, ettd tapa, jolla liikeyht&lot
johdetaan, perustuu vain kyseessé olevan symmetriaryhmin ominaisuuksiin
sekd, joihinkin yleisiin fysikaalisiin periaatteisiin. Hiukkasfyysikot pyrkivit
yhtendistdmé&in kaikki luonnossa havaittavat perusvuorovaikutukset, ja erés
tapa ldhestyd tétd tehtdvdd on tutkia, minkélainen ryhmé voisi sopivalla
tavalla sisdltdd kaikki yksittdisiin vuorovaikutuksiin liittyvit symmetriaryh-
mat.

6.5 Adirelliset kunnat

Asrellisissi kunnissa tilanne on hyvin rajoitettu. Ensinnikin lauseen 6.6 mu-
kaan on kannanvaihtoa vaille olemassa vain yksi hermiittinen muoto. Toi-
saalta voidaan osoittaa, ettd ldheskddn kaikissa kunnissa ei voida maéaritella
tarvittavaa automorfismia.

Lause 6.12. Adrellisessi kunnassa voidaan madritelli konjugoiva automor-
fismi o jos ja vain jos kunnan kertaluku g on nelié. Mydnteisessd tapauksessa
saatava automorfismi on muotoa o(a) = aV9.

Lauseen todistus ei ole vaikea, mutta se vaatii esitietoja kuntalaajennos-
ten teoriasta. Ideana on, ettd jos kunnassa K on konjugaatioautomorfismi
o, niin K on kaksiulotteinen vektoriavaruus, jonka kertoimet ovat alikun-
nassa Ko = Fix(c). T#llpin nimittiin pitee |[K| = |Ky|?. Yksityiskohdat
sivuutetaan.
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Y1l4 olevasta lauseesta seuraa muun muassa, ettd alkukunnissa If, ei voi-
da maaritelld konjugointia. Tarkastellaan seuraavassa esimerkissé sitd, miten
ylipdénsa voidaan madritelld muita dérellisia kuntia.

Esimerkki 6.13. Tiedetddn, ettd on olemassa yhdeksédnalkioinen kunta Fy,
jonka karakteristika on kolme. Tama kunta voidaan médritelld 1ahtemalla
alkukunnasta F3 = {0,1, —1}. Aluksi etsitdén F3-kertoiminen toisen asteen
polynomi, jolla ei ole juuria kunnassa F3. Téllainen on esimerkiksi

x2+1,

silld (£1)2 4+ 1 = —1 # 0. Lis#itdsin nyt tihiin kuntaan kyseisen polynomin
juuria) polynomirenkaassa F3[z], niin sen virittimi péiideaali (z? + 1) on
maksimaalinen. TAmi tarkoittaa sitd, ettd tekijirengas F3[z]/(z% + 1) on
kunta. Kyseisess# tekijirenkaassa on alkioina sivuluokat a + (z2 + 1), missé
a on jokin polynomeista

0, 1, -1, =z, z+1, z—1, —z, —z+1 ja —z—1.

Toisaalta 2 +1 € (z?+1), joten polynomin 2+ 1 sivuluokka on 0+ (2% +1).
Niin ollen x + (22 + 1) on tekijirenkaassa polynomin x? + 1 juuri.

Nimet#in nyt tekijirengas F3[z]/(x? 4+ 1) kunnaksi Fy ja merkitéin po-
lynomia z symbolilla ¢. Ndin on saatu kunta

Fo =40, 1, =1, 4, 641, i—1, —i, —i+1, —i —1},

jossa 72 = —1. Konjugoivana automorfismina on @ = a3, jolla i = 4 -4 = —i.

Koska vain niissd kunnissa, joiden kertaluku on nelidé, on mahdollista
médritelld konjugaatioautomorfismi, &drellisid unitaarisia ryhmié on tapana
merkitd U, (F,2) = Uy(q) ja vastaavasti SU,(Fz2) = SUy(q). Kirjallisuudessa
tapaa kuitenkin tastd poikkeavia kiytantdja.
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