7 Symplektiset ryhmiit?

Symplektiset ryhmét ovat alternoivien muotojen isometriaryhmié. Alternoi-
van muodon méarittdmé geometria ei ole yhtd intuitiivisesti selked kuin esi-
merkiksi symmetrisen muodon, mutta laskennallisesti se on sitd vastoin hel-
pompi kisitelld. My6s isometriaryhmaésséd kuvastuu tdmé laskennallinen vai-
vattomuus.

7.1 Symplektiset kannat

Oletetaan téssd kappaleessa, ettd B on alternoiva bilineaarinen muoto K-
kertoimisessa vektoriavaruudessa V.

Jos u,v € V ja B(u,v) = b # 0, niin u ja v ovat lineaarisesti riippumat-
tomia. Muuten nimittain B(u,v) = B(u, Au) = AB(u,u) = 0 jollain A € K*.
Valitaan u; = u ja v; = b~ !, jolloin B(uj,v1) = 1. Nyt vektorit u1 ja vy
muodostavat kannan jollekin V:n kaksiulotteiselle aliavaruudelle W. Tuossa
aliavaruudessa muoto B on kyseisen kannan suhteen kirjoitettuna

~ 0 1

5=1° o)
Téllaista kaksiulotteista avaruutta kutsutaan hyperboliseksi tasoksi (sym-
plektisessd avaruudessa).

Maiiéritelmd 7.1. Jos kaksiulotteisella avaruudella V' on kanta (u,v), jon-
ka vektoreille patee B(u,v) = 1, niin avaruutta V kutsutaan hyperboliseksi
tasoksi. Sen kantavektorit puolestaan muodostavat hyperbolisen parin.

Symplektiset avaruudet koostuvat kokonaan hyperbolisista tasoista.

Lause 7.2. Oletetaan, ettd B on alternoiva bilineaarinen muoto avaruudessa
V. Tdlloin avaruudella V' on kanta (u1,v1,..., U, Up,w1,. .., Wn_2), jonka
suhteen muodon B matriisi on muotoa

M 0
. _ 10 1
B = o , missd M_|:—1 O]'
0 On—ZT

Lisdksi jono (w1, ..., wp—_or) on radikaalin rad(V') kanta.

Todistus. Jos B(u,v) = 0 kaikilla u,v € V, niin rad(V) = V, joten asete-
taan r = 0. Muuten voidaan yll& esitetylld tavalla valita hyperbolinen pari

*Nimitys “symplektinen” tulee sanasta symplektikos, joka on suora kisnnds latinasta
kreikkaan sanalle complezus. K&3nnos heijastaa symplektisen geometrian ja kompleksia-
varuuksien vilistd suhdetta, ja sen kehittdjaksi on esitetty Hermann Weylia. Kuitenkin
esim. R.A. Wilson mainitsee Sylvesterin sanan ensimmdiisend kéyttajana.

41



(u1,v1). Olkoon Wi tdmén parin virittdma aliavaruus. W7 on surkastuma-
ton, joten lemman 5.4 perusteella V on suora summa aliavaruuksista Wi ja
Wit. Liséiksi radV = V4 = Wit n (WiH)*+ = rad Wit. Konstruktiota voi-
daan siis jatkaa aliavaruudessa WIJ‘ Lopulta B(u,v) = 0 kaikilla u,v € WQJ;,
jolloin konstruktio pysihtyy, ja rad(V) = rad(Ws:) = Wi O

Kutsutaan tastd ldhtien ylla olevassa lauseessa esitettyd kantaa symplek-
tiseksi kannaksi. Lauseesta saadaan heti seuraavat korollaarit.

Korollaari 7.3. Jos vektoriavaruudessa on surkastumaton alternoiva muo-
to, niin avaruuden dimensio on parillinen.

Korollaari 7.4. Vektoriavaruuden kaikki surkastumattomat alternoivat bi-
lineaariset muodot ovat ekvivalentteja.

Korollaari 7.5. Alternoivaa muotoa esittdvan matriisin determinantti on
aina nelié kerroinkunnassa.

Todistus. Jos matriisi B on lauseessa mainittua muotoa By, sen determi-
nantti on 1. Muuten 16ytyy jokin kannanvaihtomatriisi L, jolla B = LT ByL,
jolloin det B = (det L)2. O

Mainittakoon téssd yhteydessd, ettd alternoivan muodon matriisilla on
muitakin esitystapoja, joita kdytetddn ahkerasti kirjallisuudessa. Ehki taval-
lisin ylla olevasta poikkeava surkastumattoman muodon esitystapa on

S Or Ir
B- [Jh_[r 4 }

Tama esitys saadaan ylld olevasta yksinkertaisesti kantavektoreiden jérjes-
tystéd vaihtamalla.

7.2 Symplektisen ryhmin méiiritelmé

Symplektiset ryhmét ovat alternoivan muodon isomorfiaryhmié.

Maiidritelmé 7.6. Oletetaan, ettd B on surkastumaton alternoiva bilineaa-
rinen muoto vektoriavaruudessa V. Jos lineaarikuvaus ¢ siilyttdsd muodon
B, niin sanotaan ettd g on symplektinen. Symplektisten kuvausten ryhméa
kutsutaan symplektiseksi ryhmadksi ja merkitdan Sp(B)(V).

Merkinnéssé Sp(V) muotoa ei yleensé tarvitse merkitd ndkyviin, koska
kaikki avaruuden alternoivat muodot ovat kesken#ddn ekvivalentteja. Mat-
riisiyht&losta gTEg = E, missd B on alternoiva muoto, ndhddan helposti,
ettd detg = +1 kaikilla g € Sp(V). MyShemmin kuitenkin voidaan tode-
ta, ettd symplektisten kuvausten determinantti on aina 1. Mitdan erityista
symplektistd ryhméé “SSp(V)” ei siis ole tarvetta mééritelld.

Projektiivinen symplektinen ryhmd PSp(V) mééritellddn tuttuun ta-
paan tekijaryhmaéné skalaarimatriisien suhteen. Symplektisid skalaarimat-
riiseja ovat vain I ja —I. N&mi itse asiassa muodostavat ryhméan Sp(V)
keskuksen, joten PSp(V') = Sp(V)/Z(Sp(V)).
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Esimerkki 7.7. Vektoriavaruuden V pinta-alamuoto on bilineaarinen ku-
vaus A : V x V — K, jolle pitee A(v,w) = 0 aina, kun v ja w ovat li-
neaarisesti riippuvia. Pinta-alamuoto ilmoittaa kahden vektorin virittdman
suunnikkaan suunnatun pinta-alan. Bilineaarisuusehto takaa, etté esimerkik-
si skaalatun suunnikkaan ala skaalautuu myos oikeassa suhteessa. Toisaalta,
jos v ja w sijaitsevat samalla suoralla (eli ovat lineaarisesti riippuvia), niin ne
virittdvat janaksi surkastuneen suunnikkaan, jonka pinta-ala on 0. Suunna-
tulla tarkoitetaan tdssa yhteydessa sité, ettd pinta-alamuoto voi olla positii-
vinen tai negatiivinen, ja jos suunnikas “kdsnnetdén” vaihtamalla sen virit-
tavit vektorit keskenéddn, pinta-alamuoto vaihtaa merkkid. Esimerkki pinta-
alamuodosta on kaksiulotteisen avaruuden determinanttikuvaus.

Koska pinta-alamuoto on itse asiassa alternoiva bilineaarinen muoto, sen
sailyttavit lineaarikuvaukset ovat symplektisid kuvauksia. Esimerkiksi tasos-
sa R? tillaiset kuvaukset ovat kiertoja, litistyksid, transvektioita tai niiden
yhdistelmié. Kierrot ovat tuttuja erityisen ortogonaalisen ryhmén alkioina.
Litistyksen matriisi on sopivassa kannassa

L= [g . 1] .
Transvektiot puolestaan ovat kuvauksia, jotka muuttavat jonkin kiinnitetyn
suoran suuntaiset suorakulmiot suunnikkaiksi niiden korkeutta muuttamat-
ta. Sellaisen matriisi on sopivassa kannassa muotoa

1 «
n=t

Kaikki ndmé kuvaukset sdilyttdvat kahden vektorin virittdméan suunnikkaan
pinta-alan ja lisdksi kyseisten vektorien jarjestyksen niiden muodostaman
kulman kylkind. Voidaan itse asiassa osoittaa, ettd kaikki symplektiset ku-
vaukset voidaan ilmaista transvektioiden avulla.

A A

@

\ 4
\ 4

Kuva 7: Litistys ja transvektio ovat tason symplektisid kuvauksia

Symplektiset kuvaukset esittdvat merkittdvad osaa myos teoreettisessa
fysiikassa.
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Esimerkki 7.8. Klassisessa mekaniikassa on tapana hankkiutua eroon kap-
paleeseen vaikuttavista tuki- ja sidosvoimista korvaamalla tavalliset paikka-
koordinaatit yleistetyilld koordinaateilla q;. Esimerkiksi vaijerin paéssa pyo-
rivd moukari voi liilkkua ainoastaan ympyrén kehilld, jolloin sen liikkeen ku-
vaamiseen riittdd tuntea kiertokulma ¢. Kun koordinaatit valitaan sopivasti,
liikeyhtalot tulevat muotoon

d (0L oL 0

dt (3%’) dgi
missé ¢; merkitsee ¢;:n aikaderivaattaa ja L on niin sanottu Lagrangen funk-
tio, joka madritelladn systeemin potentiaali- ja kineettisen energian erotuk-
sena.

Y14 oleva liikeyhtélo sisdltdd toisen asteen derivaattoja. Hamiltonilai-
sessa muotoilussa otetaan kayttoon kutakin yleistettyd koordinaattia vastaa
yleistetty litkemddrd p; = OL/0¢;. Kun lisdksi maaritelladn Hamiltonin funk-
tio H = ¢;p; — L, liikeyht&lot tulevat muotoon

,._GH o _ _._aH
qi = Op; J bi = aqi-

Téssd muotoilussa yhtélot sisdltdvit vain ensimmaéisen asteen derivaattoja,
mutta toisaalta vapaita muuttujia on kaksinkertainen méara aikaisempaan
verrattuna.

Kirjoitetaan nyt yleistetyt koordinaatit ja lilkem&arat samaan vektoriin
n=1(q1,--,Gn,P1,---,Pp)- Talloin Hamiltonin liitkeyht&l6t tulevat muotoon

0, I,
—I, 0,]°

n:Ja—n, missa J:[

Voidaan osoittaa, ettd Hamiltonin funktio siilyy ajasta riippumattomissa
koordinaatistonmuunnoksissa. T4&lléin, jos L on muunnoksen n +— ( Jacobin
matriisi, niin

L'JL=J.
Antisymmetrisend matriisina J méarittdd jonkin alternoivan muodon, joten
koordinaatistonmuunnoksen Jacobin matriisin on oltava symplektinen.
7.3 Transvektiot eli murroskuvaukset

Olkoon W jokin hypertaso vektoriavaruudessa V. Transvektioksi kutsutaan
lineaarikuvausta 7', jolle patee Tw = w kaikilla w € W ja Tv—v € W
kaikilla v € V.

Miiritelmi 7.9. Olkoon B alternoiva muoto K-kertoimisessa avaruudessa
V. Olkoot lisdksi u € V' \ {0} ja a € K. Lineaarikuvausta

Tu,a(V) = v+ aB(u,v)u

kutsutaan symplektiseksi transvektioksi.
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On helppo néhdi, etté 7, 4 kiinnittdd hypertason ut ja ettd 7, 4 (v) —v on
vektorin u suuntainen. Téten 7, o(v) —v € ut, ja kuvaus Tu,a ON transvektio.
Lisdksi kaikilla v, w € V pétee

B(7u,a(v), Tu,a(w)) = B(v + aB(u,v)u, w+ aB(u, w)u)
= B(v,w) + aB(u,w)B(v,u) + aB(u,v)B(u,w)
+ o2 B(u,v) B(u, w)B(u, )
= B(v,w).

Siispd kuvaus 7, on myds symplektinen. Symplektiset transvektiot hoitavat
tietyssd mielessd ortogonaalisten peilausten virkaa symplektisissd ryhmissé.

Lause 7.10. Avaruuden V symplektiset transvektiot virittdvit koko symplek-
tisen ryhmdn Sp(V).

Todistus. Sivuutetaan. O
Korollaari 7.11. Kaikilla g € Sp(V') pdtee detg = 1.

Todistus. Olkoon T = T, o avaruuden V mielivaltainen symplektinen trans-
vektio. Valitaan avaruudelle uf- jokin kanta (ui,usg,...,up—1) ja tdydenne-
tadn se vektorilla u, avaruuden V kannaksi. Nyt kaikilla ¢ € {1,...,n — 1}
patee 7(u;) = u;, ja lisiksi 7(uy) = up + Aug, missd A = aB(u1,uy). Vali-
tussa kannassa transvektion matriisi on siis

10 0 X

01 00

= s
10

0 01

Nihdéan, ettd mielivaltaisen symplektisen transvektion determinantti on 1.
Jokainen g € Sp(V') on puolestaan transvektioiden tulo, joten detg =1. O

7.4 Yhteys kompleksikertoimisiin avaruuksiin

Tarkastellaan kompleksikertoimista avaruutta C", jossa on mééritelty her-
miittinen pistetulo z -y = >, TxFk. Jos merkitddn z; = a + byt ja yp =
¢ + dgi, niin

n
zoy=Y [(agcx + brdy) + i(bcy, — ardy)].
k=1

Samastetaan nyt C* = R?" kuvauksella

L(al + b1ty ...,0n —|—bn’i) = (a1,b1,... ,an,bn).

45



Té&ll6in hermiittiselle pistetulolle patee

T-y= By ([’(‘T)’ [’(y)) +1Bs ([*(~T), L(y))a

missd B on tavallinen ortogonaalinen pistetulo avaruudessa R?" ja B, on

alternoiva muoto

0 -1 0
1 0

0
.0 1

-1
0

Hermiittisen sisdtulon arvot ovat siis kompleksilukuja, joiden imaginaa-
riosa saadaan tietyn reaaliavaruuden alternoivan muodon arvoista. Kuvaus-
ten, jotka sdilyttavat kompleksiavaruudessa esimerkiksi vektorien pituudet,
taytyy siis olla tuossa reaaliavaruudessa symplektisid kuvauksia. T&lla tavoin
symplektisen geometrian tutkiminen liittyy ldheisesti kompleksikertoimisten

vektoriavaruuksien geometriaan.
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