8 Adsrelliset yksinkertaiset ryhmiit

Téssd luvussa tarkastellaan darellisid yksinkertaisia ryhmid. Kaikki dérelli-
set ryhmét koostuvat niistd, ja dérellisis yksinkertaisia ryhmis kutsutaankin
usein &irellisten ryhmien rakennuspalikoiksi. Ryhméteorian suuri voiman-
ponnistus on ollut luokittelulause, joka listaa kaikki dérelliset yksinkertaiset
ryhmét. Matemaatikoilla on siis kéytossddn tarkka lista darellisen ryhméteo-
rian rakennuspalikoista!

Téaman kurssin kannalta direlliset yksinkertaiset ryhmat ovat kiinnosta-
via sen vuoksi, ettd valtaosa niistd saadaan klassisista ryhmisté.

Maiidritelma 8.1. Ryhma on G yksinkertainen, jos silld on tédsmaélleen kaksi
normaalia aliryhméa: {1} ja G.

Huomaa, ettd mééritelmén mukaan ryhmé {1} ei ole yksinkertainen.

8.1 Kompositiojonot

Jotta voidaan puhua tarkemmin siitd, mitd dérellisten ryhmien rakennuspa-
likoilla tarkoitetaan, on esiteltdvd kompositiojonon kisite.

Maiidritelma 8.2. Olkoon @ #érellinen ryhmé. Sen kompositiojono on &a-
rellinen jono

{1}:G0<]G1<1G2<|"'<1Gn_1<]Gn:G,

jota ei voida pidentéd lisddmallé sithen normaaleja aliryhmié. Tekijaryhmid
G;/G;-1 kutsutaan jonon kompositiotekijoiksi.

Merkintd G;_1 < G; tarkoittaa, ettd G;_1 on ryhmén G; normaali ali-
ryhmé, joka on lisdksi G;:n aito osajoukko.

Adrellisilld ryhmilld on aina olemassa jokin kompositiojono. Voidaan ni-
mittédin aloittaa jonosta {1} <1 G. Sen jilkeen jonoa pidennetédén niin paljon
kuin mahdollista lisddamalla sithen normaaleja aliryhmis. Tatd ei kuiten-
kaan voida jatkaa ddrettomén kauan, silld ryhmé on &arellinen. Siten saatu
jono on kompositiojono.

Ryhmallé saattaa olla useita kompositiojonoja, mutta ne ovat kaikki poh-
jimmiltaan samanlaisia.

Lause 8.3. (Jordan-Hélder) Valitaan kaksi G:n kompositiojonoa, ja olete-
taan, ettd niiden kompositiotekijoiden joukot ovat S ja T. Nyt on on olemassa
bijektio o : S — T, jolla patee x = o(x) kaikilla x € T.

Todistus. Lauseen todistus l0ytyy mistd tahansa ryhméteorian perusteokses-
ta. U

Lause 8.4. Jono
{1} =Go<G1 < G241 Gp1 <G =G,

on kompositiojono jos ja vain jos sen tekijit G;/G;_1 ovat yksinkertaisia.
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Todistus. Oletetaan aluksi, ettd kyseessd on kompositiojono. Jos on ole-
massa tekija G;/G;_1, joka ei ole yksinkertainen, niin silloin silld on jokin
epdtriviaali normaali aliryhmé. Témé& aliryhm& on muotoa H;/G;_1, missi
Gi_1 <4 H; < G1. Tamai tarkoittaa sitd, ettd kompositiojonoon voidaan lisdté
ryhmé H;, mikd on ristiriita. Siten kaikki kompositiotekijét ovat yksinker-
taisia.

Oletetaan sitten, ettd kaikki tekijat G;/G;—1 ovat yksinkertaisia. Jos jo-
noon nyt lisitddn ryhméa H; siten, ettd G;—1 < H; <1 G, niin silloin H;/G;_1
on ryhmén G;/G;_1 epétriviaali normaali aliryhma. Siten on paddytty risti-
riitaan, ja jonon on oltava kompositiojono. O

Nyt siis tieddmme, ettd jokainen dérellinen ryhma voidaan hajottaa kom-
positiojonoksi, jonka tekijat ovat darellisia yksinkertaisia ryhmis. Nama kom-
positiotekijat ovat tavallaan ryhmien rakennuspalikoita, ja kompositiojonot
kertovat meille paljon ryhméan rakenteesta. Ne eivit kuitenkaan masdras ryh-
mén rakennetta tdysin, ja kahdella ryhmélld saattaakin olla samanlainen
kompositiojono, vaikka ryhmét eivit olisi isomorfisia. Jos ryhmén rakenne
halutaan méarittda tarkasti, on rakennuspalikkojen lisdksi tiedettdva, miten
ne kiinnittyvat toisiinsa.

Esimerkki 8.5. Etsitddn symmetrisen ryhmaélle S3 jokin kompositiojono.
Merkitdan A3 = {1, (123), (132)}. Nyt jono

{1} < A3 < S3
on kompositiojono, ja sen tekijat ovat
Sg/Ag = 02 ja Ag/{l} = A3 = 03,

missd Cy ja C3 ovat syklisid ryhmia.
Tarkastellaan sitten syklistd ryhméa Cg. Sille 16ydetdan kompositiojono

{1} <« C3 <1 Cs,
jonka kompositiotekijat ovat
Cs/C3 = Cy ja C3/{1} = Cs,
Niiden kahden ryhmé&n kompositiojonot ovat siis samat, mutta ryhmaét
eivit kuitenkaan ole isomorfiset.

8.2 Adsrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelu

Erds ryhmaéteorian huomattavimmista tuloksista on darellisten yksinkertais-
ten ryhmien luokittelu. Luokittelulauseen nojalla tiedimme tarkalleen, mil-
laisia dérellisten ryhmien rakennuspalikat ovat.

Lause 8.6. Seuraavat ddrelliset ryhmdt ovat yksinkertaisia eikd muita ad-
rellisid yksinkertaisia ryhmid ole:
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(1) sykliset ryhmat Cp, missi p on alkuluku

(2) alternoivat ryhmat Ay, missin > 5

(3) klassiset ryhmdat (namd on lueteltu tarkemmin alla)
(4) poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmdat

(5) sporadiset ryhmit.

8.2.1 Sykliset ryhmiit

Syklistd ryhméa, jonka virittdjan kertaluku on n, merkitddn C,. Koska sykli-
set ryhmét ovat vaihdannaisia, ovat niiden kaikki aliryhmé&t normaaleja. Si-
ten syklinen ryhmaé on yksinkertainen jos ja vain jos silld ei ole epétriviaaleja
aliryhmié. Koska sykliselld ryhmélla C, on aina yksi aliryvhmé kutakin luvun
n jakajaa kohden, niin ryhmé on yksinkertainen jos ja vain jos n on alkuluku.

8.2.2 Alternoivat ryhmit

Alternoivat ryhmét ovat symmetristen ryhmien aliryhmié. Symmetrinen ryh-
mé S, koostuu kaikista joukon {1,...,n} permutaatioista. Jokainen Sy:n al-
kio voidaan kirjoittaa vaihtojen tulona. Ne permutaatiot, joiden ilmaisemi-
seen tarvitaan parillinen madrd vaihtoja, muodostavat aliryhmén A,,.

8.2.3 Klassiset ryhmit

Yksinkertaiset klassiset ryhmét saadaan projektiivisista ryhmistd. Ryhmat
PSL,(q), PSU,(q) ja PSp,(q) ovat muutamaa poikeusta luukun ottamat-
ta yksinkertaisia. Ortogonaalisissa ryhmissd tdmi ei toimi, silldi PSO,(q)
ei yleensé ole yksinkertainen. Télloin onkin tarkasteltava aliryhmén €2,(q)
tekijaryhméa P, (q), joka pienimpid dimensioita lukuun ottamatta on yk-
sinkertainen.

Lause 8.7. Seuraavat klassiset ryhmdt ovat yksinkertaisia:
(1) PSLy(q), jos n > 2, poikkeuksina PSL2(2) ja PSLy(3)
(2) PSU,(q), jos n > 3, poikkeuksena PSU;3(2)

(8) PSpn(q), jos n > 2, poikkeuksena PSps(2)
(4a) PQoni+1(q), jos n >3 ja g on pariton
(4b) PQ3,(q)
(4b) PQ5,(q), jos n > 4.

,josn >4
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Todistus. Ryhmien yksinkertaisuus todistetaan niin kutsutun Iwasawan lem-
man avulla. Talléin on tutkittava ryhmien toimintaa jossakin joukossa eli
tulkittava ne tdmén joukon kuvauksiksi. Esimerkiksi ryhmén PSL,(q) ta-
pauksessa voidaan joukoksi valita projektiivinen avaruus.

Todistukset 16ytyvéat esimerkiksi kirjasta L. C. Grove: Classical Groups
and Geometric Algebra. O

Omegaryhmi Tarkastellaan seuraavaksi hieman tarkemmin omegaryh-
mié, joiden méaéritelmé on hyvin erilainen parillisen ja parittoman karak-
teristikan tapauksessa.

Oletetaan ensin, ettd kerroinkunnan karakteristika on pariton. T&lléin
omegaryhmé €,(q) voidaan mééritelld ortogonaalisen ryhmén peilauksien
avulla. (Katso madritelma 5.15.) Ryhma P, (q) saadaan tuttuun tapaan
muodostamalla tekijaryhmaé skalaarien suhteen eli

PQn(q) = n(9)/(Qn(q) N {In, —In})-

Parillisessa karakteristikassa ei voida kiyttdsd samaa madritelmasd kuin
parittomassa, silld peilauksia ei ole. Jos karakteristika on parillinen ja avaruu-
den dimensio pariton, niin mééritellaan Q,(q) = O, (q) ja PQy(q) = PO,(q).
Téma tapaus ei kuitenkaan ole mielenkiintoinen, silld ryhmé O, (q) on iso-
morfinen symplektisen ryhmén Sp,_1(q) kanssa. Siksi ryhmaé ei myoskdan
tarvitse mainita ddrellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelulauseessa.

Jos sekid karakteristika ettd avaruuden dimensio ovat parillisia, niin ome-
garyhmé mééritellddn seuraavasti: Olkoon g € O,(q) ja olkoon k g:n kiin-
nittdmaén aliavaruuden dimensio eli

k = dimFix(g) = dim{v € K" | gv = v}.

Nyt g € Q,(q) jos ja vain jos k on parillinen. Projektiivinen ryhma P$,(q)
on parillisen karakteristikan tapauksessa isomorfinen ryhméan €, (¢q) kanssa.

On hyvi tiedostaa, etté kirjallisuudessa esiintyy rutkasti erilaisia omega-
ryhmén méaritelmis.

8.2.4 Poikkeukselliset Lie-tyypin ryhmaét

Klassiset ryhmét ovat osa suurempaa kokonaisuutta, jota kutsutaan Lie-
tyypin ryhmiksi. Muita Lie-tyypin ryhmié kutsutaan poikkeuksellisiksi Lie-
tyypin ryhmiksi. Muutamia poikkeuksia lukuun ottamatta ne ovat yksinker-
taisia.

8.2.5 Sporadiset ryhmit

Sporadiset ryhmét muodostuvat niisté darellisistd ryhmisté, jotka eivit mah-
du mihink&an ylldolevista luokista. Niitd on yhteensd 26 kappaletta.

50



8.3 Klassisten ryhmien kompositiojonot

Tarkastellaan seuraavaksi klassisten ryhmien kompositiojonoja. Namé jonot
eivit ole erityisen monimutkaisia, silld ne koostuvat yksinkertaisesta klassi-
sesta ryhmaésté seké syklisistd ryhmisté.

Yleisen lineaarisen ryhméan kompositiojono on

- < GLn(Q)'

{1} < < Z(SLn(q)) él) SLn(q) < o

Jonon kompositiotekijat ovat seuraavat:

(1) Jos ryhméa Z(SL,(q)) on yksinkertainen, on tdssi vilissd vain yksi
kompositiotekija. Muussa tapauksessa kompositiotekijat ovat ryhméan
Z(SLy(q)) aliryhmien tekijaryhmis. Kompositiotekijat ovat syklisid,
silld ryhmé I on syklinen.

(2) Kompositiotekija on SLy(q)/Z(SLn(q)) = PSLy(q), kunhan PSL,(q)

on yksinkertainen.

(3) Jos ryhmé GLn(q)/SLn(q) = F, on yksinkertainen, on téssé vélissi
vain yksi kompositiotekija Fy. Muussa tapauksessa kompositiotekijét

ovat ryhmén Fy aliryhmien tekijaryhmia ja siten syklisia.
Unitaarisen ryhmén kompositiojono on

1} < --- <« {SU,(q):n skalaarit} < SU,(q) < --- < U,(q).
{1} 0 {SUn(q) } 3 (9) 5 (9)

Jonon kompositiotekijat ovat seuraavat:

(1) Josryhmé {SUy(gq):n skalaarit} on yksinkertainen, on téssé vélissd vain
yksi kompositiotekijd. Muussa tapauksessa kompositiotekijat ovat ta-
maén ryhmén aliryhmis. Ne ovat syklisié.

(2) Kompositiotekija on SU,(q)/{skalaarit} = PSU,(q), kunhan PSU,(q)
on yksinkertainen.

(3) Jos ryhmé U, (q)/SUp(q) = Ker(N) on yksinkertainen, on téssé vélissé
vain yksi kompositiotekija F,. Muussa tapauksessa kompositiotekijét
ovat ryhmén Ker(N) aliryhmien tekijaryhmid. Ne ovat syklisii.

Jos PSpy(q) on yksinkertainen, niin symplektisen ryhmén kompositiojo-
noksi saadaan

1} < {1,-1 < Spylq),
{1} Cz{ }Pspn(q) 'Pn(q)

missd kompositiotekijat on merkitty kolmioiden alle.
Jos ¢ on pariton, niin ortogonaalisen ryhmin kompositiojono on

1 1,-11nNQ, < Q, < SO, < Oy(q),
{ }mfi'@{ ,—1} (9) o) (a) | < o (9) 3 (9)
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kunhan vain PQ,(q) on yksinkertainen.
Jos g ja n ovat parillisia, niin ortogonaalisen ryhmén kompositiojono on

{1} Q:(]q) Qn(q) §2 On(q),

kunhan vain Q,(¢g) on yksinkertainen.

8.4 Adsrellisten yksinkertaisten ryhmien historia

Adrellisten yksinkertaisten ryhmien historia ulottuu ainakin 1830-luvulle as-
ti. Niihin aikoihin ranskalainen matemaatikko Evariste Galois selvitti ryh-
mien merkityksen polynomiyhtdléiden ratkaisemisessa ja loi pohjan ryhmé-
teorialle. Galois ymmérsi, ettd yksinkertaiset ryhmét ovat térkeitd, ja tiesi
alternoivan ryhmin A, olevan yksinkertainen, kun n > 5. Lisdksi Galois
konstruoi ainakin ryhmét PSLo(p), missi p on alkuluku.

Muutamia kymmenid vuosia myShemmin 1870-luvulla Galoisin maan-
mies Camille Jordan 16ysi loputkin lineaarisista yksinkertaisista ryhmisté
PSL,(q). Hin my6s kehitti menetelmié, joita voitiin mychemmin kiytt&s
arellisten yksinkertaisten ryhmien luokittelussa. Samohin aikoihin Emile
Mathieu konstruoi viisi sporadista ryhmaéé, joita kutsutaan Mathieun ryh-
miksi. (Mathieukin oli ranskalainen.)

1900-luvulla klassisten ryhmien teoria péési toden teolla vauhtiin. Sak-
salainen matemaatikko Wilhelm Killing oli luokitellut yksinkertaiset Lien
algebrat, ja kévi ilmi, ettd niihin liittyvat niin kutsutut Lie-tyypin ryhmét
ovat yksinkertaisia. (Klassiset ryhmét kuuluvat néihin.) Téssé tyossd merkit-
tévé osuus oli ranskalaisella Claude Chevalleylla, joka kehitti systemaattisen
menetelmén Lie-tyypin ryhmien konstruoimiseksi.

1960-luvulla kaikki Lie-tyypin ryhmat oli 16ydetty ja matemaatikot alkoi-
vat olla sitd mieltd, ettd dérellisid yksinkertaisia ryhmié ei enédé olisi enem-
péaa. Luokittelulauseelle ryhdyttiin toiveikkaina kokoamaan todistusta, mut-
ta pian huomattiin, ettei se ollutkaan aivan helppoa. Vuonna 1964 ryhméteo-
reetikkoja jarkytti kroatialaisen Zvonimir Jankon 16ydos: uusi yksinkertai-
nen sporadinen ryhmaé. Tutkijoille alkoi valjeta, ettéd tehtdvé saattaisi hyvin
vaikea. Ehkapé darellisid yksinkertaisia ryhmié olikin jajelld vield sadoittain?

Seuraavalla vuosikymmenelld 16ytyivat loputkin 20 sporadista ryhmaé,
mutta sen jalkeen alkoi n#yttdd siltéd, ettd adrellisia yksinkertaisia ryhmis
ei endd l0ytyisi enempdd. 1980-luvulla alettiin uskoa, ettd luokittelulause
todistuksineen olisi viimeinkin valmis.

Adrellisid yksinkertaisia ryhmié ei tdhén péiviin mennessd ole 16ytynyt
lisdé. Luokittelulauseen todistus koostuu useiden eri ihmisten kokoamista pa-
lasista, ja sitd on jouduttu moneen otteeseen korjaamaan ja paikkailemaan.
Tuhansia sivuja pitké todistus koostuu sadoista artikkeleista, ja tuskinpa ku-
kaan pystyy sitd kokonaisuudessaan ymmartdmaan. Tama onkin herdttanyt
kritiikkid, eivitka kaikki ole aina olleet sitd mieltd, etté tulosta ylipddnsa voi
kutsua lauseeksi ja sen todistusta todistukseksi. Todistuksen eri osaset on
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kuitenkin tarkastettu moneen otteeseen ja eri ihmiset ovat saaneet eri me-
netelmilld samoja tuloksia, joten vain harva endd nykyddn epdilee lauseen
todistuksessa olevan vakavia virheita.

Luokittelulause on erds ryhméteorian huikeimmista saavutuksista. Jo pi-
tuudeltaankin sen todistus on omaa luokkaansa. Gorenstein, Lyons ja Solo-
mon aloittivat kokoamaan todistusta yksiin kansiin, ja siitd on muodostu-
massa yksitoistaosainen kirjasarja, josta tdhén mennessé on ilmestynyt kuusi
osaa. Luokittelulauseen todistusta pyritdan edelleen kehittdmaén ja yksin-
kertaistamaan, ja télldkin hetkelld monet ryhméteoreetikot tyoskentelevit
sen parissa.

Lahde: R. A. Wilson: Finite Simple Groups
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