9 Lien teoria

9.1 Tausta

Norjalaisella matemaatikolla Sophus Marius Lielld (1842-1899) oli unelma.
Han oli kuullut Evariste Galois’n teoriasta, jossa tdma liitti kuhunkin po-
lynomiyht&loon tietyn symmetriaryhmén, joka permutoi yhtdlon ratkaisuja
pitden kerroinkunnan paikallaan. Galois oli onnistunut tdmé#in symmetria-
ryhmén avulla méérittdméadn tarkat ehdot sille, milloin polynomiyhtilé voi-
daan ratkaista analyyttisesti, ja tatd keksint6d pidetdan ryhmaéteorian ja mo-
dernin algebran alkuna. Ottaen mallia Galois’n teoriasta, Lie halusi 16ytaa
differentiaaliyhtdloihin liittyvat symmetriaryhmét, jotka auttaisivat yhtalon
ratkaisujen 16ytédmisessé.

Lien oivallus, jonka hin mainitsi 1871 viitoskirjassaan “Uber eine Classe
geometrischer Transformationen”, perustui hénen aikaisempiin differentiaa-
ligeometrian tutkimuksiinsa. Hin huomasi, ettd reaaliluvuilla parametrisoi-
tu muunnosryhmi séilyttaéd differentiaaliyhtdlon muodon vain jos ryhmén
tangenttiavaruudella on tietty rakenne. Lien pyrkimys oli luokitella kaikki
téllaiset tangenttiavaruudet, ja kdyttdd sitten tatd luokittelua differentiaa-
liyhtaloiden ratkaisemiseksi.

Vaikka Lien tavoite ei koskaan tdysin toteutunut, Lie tuli kehittédneeksi
“jatkuviksi” kutsumiensa ryhmien teorian, joka on vieldkin padasiallinen tyo-
kalu ndiden ryhmien tutkimisessa. Hinen mukaansa néita ryhmia kutsutaan
nykyisin Lien ryhmiksi.

9.2 Differentiaaligeometriaa

Lien ryhmien méérittelemiseksi tarvitsemme derivoituvia monistoja. Em-
me madrittele tdssd téllaisia monistoja tasmaéllisesti; riittda ajatella, ettd
n-ulotteinen monisto on topologinen avaruus®, jonka jokaisella pisteelld on
avaruutta R" muistuttava ympéristé (homeomorfinen sen kanssa). Téllaista
ymparistod kutsutaan kartaksi, ja sille saadaan koordinaatisto avaruudesta
R™. Koko monisto voidaan peittda kartoilla, jotka menevit osaksi limittéin.
Derivoituvuus tarkoittaa téssd yhteydessd sitd, ettd koordinaatistonmuun-
nos kahden limittdin meneviin kartanosan vilills on derivoituva®. Jos M on
derivoituva monisto, niin kuvausten f: M - R g: M - M javy:R—> M
derivaatat pisteessd x voidaan médritella jokin sopivan z:n sisdltdvén kartan
koordinaatiston avulla.

Maidritelma 9.1. Lien ryhmd on derivoituva monisto M, joka on samalla
ryhmé jonkin laskutoimituksen suhteen, ja jonka kuvaukset y : (z,y) — zy
ja ¢ :x— 7! ovat derivoituvia.

30ikeastaan Hausdorff-avaruus, jolla on numeroituva kanta.
“Lien ryhmien yhteydessi derivoituvalla kuvauksella tarkoitetaan reaalianalyyttists ku-
vausta eli kuvausta, jolla on kaikkien kertalukujen derivaatat.
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Kuva 8: Kaksiulotteinen monisto, jolla kaksi karttaa

Esimerkki 9.2. Tarkastellaan tason yksikkdympyrdd S. Jokaisella yksik-
koympyran pisteelld on ympéristd, joka on homeomorfinen lukusuoran R
kanssa. Ympyra voidaan peittdd kahdella kartalla esimerkiksi seuraavasti:
Kuvaus hy : (0,27) — S, hi(t) = (cost,sint) peittdd koko ympyréan pis-
tettd (1,0) lukuunottamatta. Vastaavasti kuvaus hg : (0,27) — S, ho(t) =
(cos(t — m),sin(t — 7)) peittdd ympyran pistettd (—1,0) lukuunottamatta.
Alueella, jossa kartat menevit limittdin, koordinaatistonmuunnos kahden
kartan valilld tapahtuu kuvauksella t +— ¢t — &, joka on selvisti derivoitu-
va.?

Tason kierrot voidaan parametrisoida reaaliparametrilla ¢, joka kertoo
kiertokulman origon ympéri. Jokaista kulmaa vélill4 [0, 27) vastaa oma kier-
tonsa. Kiertoryhméd SO(2) voidaan samastaa yksikkdympyran kanssa siten,
ettd jokainen ympyréin piste vastaa kiertoa sen kulman ympéri, jonka piste
muodostaa positiivisen x-akselin kanssa. Téllaisen kierron matriisi on

R — |cos¢ —singp
¥ Isinp cosyp |’

Télla tavoin ryhmaélle SO(2) saadaan yksikkGympyraltd topologia ja derivoi-
tuvan moniston rakenne.

Tarkistetaan, ettd alkion kddntdminen on monistolla derivoituva kuvaus.
Olkoon R, jokin kierto, jolla ¢ # 0. Tété kiertoa vastaa ympyrilld piste
(cos p,sing), joka on kuvauksen h; méarittdmalld kartalla. T&lla kartalla
kierron koordinaatti on . Kierron kiénteisalkio R, on samalla kartalla kuin
kierto itse, ja sen koordinaatti on —¢. Siispd koordinaatistossa (avoimella
valilla (0,27)) alkion R, ké&ntdvd kuvaus on ¢ — —¢, joka on selvisti
derivoituva.

Jos taas ¢ # m, niin kiertoa vastaava piste on kuvauksen ho mééritta-
maélld kartalla, ja sen koordinaatti on ¢ + m. Kierron kiénteisalkio on jilleen
samalla kartalla, koordinaattinaan —p + m. Alkion kddntdminen on siis myos
tassa koordinaatistossa derivoituva kuvaus ¢ — —. Vastaavasti voidaan

"Tissi kiiytettiin karttoina avoimen vilin kuvia koko lukusuoran R sijasta. Tilli ei ole
kuitenkaan merkitysté, koska koko lukusuora voidaan kuvata avoimelle vélille sopivalla
derivoituvalla bijektiolla.
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Kuva 9: YksikkGympyra voidaan peittdéd kahdella avoimella vililla. Kierrot
vastaavat ympyran pisteité.

tarkistaa, ettd alkioiden tulo on derivoituva kuvaus, joten SO(2) on Lien
ryhma.

Lien aliryhmda H on Lien ryhmén G aliryhm4, joka on samalla moniston
G alimonisto. Niin kutsutun Cartanin lauseen mukaan jokainen G:n (topo-
logisesti) suljettu aliryhmé on Lien ryhma.

Kompleksiset monistot méaritellddn tdsmalleen samalla tavalla kuin re-
aaliset: jokaisella pisteelld téytyy olla ympéristd, joka on homeomorfinen
avaruuden C" kanssa. Derivoituvuus tarkoittaa téalléin kompleksista derivoi-
tuvuutta. My6s Lien ryhmét voivat olla kompleksisia monistoja, mutta ellei
toisin sanota, pitdydymme jatkossa reaalisissa monistoissa.

9.3 Tangenttivektorit ja kommutaattorit

Olkoon z jokin piste m-ulotteisella derivoituvalla monistolla M. Pisteen z
kautta kulkevalla derivoituvalla kayrdlla tarkoitetaan derivoituvaa kuvausta
v : R — M, jolla pitee v(0) = z. Kéyran ~ derivaatta pisteessid = kertoo
polun suunnan pisteessi x ja sitd kutsutaan tangenttivektoriksi pisteessd x.
Jos tarkastellaan kaikkia pisteen x kautta kulkevia kiyrid ja samastetaan
samansuuntaiset keskendén, muodostuu tangenttivektoreista vektoriavaruus,
jota kutsutaan tangenttiavaruudeksi pisteessd x.

Olkoon M Lien ryhmé, ja olkoon < neutraalialkion 1 kautta kulkeva
kdyra. Differentiaalilaskennasta tiedetdén, ettd kun h € R on riittévin pieni,
voidaan arvioida

v(h) = ~7(0) ++'(0)h = 1 +~'(0)h.

Termié +'(0)h voidaan pitdd ryhmén M infinitesimaalisena alkiona.
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Kuva 10: Polun v tangenttivektori pisteessd x sekéd tangenttitaso pisteessa
Y.

Jos M on Lien ryhm4, pisteessé g € M voidaan maééritelld tangenttita-
so kahdella tavalla: joko méaaritellaan tangenttitaso suoraan pisteen g kaut-
ta kulkevien kiyrien avulla, tai sitten siirretddn kuvauksen h — gh avulla
neutraalialkio 1 pisteeseen g, ja kiytetddn neutraalialkion kohdalla méaéritel-
tyd tangenttitasoa. Osoittautuu, ettd ndmé tuottavat saman tuloksen. Sa-
notaan, ettd moniston M tangenttivektorien muodostama vektorikentt#8 on
invariantti vasemmalta kertomisen suhteen.

Térked tangenttivektorien vélinen operaatio on kommautaattori [z, y], jota
kutsutaan myds Lien derivaataksi. Sen tdsméillinen médritelma sivuutetaan,
mutta se kuvaa tangenttivektorin y hetkellistd muutosnopeutta, kun sité siir-
retddn tangenttivektorin « suunnassa. Kommutaattorilla on ldheinen yhteys
ryhmén M konjugointiin. Liséksi vektorien [z,y] muodostama vektorikentta
on invariantti vasemmalta kertomisen suhteen, aivan kuten tangenttivekto-
rien muodostamat kentét, joten kommutaattorivektoreita voidaan siirrelld
vapaasti pitkin monistoa ryhmén alkioilla kertomalla.

9.4 Lien matriisiryhmét

Monet Lien ryhmisté ovat itse asiassa lineaarikuvausten ryhmié, joten niiden
alkioita voidaan ajatella matriiseina. Tarkastellaan helpoimpana esimerkking
kaikkien kddntyvien matriisien ryhméé G Ly (R). Matriisia X = [z;;] voidaan
ajatella avaruuden R™ vektorina (211,212, - -+, Tpp). Kéédntyvit eli ehdon
det(X) # 0 toteuttavat matriisit muodostavat télléin koko avaruuden avoi-
men osajoukon, joka on n2-ulotteinen derivoituva monisto (kartat saadaan
suoraan ympéroivastd avaruudesta R"z). Yksikkomatriisin kautta kulkeva
kdyrd on muotoa I'(t) = [y;(t)], ja tangenttivektori pisteessd I, on vas-
taavasti I(0) = [v;;(0)]. Osoittautuu, ettd koska G'L,(R) on avaruuden R
avoin osajoukko, voidaan missé tahansa pisteessd maaritelld kaikensuuntaisia
kiiyrid, joten luvuilla 7/;(0) ei ole mitdén ulkoisia rajoitteita. Néin ollen pis-
teeseen x liitettdva tangenttiavaruus on itse asiassa kaikkien n X n-matriisien
muodostama avaruus L, (R).

5Vektorikenttd on kuvaus, joka liitt#s moniston jokaiseen pisteeseen tietyn vektorin.
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Cartanin lauseen avulla voidaan osoittaa, ettd kaikki klassiset ryhmit
ovat Lien ryhmii. Tarkastellaan esimerkiksi R":n tavallisten kiertojen muo-
dostamaa erityistd ortogonaalista ryhm&d SO(n) = SO,(R). Tangentti-
vektorit voidaan laskea seuraavasti: Olkoon I'(t) = [vj;(t)] jokin yksik-
komatriisi kautta kulkeva kdyrd. Ortogonaalisuuden méidritelmén mukaan
T(t)"T(t) = I, eli

(F( t)TI(t) ) Z’Ykz Yij(t) = 84,

missd 0;; = 1 jos 4 = j, muuten §;; = 0. Derivoimalla yht&lé puolittain
pisteessd ¢ = 0 saadaan

n

> (ki (0)7£5(0) + i (0)7k;(0)) = ¥j3(0) + 7;(0) = 0, (9-3)
k=1

silla y(0) = I, (joten y,%(0) = 0 jos j # k) ja D(I,) = 0 (vakion derivaatta).
Yhtalostd (9.3) ndhdédén, ettd ortogonaalisen ryhmén tangenttitaso pisteessi
I, koostuu antisymmetrisistd matriiseista.

Y114 olevassa esimerkissé ei itse asiassa kiytetty determinanttiehtoa lain-
kaan. Voidaankin osoittaa, ettd ryhmilld O, (R) ja SO,(R) on samat tan-
genttiavaruudet. Erona néiden Lien ryhmien vililld on se, ettd SO, (R) on
monistona yhtendinen, kun taas O (R) koostuu kahdesta erillisestd kompo-
nentista, joista toisella det g = 1, toisella det g = —1.

Kommutaattoreille saadaan matriisiryhmien tapauksessa yksinkertainen
yhtéls: jos X,Y € L,(R) ovat tangenttivektoreita, niin

[X,Y]=XY - YX.

Tamén yhtdlon avulla on helppo johtaa kommutaattoreiden ominaisuuksia,
kuten [X, X] =0 ja [X,Y] = —[Y, X].

9.5 Eksponenttikuvaus ja yksiparametriset aliryhmit

Matriiseilla voidaan maaritelld eksponenttikuvaus sarjakehitelméan avulla:

2 3
expA=¢ed =1, +A+A—+%+

Voidaan osoittaa, ettd tdméin sarjan osasummilla on raja-arvo, joten eks-
ponenttikuvaus on hyvin méaritelty. Ei vaadi paljon vaivaa tarkistaa, ettd
exp(0) = I, ja (exp A) ! = exp(—A). Kuitenkin exp(A+ B) = exp A-exp B
pétee vain, jos AB = BA.

Eksponenttikuvauksen avulla voidaan maéaritelld halutunsuuntaisia kéy-
rid, jotka ovat samalla Lien ryhmén aliryhmi&. Téllaista kdyrdd sanotaan
yksiparametriseksi aliryhméksi. Jos G on Lien matriisiryhmé ja A on jokin
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tangenttivektori pisteessi I, niin kiyralle y(t) = exp(tA) pitee v(0) = I,
ja joukko {v(¢)} on Gm aliryhm4. Lisdksi

7' (0) = Aexp(0- A) = 4,

joten A on kiyrén y(t) tangenttivektori. Voidaan myds osoittaa, ettd muita
yksiparametrisid aliryhmié, joilla olisi sama ominaisuus, ei ole.

Yksiparametrisia aliryhmié voidaan kiyttda muodostamaan Lien ryhmén
alkioita annetuista tangenttivektoreista. Jos Lien ryhm& G on yhteninen,
niin jokainen sen alkio on muotoa exp(z) - - - exp(x,), missi z1,...,x, ovat
tangenttiavaruuden vektoreita neutraalialkion kohdalla.

9.6 Lien algebrat

Lien ryhmien ominaisuuksia voidaan hyvin pitkélle selvittda neutraalialkion
kohdalla maariteltyjen tangenttivektorien avulla. Nama muodostavat struk-
tuurin, jota kutsutaan Lien algebraksi. Saksalainen matemaatikko Wilhelm
Killing (1847-1923) oli Liesté riippumatta keksinyt Lien algebran kisitteen,
ja onnistui myohemmin luokittelemaan kaikki niin sanotut yksinkertaiset
Lien algebrat. Killingin sekavan esityksen siisti vditoskirjassaan ranskalai-
nen Elie Cartan (1869-1951), joka oli itse Lien oppilas.

Maisdritelma 9.4. Olkoon g vektoriavaruus, jossa on méadritelty laskutoi-
mitus (z,y) + [z,y], nimeltddn Lien tulo. Oletetaan lisdksi, ettd kaikilla
vektoreilla x,y, z ja skalaareilla A patevit seuraavat ehdot:

T+ 2,y = [z,9] +[z,9] ja [Az,y] = Az, y] (L1)
T,y +2] = [z,y] +[z,2] ja [z, y] = A[z,y] (L2)
z,2] =0 (L3)
z, [y, 2]] + [y, [2, 2] + [, [z,9]] = 0. (L4)

[
[
[
[

Talloin avaruutta g kutsutaan Lien algebraksi.

Ehdot (L1) ja (L2) méaéarittelevit bilineaarisuuden ja ehto (L3) alternoi-
vuuden. Ehtoa (L4) kutsutaan Jacobin identiteetiksi. Esimerkki reaaliker-
toimisesta Lien algebrasta on Rs, jossa laskutoimituksena on ristitulo eli
[z,y] =z x y.

Lien algebraa sanotaan yksinkertaiseksi, jos silld ei ole tiettyjé epétrivi-
aaleja alistruktuureja, joita kutsutaan ideaaleiksi (sama kuin renkaan ide-
aali). Killing ja Cartan selvittivit, ettd yksinkertaiset kompleksikertoimiset
Lien algebrat koostuvat alialgebrasta b, jota kutsutaan Cartanin alialgebrak-
si, sekd joukosta yksiulotteisia alialgebroja, joita kutsutaan juurialgebroiksi.
Kun juurialgebrojen alkioita kerrotaan Cartanin alialgebran alkioilla, ne py-
syvat edelleen samassa juurialgebrassa. Télla tavoin voidaan jokaiselle juu-
rialgebralle [; méaritelld kuvaus r; : h — C, jolle pétee

[h,z] = ri(h)z, kun z € ;.
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Y114 méaariteltyja kuvauksia r; sanotaan juuriksi, ja ne muodostavat niin
kutsutun juurijdrjestelmdn. Juurten viliset kulmat voidaan m#érittda ne-
gatiivisesti definiitin Killingin muodon avulla. Yksinkertaisen Lien algebran
juuret voivat olla neljassa eri kulmassa toisiinsa ndhden, ja kaikki mahdolliset
juurijarjestelmét voidaan listata seuraavien Dynkinin diagrammien muodos-
sa.

A o0—O0—0—0— - —0—oO
B, o0—0—0—0——0=>=0
C. 0—0—0—0—:—0=X=0
D, o—o0—o0—o0— - —o<z
E, 0—o0 i 0—oO0

E, o—o i 0—0—o0
E, o—o i 0—O0—0—o0

M
o)
o)

Nﬁ

Kuva 11: Dynkinin diagrammit

Diagrammeja tulkitaan siten, ettd jokainen piste vastaa tiettyd perus-
juurta, joiden avulla kaikki muut juuret voidaan muodostaa. Jos kahden pe-
rusjuuren véalinen kulma on 90°, niin niiden vélille ei piirretd viivaa. Yksi
viiva juurten vililla tarkoittaa 120 asteen kulmaa, kaksi viivaa 135:t4 astetta
ja kolme viivaa 150:t& astetta. Nuolen suunta osoittaa pidemmésta juuresta
lyhyempéén, jos pituuksissa on eroa.

Juurijéarjestelmida A,, B,, C, ja D, vastaavia Lien algebroja kutsutaan
klassisiksi, muita poikkeuksellisiksi. Klassiset jarjestelmét vastaavat klassis-
ten Lien ryhmien tangenttiavaruuksia seuraavasti:

Diagrammi | Lien ryhmét
A, SL,+1(C) ja SUp1(0)
B, O2r41(C) ja SO241(C)
Cr Spar(C)
D'r 027“ ((C) ja 5021" ((C)

Kaikki ryhmét on méaritelty kompleksikertoimisissa avaruuksissa. Reaa-
likertoimisten ryhmien tangenttiavaruudet ovat reaalikertoimisia Lien alge-
broja, joiden kerroinkunta voidaan laajentaa kompleksifioimalla, minka jal-
keen ne voidaan sovittaa samoihin diagrammeihin. Erityiset unitaariset ryh-
mét ovat Lien ryhmind reaalimonistoja(!), ja niiden Lien algebrat vastaavat

tyyppid A,.
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9.7 Adrelliset kerroinkunnat

Ranskalainen matemaatikko Claude Chevalley (1909-1984) 16ysi tavan yleis-
tda Lien algebrat dérellisiin kerroinkuntiin niin, ettd Cartanin alialgebrat ja
juurijarjestelmét sailyvat. Chevalley pystyi systemaattisesti konstruoimaan
niin sanotut Lie-tyypin ryhmdat, jotka koostuvat darellisten Lien algebrojen
automorfismeista. Lie-tyypin ryhmét jakautuvat klassisiin ja poikkeukselli-
siin vastaavan Lien algebran juurijarjestelmidn mukaan, ja ne muodostavat
suuren osan ddrellisistd yksinkertaisista ryhmista.

My6hemmin on yksinkertaisia Lie-tyypin ryhmié 16ydetty lisdd, kun huo-
mattiin, ettd Dynkinin diagrammien automorfismeista saadaan aliryhmié jo
tunnetuille Lie-tyypin ryhmille.

9.8 Loppusanat

Sophus Lie ei saanut kehitettyd Galois’n teorian veroista tyokalua differenti-
aaliyhtéldiden tutkimiseen, mutta hinen panoksensa ryhméteoriassa hakee
silti vertaistaan. Myohemmin Lien ryhmét ovat tulleet korvaamattomiksi
esimerkiksi kvanttimekaniikan kuvailussa, ja Lien keksimét menetelmét ovat
néiden ryhmien analysoimisessa vélttdmattomia.

Lien terveys alkoi heiketd vuoden 1889 tienoilla. Haneltd diagnosoitiin
pernisitosi anemia, jossa elimisto ei kykene absorboimaan B12-vitamiinia.
Lien viimeiset elinvuodet olivat taudin vuoksi vaikeita, silld hoitokeinoa ei
ollut vield 16ydetty. Edes lukuisat palkinnot ja huomionosoitukset eivit pys-
tyneet ilahduttamaan hénté. Lie kuoli tautiin 56-vuotiaana, jattden jalkeenss
paljon julkaisematonta materiaalia.
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