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Ratkaisuehdotus ja arvosteluperusteita

1. Olkoon K jokin kunta. Osoita, ettd ryhmé SL,(K) on ryhmén GLy(K)
normaali aliryhmai ja ettd tekijaryhmé GL,(K)/SL,(K) on isomorfinen
multiplikatiivisen ryhmén K* kanssa.

Todistus. Kaytetdan lauseen todistamiseen determinanttikuvausta ja ryh-
mien homomorfialausetta. Determinanttikuvaus det : GL,(K) — K* on
ryhm#homomorfismi, silld det(zy) = det(z) det(y). Sen ydin

Ker(det) = {g € GL,(K) | det(g) = 1}

on ryhméd SL,(K). Koska ryhm&homomorfismin ydin on aina normaali
aliryhmé, niin SL,(K) on ryhmén GL,(K) normaali aliryhm4.

Osoitetaan seuraavaksi, ettd det on surjektio. Olkoon a € K*. Diagonaa-
limatriisi
a

1
on ryhmén G L, (K) alkio ja sen determinantti on a. Siten det on surjektio.

Nyt voidaan kiyttda ryhmien homomorfialausetta, jonka nojalla
GL,(K)/SL,(K) = K".
O

Arvosteluperusteita. Jos oli osoittanut, ettd SL,(K) on normaali aliryh-
mi, sai kolme pistettd. Loput kolme pistettd myonnettiin isomorfisuuden
osoittamisesta.

Monet unohtivat perustella, miksi SL,(K) on normaali aliryhmé. Toiset
taas kayttivat valtavasti aikaa osoittaakseen médritelman nojalla, ettd
SL,(K) on normaali aliryhmi. Tésté ei tietenkéén vahennetty pisteitd,
mutta se saattoi vaikuttaa arvosanaan epésuorasti vihentamaélld aikaa
muilta tehtavilta.

2. Osoita, ettd ekvivalentteja bilineaarisia muotoja vastaavat isometriaryh-
mét ovat isomorfisia. (Lisépiste: Voivatko kaksi isometriaryhmé&é olla iso-
morfiset, vaikka vastaavat muodot eivét olisi ekvivalentit?)

Todistus. Oletetaan, ettd muodot By ja By ovat avaruuden V ekvivalent-
teja bilineaarisia muotoja. On siis olemassa avaruuden V kd#ntyvi lineaa-
rikuvaus L, jolle patee B;(v,w) = Beo(Lv, Lw) kaikilla v,w € V. Olkoot



vastaavasti G1 ja Go muotojen By ja Bj isometriaryhmat. Jos nyt g € Gy,
niin kaikilla v, w € V pétee

By (LgL ™" (v), LgL ™ (w)) = B1 (9L ' (v),gL " (w))
= Bi(L ' (v), L Y (w)) = By(v,w).

Titen LgL~! € Go, ja konjugointi vz, : ¢ — LgL™! on kuvaus ryh-
méstd G; ryhmdin G2. Konjugointikuvaus on selvisti homomorfismi,
silli (Lgi L™Y)(LgoL™t) = Lg1goL™1, ja lisiiksi silld on kééinteiskuvaus
1/)21 : g — L™1gL. Siispd ryhmit Gy ja G ovat isomorfiset. O

Kaksi isometriaryhméé voivat olla isomorfiset, vaikka vastaavat bilineaa-
riset muodot eiviit olisi ekvivalentit. Ajatellaan esimerkiksi avaruuden R3
muotoja

10 0 -1 0 0
Bi=|01 0 ja. By=|0 -1 0
00 —1 0 0 1

Sylvesterin inertialauseen perusteella muodot By ja By eivit ole ekviva-
lentit, mutta koska B; = —Bsy eli muodot eroavat toisistaan vain vakio-
kertoimella, molemmilla on itse asiassa sama isometriaryhma.

Arvosteluperusteita. Muotojen ekvivalenssin méiéritelmén mainitsemises-
ta sal pisteen, samoin isometrian maéritelméstd. Loput pisteet tulivat
muista yksityiskohdista. Konjugointia ei tarvinnut osoittaa isomorfiaksi,
koska se sivuutettiin luennoillakin vain maininnalla, mutta jos todistusta
oli yrittdnyt ja sen oli tehnyt vdérin, menetti yhden pisteen. Lisdkysy-
mykseen ei kukaan ollut vastannut oikein.

. Tarkastellaan reaalikertoimisen avaruuden matriiseja

0 1 0 1 0 0 10
-1 0 -2 3| . 0 0 0 1
A=19 9o o 1| ® B=11 ¢ o o
-1 -3 1 0 0 -1 0 0

Minkétyyppisté bilineaarista muotoa matriisit A ja B kuvaavat? Voivatko
ne olla saman muodon matriisiesityksié eri kantojen suhteen? Jos voivat,
etsi kannanvaihtomatriisi kyseisten kantojen vélille.

Ratkaisu. Koska matriisit A ja B ovat antisymmetrisid, ovat my0s niita
vastaavat muodot antisymmetrisid. Koska kerroinkunnan karakteristika ei
ole kaksi, ndmé antisymmetriset muodot ovat my0s alternoivia.

Tiedetddn, ettd vektoriavaruuden surkastumattomat alternoivat muodot
ovat aina ekvivalentteja. Muodot A ja B ovat kuin ovatkin surkastumatto-
mia, mutta tatd ei tarvitse erikseen osoittaa, silld kannanvaihtomatriisin
l6ytdminen riittdsd tehtdvan ratkaisemiseen.



Olkoon A’ bilineaarinen muoto, jonka matriisi kannan S = (vy, ve, v3,v4)
suhteen on A. Konstruoidaan symplektinen kanta (r, s, t, u), jonka suhteen
muodon A’ matriisi on

jen

SO O
o O O
o= OO

-1

Tamaéan jalkeen voidaan kantavektoreiden jarjestystd muuttaa niin, etté
muodon A’ matriisiksi saadaan B. Tdméi saavutetaan vaihtamalla keske-
ndan s ja t.

Heti huomataan, ettd matriisin A vasen ylanurkka ndyttdd halutulta, ja
on mahdollista valita r = vy ja s = vs.

Vektori t on valittava siten, ettd ¢t L (r,s) eli A/(r,t) = 0 ja A'(s,t) =
0. Jos kirjoitetaan ¢t = (t1,t2,t3,%4) kannassa S, niin ehdoista saadaan
(matriisia A lukemalla) yht&lot

to+1t4=0
—11 — 2t3 4+ 3t4, = 0.

Téstéd seuraa, ettd ¢t = (—3ty — 2t3, to,t3, —t2). Valitaan ¢t =1 ja t3 = 0,
jolloin ¢ = —3wv1 + v9 — 4.
Vektori u on valittava siten, ettd u L (r,s) ja A'(t,u) = 1. Kuten ylla

todettiin, on vektorin u oltava muotoa (—3ug — 2us, u2,us, —u2). Ehdosta
A'(t,u) = 1 saadaan yhtilo

0 1 0 17 [—3up—2us
-1 0 -2 3 U
1=[-3 1 -1 = —3us.
RN P u3 Sus
-1 -3 1 0 —Uu2
Nyt siis ug = —3% ja u = (—2ug + 1,u2, —3, —ug). Valitaan uy = 0, jolloin

_ 2 1
u = §’U1 — g’l)g.
Nyt muodon A’ matriisi kannassa (r,t,s,u) on B. Kannanvaihtomatrii-
siksi saadaan

-3

O win

P:[r t s u}:

0

SO O
S O = O
Wl

-1

Kannanvaihtomatriisi P toteuttaa yhtdlon P' AP = B.

Arvosteluperusteita. Kaksi pistettd sai siitd, ettd oli perustellen toden-
nut muotojen olevan antisymmetrisié tai alternoivia. Toiset kaksi pistettd
sai, jos oli jollakin tavoin osoittanut, ettd A ja B ovat saman muodon
matriisiesityksiad. Loput kaksi pistetté tulivat kannanvaihtomatriisin 16y-
tamisesta.



4. Tarkastellaan ortogonaalista hyperbolista tasoa R?. Olkoot f,g: R — R
funktioita, joilla pitee g(t)2 — f(t)2 = 1 kaikilla t € R ja joista f on
lisdksi surjektio. (Esimerkiksi funktiot sinh ja cosh.) Osoita, ettéd jokainen
g € SO(R?) voidaan kirjoittaa muodossa

i G sl

missa t € R.

Todistus. Ortogonaalisen hyperbolisen tason muoto on B = [(1) ,01], eli
B(z,y) = z'By = z1y1 — T2ys. Vastaava neliémuoto on puolestaan
Q(z) = 2% — 23.

Oletetaan, ettd g = [2%] € SO(R?), ja merkitdén kantavektoreita e; =
(1,0) ja ez = (0,1). Nyt g(e1) = (a,¢) ja g(ez) = (b,d). Koska Q(e1) =1,
Q(e2) = —1 ja g siilyttdd nelidmuodon arvot, tiytyy olla

Qa,c) =a’> - =1 (0.1)
ja  Q(bd) =b* —d* = —1. (0.2)

Lisdksi e; L e, ja g séilyttédd kohtisuoruuden, joten

B((a,c), (b,d)) = ab—cd = 0. (0.3)

Koska f on surjektio, voidaan valita ¢ € R siten, ettd f(t) = c. Télléin yh-
talon (0.1) perusteella a = £4/1 + f(t)? = +g(t). Viitteen todistamiseksi
riittda nyt osoittaa, ettd a = d ja b =c.

Yht#lon (0.3) perusteella b = cd/a. (Yhtilostd a? — c? = 1 seuraa, etti
a # 0.) Sijoittamalla tdmé yht&lo6n (0.2) ndhdédén, ettd

2 2 2 2
o ) c o fa"—c _d
1=d°—-b"=d (1__a2>_d< " >__a2'

Siispd d = =a, ja tdlléin b = +c (molemmissa sama etumerkki). Deter-
minanttiehto tulee nyt muotoon detg = ad — be = +(a? — ¢?), ja jil-
leen yhtélostd (0.1) ndhddén, ettd téytyy valita a = d ja b = ¢, jotta
detg = 1. O

Arvosteluperusteita. Hyperboliseen tasoon liittyvdn muodon muistamises-
ta sai pisteen. Yhtaloiden (0.1), (0.2) ja (0.3) johtamisesta seké determi-
nanttiechdon mainitsemisesta sai 2 pistettd. Muiden laskujen logiikka ja
oikeellisuus tuottivat loput pisteet. Erityisesti kiinnitettiin huomiota pe-
rustelujen johdonmukaisuuteen.

5. Essee: unitaariset ryhmét.

FEsimerkkivastaus 1.

Unitaarinen ryhmé on vektoriavaruuden hermiittisen muodon isometria-
ryhmé.



Jotta hermiittinen muoto voidaan maéritelld, on vektoriavaruuden ker-
roinkunnassa oltava automorfismi, jonka kertaluku on kaksi. Téatd au-
tomorfismia kutsutaan konjugointiautomorfismiksi. Alkion kuvaa konju-
gointiautomorfismissa kutsutaan sen konjugaatiksi.

Hermiittiset muodot ovat seskvilineaarisia. Tém4 tarkoittaa sitd, ettd ne
ovat lineaarisia ensimmaisen muuttujan suhteen. Toisen muuttujan suh-
teen lineaarisuuden yhteenlaskuehto toteutuu, mutta vektorien kertoimet
muuttuvat konjugaateikseen.

Lisdksi hermiittiseltd muodolta vaaditaan, ettd muuttujien jérjestyksen
vaihtaminen muuttaa muodon arvon konjugaatikseen.

Unitaarisen ryhmén alkiot ovat siis vektoriavaruuden hermiittisen muo-
don sailyttdvid lineaarisia automorfismeja. Vektoriavaruudella voi olla
useita erilaisia hermiittisid muotoja, joita kutakin vastaa erilainen iso-
metriaryhmé. Jokaiselle hermiittiselle muodolle 16ytyy kuitenkin kanta,
jonka suhteen muotoa vastaa diagonaalimatriisi.

Tunnetuin esimerkki konjugaatioautomorfismista on kompleksikonjugoin-
ti kompleksilukujen kunnassa. Kun vektoriavaruuden kerroinkuntana on
kompleksilukujen joukko ja hermiittiseksi muodoksi valitaan hermiittinen
pistetulo, saadaan unitaarinen ryhmaé, jolla on monia sovelluksia fysiikas-
sa.

Asrellisten kuntien tapauksessa konjugaatioautomorfismi voidaan mééri-
telld vain siind tapauksessa, ettd kunnan kertaluku on neli ¢?. Talléin
konjugointiautomorfismi on z — 9. Kaikki vektoriavaruuden hermiittiset
muodot ovat tdssd tapauksessa ekvivalentteja, ja niitd vastaava matriisi
on yksikkomatriisi.

FEsimerkkivastaus 2.

Tarkastellaan vektoriavaruuksia, joiden kerroinkunnassa voidaan méari-
tells kertalukua kaksi oleva automorfismi A ~ \. Téllaisen avaruuden
seskvilineaarinen muoto on vektoripareilta kerroinkuntaan maéaritelty ku-
vaus S, joka on ensimmaéisen komponentin suhteen lineaarinen ja toisen
komponentin suhteen toteuttaa ehdot

a) S(u,v+w) = S(u,v) + S(u,w) ja
b) S(u, \v) = AS(u,v)
kaikilla vektoreilla u, v ja w sekd skalaareilla A. Madritelméassa kdyte-

tddn siis ylld mainittua automorfismia. Seskvilineaarista muotoa kutsu-
taan hermiittiseksi, mikali sille patee kaava

S(u,v) = S(v,u)

kaikilla vektoreilla u ja v.

Hermiittisen muodon isometriaryhmés nimitetdan unitaariseksi ryhméak-
si. Yleisessd tapauksessa vektoriavaruudessa voidaan méaritelld monia



epéaekvivalentteja hermiittisid muotoja, joista kutakin voi vastata erilai-
nen unitaarinen ryhmé. Kuitenkin esimerkiksi dérellisen kerroinkunnan
tapauksessa kaikki avaruuden hermiittiset muodot ovat kesken#dn ekvi-
valentteja.

Tarkastelemalla isometriachtoa matriisimuodossa ndhdéin, ettd kaikilla
unitaarisilla kuvauksilla g patee detg - det g = 1. Rajoittumalla pelkis-
tdan niihin kuvauksiin, joiden determinantti on yksi, saadaan unitaari-
sen ryhmén normaali aliryhmi, jota kutsutaan erityiseksi unitaariseksi
ryhméksi. Ottamalla tekijaryhmé skalaarikuvausten suhteen pdddytédén
tavalliseen tapaan projektiivisiin ryhmiin.

Tutuin esimerkki kunnasta, jossa voidaan maéaéaritella kertalukua kaksi ole-
va automorfismi, ovat kompleksiluvut, joilla kyseinen automorfismi vaih-
taa luvun a+ bi tdmaén liittoluvuksi a — bi. Avaruudessa C" kaikille vekto-
reille pétee hermiittisyysehdon ansiosta S(u,u) = S(u,u), miké tarkoittaa
sitd, ettd S(u,u) on reaalinen. Silloin on mahdollista puhua positiivises-
ti definiiteistd muodoista, joilla S(u,u) on positiivinen kaikilla nollasta
poikkeavilla vektoreilla u. Positiivisesti definiitin muodon avulla voidaan
puolestaan méaritelld vektorin pituus ja kahden vektorin vilinen kulma,
ja unitaarisen ryhman on médritelmén mukaisesti sdilytettédva ndma pi-
tuudet ja kulmat. T&lld tavoin kompleksiavaruuden unitaarinen ryhmj
muistuttaa reaaliavaruuden ortogonaalista ryhmaéaé. Positiivisen definiit-
tiyden kisite voidaan myos yleistdd muihinkin avaruuksiin, joissa luvuille
S(u,u) voidaan maaritelld jarjestys.

Lopuksi voisi mainita joitakin erityisid esimerkkejé unitaaristen ryhmien
kiytostd. Adrellisessi kunnassa voidaan méaritelld kertalukua kaksi ole-
va automorfismi vain, jos kunnan kertaluku on nelié. Téllaisen kerroin-
kunnan tapauksessa projektiivinen erityinen unitaarinen ryhmé on yksin-
kertainen, lukuunottamatta joitakin pienidimensioisia poikkeustapauksia.
Toisaalta pienidimensioisilla kompleksikertoimisilla unitaarisilla ryhmill4
on sovelluksia kvanttimekaniikassa, jossa ne toimivat perusvoimien mit-
tamuunnosten symmetriaryhming.

Arvosteluperusteita. Selkedsti esitetty unitaarisen ryhmén méaéritelma riit-
ti jo sellaisenaan antamaan tdydet kuusi pistettd. Virheitd ja puutteita
pystyi korvaamaan antamalla lisdtietoja unitaarisista ryhmisté tai kuvai-
luja niiden kéytostd. Huomiota kiinnitettiin erityisesti paitsi esityksen tie-
tosiséltoon ja virheettomyyteen, myos selkeyteen ja luettavuuteen. Pitkat,
kompelot virkkeet sekd ylenméardinen kaavojen ja symboleiden kaytto vé-
hensivit pisteitd (nditd vihennyksid sitten toisaalta usein kompensoivat
lisatiedot ja esimerkit). Erityisen arveluttavana pidettiin sellaisten symbo-
leiden tai termien kiytto, joita ei esitelty tekstissa ja joita ei ollut kaytetty
luennoilla tai harjoituksissa.



